
1 �íselné obory, základní vlastnosti reálných £í-
sel

De�nice 1.1 (t¥leso) Uspo°ádaná p¥tice (T,+, ·, 0, 1) se nazývá t¥leso, pokud
T je mnoºina, 0 6= 1 prvky T a + a · operace na T takové, ºe pro v²echna
x, y, z ∈ T platí:

1. x+ y = y + x (komutativita +)

2. x · y = y · x (komutativita ·)

3. x+ (y + z) = (x+ y) + z (asociativita +)

4. x · (y · z) = (x · y) · z (asociativita ·)

5. x+ 0 = x (neutralita 0 vzhledem k +)

6. x · 1 = x (neutralita 1 vzhledem k ·)

7. existuje −x ∈ T pro které platí x + (−x) = 0 (existence inverzního prvku
pro +)

8. pokud x 6= 0, potom existuje x−1 ∈ T , pro které platí x ·x−1 = 1 (existence
inverzního prvku vzhledem k ·)

9. (x+ y) · z = x · z + y · z (distributivita)

P°íklad 1.2 T¥lesy jsou nap°íklad Q, R a C s obyklými operacemi + a · a také
Zp se s£ítáním a násobením modulo p pro p prvo£íslo. Snadno ov¥°íme, ºe v
kaºdém t¥lese platí 0 · x = 0.

V¥ta 1.3 Platí
√
2 6∈ Q (ve smyslu, ºe neexistuje q ∈ Q spl¬ující q2 = 2).

De�nice 1.4 (uspo°ádání) Relaci < na mnoºin¥ M nazveme striktním úpl-
ným uspo°ádáním na M , pokud pro kaºdé x, y, z ∈M platí

1. x < y, x > y nebo x = y,

2. pokud x < y a y < z, potom x < z,

3. neplatí x < x.

De�nice 1.5 (uspo°ádané t¥leso) �estici (T,+, ·, 0, 1, <), kde (T,+, ·, 0, 1)
je t¥leso a < je uspo°ádání na T , nazveme uspo°ádaným t¥lesem, pokud pro
v²echna x, y, z ∈ T platí

1. pokud x < y, potom x+ z < y + z,

2. pokud x < y a z > 0, potom x · z < y · z.

De�nice 1.6 (omezená mnoºina, sup, inf) Nech´ (T,+, ·, 0, 1, <), kde (T,+, ·, 0, 1)
je uspo°ádané t¥leso. Mnoºina A ⊂ T se nazývá
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1. shora omezená, pokud eistuje x ∈ T takové, ºe pro kaºdé y ∈ A platí y ≤ x,
kaºdé takové x pak nazýváme horní závorou mnoºiny A,

2. shora omezená, pokud eistuje x ∈ T takové, ºe pro kaºdé y ∈ A platí y ≥ x,
kaºdé takové x pak nazýváme dolní závorou mnoºiny A.

Prvek x ∈ T nazýváme

1. supremem mnoºiny A ⊂ T (zna£íme x = supA), pokud neexistuje ºádné
y horní závora A takové, ºe y < x,

2. in�mem mnoºiny A ⊂ T (zna£íme x = inf A), pokud neexistuje ºádné y
dolní závora A takové, ºe y < x,

V¥ta 1.7 (o zavedení reálných £ísel) Existuje uspo°ádané t¥l¥so, kde kaºdá
neprázdná shora omezená mnoºina má supremum. Toto t¥leso je t¥mito vlast-
nostmi v jistém smyslu (aº na izomor�smus) ur£eno jednozna£n¥.

(Bez d·kazu)

V¥ta 1.8 (Archimedova vlastnost R) Pro kaºdé x ∈ R existuje n ∈ N ta-
kové, ºe n > x.

V¥ta 1.9 (o existenci in�ma) Kaºdá neprázdná zdola omezená podmnoºina
R má in�mum.

V¥ta 1.10 (hustota Q v R) Pro kaºdá a, b ∈ R, a < b, existuje p ∈ Q takové,
ºe platí a < p < b. Zárove¬ existuje p ∈ Q takové, ºe platí a < p < b.

V¥ta 1.11 (o existenci n-té odmocniny) Pro kaºdé a ∈ R, a ≥ 0, a n ∈ N
existuje práv¥ jedno x ∈ R, x ≥ 0, takové, ºe xn = a.

2 Posloupnosti reálných £ísel

De�nice 2.1 (posloupnost reálných £ísel) Posloupností reálných £ísel mys-
líme zobrazení (nazv¥me je t°eba a) z N do R. Místo a(n) pí²eme obvykle an,
celá posloupnost se pak zpravidla zna£í {an}∞n=1.

De�nice 2.2 (vlastní limita posloupnosti) Posloupnost {an}∞n=1 má limitu
L ∈ R (zkrácen¥ pí²eme lim

n→∞
an = L), pokud platí následující:

∀ε > 0 ∃m ∈ N : n ≥ m =⇒ |an − L| < ε. (2.1)

De�nice 2.3 (omezená posloupnost) Posloupnost {an}∞n=1 nazveme shora
(zdola) omezenou, pokud existuje C ∈ R takové, ºe platí an ≤ C (an ≥ C) pro
v²echna n ∈ N. Posloupnost {an}∞n=1 nazveme omezenou, pokud je shora i zdola
omezená.
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V¥ta 2.4 (jednozna£nost vlastní limity posloupnosti) Kaºdá posloupnost
má nejvý²e jednu vlastní limitu.

V¥ta 2.5 (konvergentní posloupnost je omezená) Kaºdá konvergentní po-
sloupnost je omezená.

V¥ta 2.6 (aritmetika limit) Nech´ {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 jsou posloupnosti a
nech´ platí limity lim

n→∞
an = A a lim

n→∞
bn = B. Potom

1. lim
n→∞

an + bn = A+B,

2. lim
n→∞

an · bn = AB,

3. lim
n→∞

an
bn

=
A

B
, pokud bn 6= 0 pro v²echna n ∈ N.

V¥ta 2.7 (v¥ta o dvou stráºnících) Nech´ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 a {cn}∞n=1 jsou
posloupnosti a nech´ platí lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = A. P°edpokládejme, ºe existuje

m ∈ N, ºe an ≤ cn ≤ bn pro v²echna n ≥ m. Potom lim
n→∞

cn = A.

De�nice 2.8 (roz²í°ená reálná osa) Mnoºinu R = R ∪ {+∞,−∞} nazý-
váme roz²í°enou reálnou osou. Pro prvky +∞ a −∞ navíc p°edpokládáme ná-
sledující vlastnosti:

1. pro v²echna x ∈ R platí −∞ < x < +∞,

2. | ±∞| = +∞,

3. ±∞+ (±∞) = ±∞, −∞ · (+∞) = +∞ · (−∞) = −∞,

4. pro v²echna x ∈ R platí −∞+ x = −∞ a +∞+ x = +∞,

5. pro v²echna x ∈ R platí, pokud x > 0 potom ±∞ · x = ±∞, pokud x < 0
±∞ · x = ∓∞,

6. pro v²echna x ∈ R platí x
±∞ = 0.

Poznamenejme, ºe tzv. neur£ité výrazy −∞ + (+∞), +∞ + (−∞), x
0 , x ∈ R,

±∞
+∞ , ±∞−∞ , 0 · ±∞ a ±∞ · 0 nejsou de�novány.

De�nice 2.9 (nevlastní limita posloupnosti) Posloupnost {an}∞n=1 má (ne-
vlastní) limitu +∞ (resp. −∞) (zkrácen¥ op¥t pí²eme lim

n→∞
an = +∞, resp.

lim
n→∞

an = −∞), pokud platí následující:

∀C ∈ R ∃m ∈ N : n ≥ m =⇒ an ≥ C (resp. an ≤ C). (2.2)

V¥ta 2.10 (do ±∞ jdoucí posloupnost je zdola/shora omezená) Nech´ {an}∞n=1

je posloupnost. Pokud limn→∞ an = +∞ (resp. −∞) potom je {an} zdola (resp.
shora) omezená.
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V¥ta 2.11 (omezená posloupnost krát/lomeno jdoucí k 0/±∞) Nech´ {an}∞n=1

a {bn}∞n=1 jsou posloupnosti, nech´ an je omezená. Pokud platí lim
n→∞

bn = 0, po-

tom lim
n→∞

an · bn = 0. Obdobn¥, pokud platí lim
n→∞

bn = ±∞ a bn 6= 0, n ∈ N,

potom lim
n→∞

an
bn

= 0.

De�nice 2.12 (monotonní posloupnost) �íkáme, ºe posloupnost {an}∞n=1

je

• nerostoucí, pokud an ≥ an+1, n ∈ N,

• neklesající, pokud an ≤ an+1, n ∈ N,

• klesající, pokud an > an+1, n ∈ N,

• rostoucí, pokud an < an+1, n ∈ N,

• monotonní, pokud spl¬uje alespo¬ jednu z podmínek uvedených vý²e.

V¥ta 2.13 (limita monotonní posloupnosti) Nech´ {an}∞n=1 je monotonní
posloupnost, potom lim

n→∞
an existuje.

V¥ta 2.14 (aritmetika limit v R) Nech´ {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 jsou posloup-
nosti a nech´ platí limity lim

n→∞
an = A a lim

n→∞
bn = B, A,B ∈ R. Potom

1. lim
n→∞

an + bn = A+B,

2. lim
n→∞

an · bn = AB,

3. lim
n→∞

an
bn

=
A

B
, pokud bn 6= 0 pro v²echna n ∈ N,

má-li p°íslu²ná pravá strana smysl.

V¥ta 2.15 (aritmetika limit - d¥lení nulou) Nech´ {an}∞n=1 je posloupnost
pro kterou platí lim

n→∞
an = 0 a nech´ existuje m ∈ N takové, ºe an > 0 kdykoliv

n ≥ m. Potom lim
n→∞

1

an
= +∞.

De�nice 2.16 (vybraná posloupnost) �íkáme, ºe posloupnost {ak}∞k=1 je
vybraná posloupnost (podposloupnost) posloupnosti {an}∞n=1, pokud existuje ros-
toucí posloupnost {nk}∞k=1 spl¬ující bk = ank

, k ∈ N.

V¥ta 2.17 (limita vybrané posloupnosti) Nech´ {an}∞n=1 je sposloupnost a
{an}∞n=1 její podposloupnost. Pokud lim

n→∞
an = A ∈ R, potom lim

n→∞
bn = A.

V¥ta 2.18 (Bolzano-Weierstrassova) Kaºdá omezená posloupnost má kon-
vergentní podposloupnost.
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V¥ta 2.19 (Bolzano-Cauchyova podmínka pro posloupnosti) Posloupnost
{an}∞n=1 má vlastní limitu práv¥ tehdy kdyº platí následující

∀ε > 0 ∃m ∈ N : n, k ≥ m =⇒ |an − ak| < ε. (2.3)

De�nice 2.20 (nevlastní supremum a in�mum) Pro A ⊂ R de�nujeme

supM = max{x ∈ R : pro v²echna y ∈M platí y ≤ x}

a
infM = min{x ∈ R : pro v²echna y ∈M platí y ≥ x}

Poznámka 2.21 Není-li M shora omezená, potom supM = +∞, není-li M
zdola omezená, potom infM = −∞ a je-li M = ∅, potom infM = +∞ a
supM = −∞. Ve v²ech ostatních p°ípadech se supM a infM shodují s hodno-
tami uvedenými v De�nici ??.

De�nice 2.22 (hromadná hodnota, limes superior/inferior) �íkáme, ºe
A ∈ R je hromadnou hodnotou posloupnosti {an}∞n=1, pokud existuje vybraná
podposloupnost {ank

}∞k=1 mající limitu A.
Nejv¥t²í hromadnou hodnotu nazývýme limes superior (zna£íme lim sup

n→∞
an),

nejmen²í pak limes inferior (zna£íme lim inf
n→∞

an).

V¥ta 2.23 (existence limes superior/inferior) Pro kaºdou posloupnost {an}∞n=1

existují lim sup
n→∞

an i lim inf
n→∞

an, navíc platí

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

sup{ak : k ≥ n}

a
lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

inf{ak : k ≥ n}.

3 �ady

De�nice 3.1 ((£áste£ný) sou£et °ady) Pro posloupnost {an}∞n=1 a n ∈ N

de�nujeme sn n-tý £áste£ný sou£et nekone£né °ady
∞∑

n=1

an formulí sn =
∑n

n=1 an.

Existuje-li limita s = lim
n→∞

sn, nazýváme s sou£tem nekone£né °ady
∞∑

n=1

an a

°íkáme, ºe nekone£ná °ada
∞∑

n=1

an konverguje. V opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe

∞∑
n=1

an diverguje.
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V¥ta 3.2 (nutná podmínka konvergence °ady) Pokud nekone£ná °ada {an}∞n=1

konverguje, potom lim
n→∞

an = 0.

V¥ta 3.3 (linearita nekone£ných °ad) Bu¤ α, β ∈ R a p°edpokládejme, ºe

°ady
∞∑

n=1

an a
∞∑

n=1

bn konvergují. Potom °ada
∞∑

n=1

(αan + βbn) konverguje a platí

∞∑
n=1

(αan + βbn) = α

∞∑
n=1

an + β

∞∑
n=1

bn.

3.1 �ady s nezápornými £leny

Poznámka 3.4 Je-li
∞∑

n=1

an °ada s nezápornými £leny (tj. an > 0 pro v²echna

n ∈ N), limita lim
n→∞

sn vºdy existuje - bu¤ kone£ná, nebo +∞ - proto £asto

pí²eme
∞∑

n=1

an < ∞ pokud °ada
∞∑

n=1

an konverguje a
∞∑

n=1

an = ∞ pokud °ada

∞∑
n=1

an diverguje.

V¥ta 3.5 (srovnávající kritérium) Nech´
∞∑

n=1

an a
∞∑

n=1

bn jsou °ady s nezá-

pornými £leny a p°edpokládejme, ºe existuje m ∈ N takové, ºe an ≥ bn, n ≥ m.
Potom

1.
∞∑

n=1

an <∞ =⇒
∞∑

n=1

bn <∞,

2.
∞∑

n=1

bn =∞ =⇒
∞∑

n=1

an =∞

V¥ta 3.6 (limitní srovnávající kritérium) Nech´
∞∑

n=1

an a
∞∑

n=1

bn jsou °ady

s nezápornými £leny a p°edpokládejme, ºe existuje limita lim
n→∞

an
bn
∈ C ∈ R.

Potom

1. pokud C 6= 0 pak
∞∑

n=1

an <∞ =⇒
∞∑

n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞ pak
∞∑

n=1

bn =∞ =⇒
∞∑

n=1

an =∞
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V¥ta 3.7 (odmocninové kritérium) Nech´
∞∑

n=1

an je °ada s nezápornými £leny.

Poloºme L = lim sup
n→∞

n
√
an. Potom

1. pokud L < 1 pak
∞∑

n=1

an <∞,

2. pokud L > 1 pak
∞∑

n=1

an =∞.

V¥ta 3.8 (podílové kritérium) Nech´
∞∑

n=1

an je °ada s nezápornými £leny.

Poloºme L = lim sup
n→∞

n
√
an a l = lim inf

n→∞
n
√
an.

1. pokud L < 1 pak
∞∑

n=1

an <∞,

2. pokud l > 1 pak
∞∑

n=1

an =∞.

3.2 Alternující °ady

De�nice 3.9 (absolutní konvergence) �íkáme, ºe nekone£ná °ada
∞∑

n=1

an

konverguje absolutn¥, pokud platí
∞∑

n=1

|an| <∞.

V¥ta 3.10 (konvergence a absolutní konvergence) Nech´ °ada
∞∑

n=1

an kon-

verguje absolutn¥, potom konverguje.

V¥ta 3.11 (Leibnizovo kritérium) Nech´ {an}∞n=1 je nerostoucí posloupnost

a nech´ platí lim inf
n→∞

= 0. Potom °ada
∞∑

n=1

(−1)nan konverguje.

De�nice 3.12 (Sou£in °ad) Pro °ady
∞∑

n=1

an a
∞∑

n=1

bn de�nujeme °adu

∞∑
n=2

(
n−1∑
k=1

an−kbk

)

a nazýváme ji sou£inem °ad
∞∑

n=1

an a
∞∑

n=1

bn.
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V¥ta 3.13 Nech´ °ady
∞∑

n=1

an a
∞∑

n=1

bn konvergují absolutn¥, potom

∞∑
n=2

(
n−1∑
k=1

an−kbk

)
=

( ∞∑
n=1

an

)
·

( ∞∑
n=1

an

)
.

4 Funkce jedné reálné prom¥nné

4.1 Spojitost a limita

De�nice 4.1 (okolí a prstencové okolí) Pro a ∈ R a ε > 0 de�nujeme mno-
ºiny

P (a, ε) = (a− ε, a+ ε) \ {a}, P−(a, ε) = (a− ε, a), P+(a, ε) = (a, a+ ε),

a nazýváme je prstencové okolí bodu a, resp. levé a pravé prstencové okolí bodu
a. Zárove¬ de�nujeme mnoºiny

U(a, ε) = (a− ε, a+ ε), U−(a, ε) = (a− ε, a], U+(a, ε) = [a, a+ ε),

a nazýváme je okolí bodu a, resp. levé a pravé okolí bodu a.

De�nice 4.2 (limita a spojitost funkce) Nech´ f je reálná funkce de�no-
vaná na n¥jakém prstencovém okolí bodu a ∈ R. �íkáme, ºe f má v bod¥ a
limitu L ∈ R (pí²eme lim

x→a
f(x) = L), pokud platí následující

∀ε > 0 ∃δ > 0; : x ∈ P (a, δ) =⇒ f(x) ∈ U(L, ε).

Nech´ f je reálná funkce de�novaná na n¥jakém okolí bodu a ∈ R. �íkáme,
ºe f je spojitá v bod¥ a, pokud lim

x→a
f(x) = f(a) , tj. pokud platí následující výrok:

∀ε > 0 ∃δ > 0; : x ∈ P (a, δ) =⇒ f(x) ∈ U(f(a), εε).

De�nice 4.3 (jednostranná limita a spojitost funkce) Nech´ f je reálná
funkce de�novaná na n¥jakém levém, resp. pravém, prstencovém okolí bodu a ∈
R. �íkáme, ºe f má v bod¥ a jednostranou limitu L ∈ R zleva, resp. zprava,
(pí²eme lim

x→a−
f(x) = L, resp. lim

x→a+

f(x) = L ), pokud platí následující

∀ε > 0 ∃δ > 0; : x ∈ P−(a, δ) =⇒ f(x) ∈ U(L, ε),

resp.
∀ε > 0 ∃δ > 0; : x ∈ P+(a, δ) =⇒ f(x) ∈ U(L, ε).

Nech´ f je reálná funkce de�novaná na n¥jakém levém, resp. pravém, okolí
bodu a ∈ R. �íkáme, ºe f je zleva, resp. zprava, spojitá v bod¥ a, pokud lim

x→a−
f(x) =

f(a), resp. lim
x→a+

f(x) = f(a) , tj. pokud platí následující výroky:

∀ε > 0 ∃δ > 0; : x ∈ P−(a, δ) =⇒ f(a) ∈ U(L, ε),

resp.
∀ε > 0 ∃δ > 0; : x ∈ P+(a, δ) =⇒ f(a) ∈ U(L, ε).
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De�nice 4.4 (nevlastní limita funkce) Nech´ f je reálná funkce de�novaná
na n¥jakém prstencovém okolí bodu a ∈ R. �íkáme, ºe f má v bod¥ a limitu
+∞, resp. −∞ (pí²eme lim

x→a
f(x) = +∞, resp. lim

x→a
f(x) = −∞), pokud platí

následující
∀C ∈ R ∃δ > 0; : x ∈ P (a, δ) =⇒ f(x) ≥ C,

resp.
∀C ∈ R ∃δ > 0; : x ∈ P (a, δ) =⇒ f(x) ≤ C.

Podobn¥ de�nujeme jednostranné nevlastní limity, zkrácen¥:

lim
x→a+

f(x) = +∞ pokud ∀C ∈ R ∃δ > 0; : x ∈ P+(a, δ) =⇒ f(x) ≥ C,

lim
x→a+

f(x) = −∞ pokud ∀C ∈ R ∃δ > 0; : x ∈ P+(a, δ) =⇒ f(x) ≤ C,

lim
x→a−

f(x) = +∞ pokud ∀C ∈ R ∃δ > 0; : x ∈ P−(a, δ) =⇒ f(x) ≥ C,

lim
x→a−

f(x) = −∞ pokud ∀C ∈ R ∃δ > 0; : x ∈ P−(a, δ) =⇒ f(x) ≤ C,

V¥ta 4.5 (aritmerika limit funkcí) Bu

De�nice 4.6 (spojitost funkce na intervalu) Bu¤ f funkce de�novaná na
intervalu I s koncovými body a < b. �íkáme, ºe f je spojitá na I pokud platí
následující:

1. f spojitá ve v²ech vnit°ních bodech I,

2. pokud I obsahuje a, potom f je zprava spojitá v a,

3. pokud I obsahuje b, potom f je zleva spojitá v b.

V¥ta 4.7 (Darbouxova vlastnost) Bu¤ f spojitá funkce na intervalu [a, b],
f(a) < f(b) a c ∈ (f(a), f(b)). Potom existuje x ∈ (a, b) spl¬ující f(x) = c.

De�nice 4.8 (maximum a minimum funkce) Bu¤ f funkce de�novaná na
mnoºin¥ M ⊂ R. De�nujeme

1. supremum funkce f na mnoºin¥ M jako sup
M

f = sup{f(x) : x ∈M},

2. in�mum funkce f na mnoºin¥ M jako inf
M
f = inf{f(x) : x ∈M},

3. maximum funkce f na mnoºin¥ M jako max
M

f = sup{f(x) : x ∈ M}
(pokud maximum existuje),

4. minimum funkce f na mnoºin¥ M jako min
M

f = min{f(x) : x ∈ M}
(pokud maximum existuje).

Pokud maxM f , resp. minM f existuje, °íkáme, ºe f nabývá maxima, resp. mi-
nima, na M .
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De�nice 4.9 (omezená funkce) �íkáme, ºe funkce f de�novaná na mnoºin¥
M ⊂ R je shora, resp. zdola omezená, pokud platí sup

M
f < ∞, inf

M
f > −∞.

�íkáme, ºe f je omezená na M , pokud je zárove¬ omezená shora i zdola.
Jinými slovy, f je omezená (shora omezená, zdola omezená), pokud mnoºina

f(M) je omezená (shora omezená, zdola omezená).

V¥ta 4.10 (omezenost spojité funkce) Bu¤ f spojitá funkce na intervalu
[a, b]. Potom f je omezená na [a, b].

V¥ta 4.11 (maximum a minimum spojité funkce) Bu¤ f spojitá funkce
na intervalu [a, b]. Potom f nabývá maxima i minima na [a, b].

De�nice 4.12 (monotonní funkce) �íkáme, ºe f je

1. rostoucí na M , pokud pro kaºdá x, y ∈M , x < y, platí f(x) < f(y),

2. neklesající na M , pokud pro kaºdá x, y ∈M , x < y, platí f(x) ≤ f(y),

3. klesající na M , pokud pro kaºdá x, y ∈M , x < y, platí f(x) > f(y),

4. nerostoucí na M , pokud pro kaºdá x, y ∈M , x < y, platí f(x) ≥ f(y),

5. ryze monotonní naM , pokud je naM rostoucí, nebo klesající f(x) ≥ f(y),

6. monotonní na M , pokud je na M neklesající, nebo nerostoucí.
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