1 Ciselné obory, zakladni vlastnosti realnych c¢i-
sel
Definice 1.1 (té&leso) Uspoiddand pétice (T,+,-,0,1) se nazgjvd téleso, pokud

T je mnozina, 0 % 1 prvky T a + a - operace na T takové, Ze pro vSechna
x,y,z € T plati:

~

. z+y=y+z (komutativita +)
. x-y=y-z (komutativita -)
. x4+ (y+2) = (z+y) + z (asociativita +)

2

3

4. x-(y-2)=(x-y) -z (asociativita -)
5. 4 0 =z (neutralita 0 vzhledem k +)
6. ©-1=ux (neutralita 1 vzhledem k -)

7

. existuje —x € T pro které plati x + (—x) = 0 (existence inverzniho prvku
pro +)

8. pokud x # 0, potom ezistuje = € T, pro které plati x-x~1 = 1 (existence
inverzniho proku vzhledem k -)

9. (x+y) - z=x-z+y-z (distributivita)

Piiklad 1.2 Télesy jsou napiiklad Q, R a C s obyklymi operacemi + a - a také
Z, se scitanim a ndsobenim modulo p pro p prvocislo. Snadno ovérime, Ze v
kazdém télese plati 0-x = 0.

Véta 1.3 Plati /2 ¢ Q (ve smyslu, Ze neexistuje q € Q spliugici ¢*> = 2).

Definice 1.4 (uspofadani) Relaci < na mnoziné M nazveme striktnim ipl-
nym uspordadanim na M, pokud pro kazZdé x,y,z € M plati

1. <y, x>y nebo x =y,
2. pokud x <y ay <z, potom z < z,

3. neplati r < x.

Definice 1.5 (uspofadané téleso) Sestici (T,+,-,0,1,<), kde (T,+,-,0,1)
je téleso a < je usporadani na T, nazveme usporddanygm télesem, pokud pro
vSechna z,y,z € T plati

1. pokud z <y, potom x4+ 2z <y —+ z,
2. pokud x <y az>0, potomx-z<y-z.

Definice 1.6 (omezena mnoZina, sup, inf) Necht (T,+,-,0,1,<), kde (T,+,-,0,1)
je uspoidadané téleso. Mnozina A C T se nazyjvd



1. shora omezend, pokud eistuje x € T takové, Ze pro kazdé y € A platiy < x,
kazdé takové x pak nazyvdme horni zdvorou mnoZiny A,

2. shora omezend, pokud eistuje x € T takové, Ze pro kazdéy € A platiy > x,
kazdé takové x pak nazijvdme dolni zdvorouw mmnoziny A.

Prvek x € T nazjvdme

1. supremem mnoZiny A C T (znacime x = sup A), pokud neexistuje Zddné
y horni zdvora A takové, Ze y < x,

2. infimem mnoZiny A C T (znacime x = inf A), pokud neexistuje Zidné y
dolni zdvora A takové, Ze y < x,

Vé&ta 1.7 (o zavedeni realnych &isel) Ezistuje uspoiddané téléso, kde kazdd
neprdizdnd shora omezend mnoZina md supremum. Toto téleso je témito vlast-
nostmi v jistém smyslu (aZ na izomorfismus) uréeno jednoznacéné.

(Bez ditkazu)

Vé&ta 1.8 (Archimedova vlastnost R) Pro kaZdé x € R existuje n € N ta-
kové, Ze n > x.

Véta 1.9 (o existenci infima) KaZdd neprizdnd zdola omezend podmnoZina
R md infimum.

Véta 1.10 (hustota Q v R) Pro kaZdd a,b € R, a < b, existuje p € Q takové,
Ze plati a < p < b. Zdroven ezistuje p € Q takové, Ze plati a < p < b.

Véta 1.11 (o existenci n-té odmocniny) Pro kazdé a € R, a >0, an €N
ezistuje pravé jedno x € R, x > 0, takové, Ze 2" = a.

2 Posloupnosti realnych cisel

Definice 2.1 (posloupnost realnych &isel) Posloupnosti redlngjch ¢isel mys-
lime zobrazeni (nazvéme je tFeba a) z N do R. Misto a(n) piSeme obvykle a,,
celd posloupnost se pak zpravidla znaci {a,}o2 ;.

Definice 2.2 (vlastni limita posloupnosti) Posloupnost {a,}>"; md limitu
L € R (zkrdcené piseme lim a,, = L), pokud plati ndsledugici:
n—00

Ve>03dmeN:n>m = |a, — L| <e. (2.1)

Definice 2.3 (omezena posloupnost) Posloupnost {ay,}.>, nazveme shora
(zdola) omezenou, pokud ezistuje C € R takové, Ze plati a,, < C (a, > C) pro
vSechna n € N. Posloupnost {a, }72, nazveme omezenou, pokud je shora i zdola
omezend.



Véta 2.4 (jednoznaénost vlastni limity posloupnosti) KaZdd posloupnost
md nejvyse jednu vlastni limitu.

Véta 2.5 (konvergentni posloupnost je omezena) Kazdd konvergentni po-
sloupnost je omezend.

Véta 2.6 (aritmetika limit) Necht {a,}52, a {b,}o2, jsou posloupnosti a

necht plati limity lim a, = A a lim b, = B. Potom
n—oo n—oo

1. lim a, +b,=A+ B,
n—oo
2. lim a,-b, = AB,

n— oo

A
3. lim dn _ —, pokud b, # 0 pro vSechna n € N.
n—oo by, B
Véta 2.7 (v&ta o dvou straznicich) Necht {an}o> 1, {bn}orq a{cn}ily jsou
posloupnosti a necht plati lim a, = lim b, = A. Predpoklidejme, Ze existuje
n— oo

n—oo
m €N, Ze a, < ¢, <b, pro viechna n > m. Potom lim ¢, = A.
n—oo
Definice 2.8 (rozsifena realna osa) MnoZinu R = R U {+00, —oc} nazy-

vdame roz§irenou redlnou osou. Pro prvky 400 a —oo navic predpokldddme nd-
sledujici vlastnosti:

1. pro vsechna x € R plati —oo < x < 400,
| £ 00| = 400,
+00 4 (+o0) = 00, —00 - (+00) = +00 - (—00) = —00,

pro vdechna € R plati —co +x = —00 a +00 + & = 400,

Svon o e

pro vSechna x € R plati, pokud x > 0 potom oo - x = o0, pokud z < 0
+00 - = Foo,

6. pro vsechna x € R plati £ = 0.

Poznamenejme, Ze tzv. neurcité vyrazy —oo + (+o0), +00 + (—), £, z € R,

» 00
—fi, £22 0. +oo a £00 - 0 nejsou definovany.

Definice 2.9 (nevlastni limita posloupnosti) Posloupnost {a,}>>, md (ne-
vlastni) limitu 400 (resp. —oc) (zkrdcené opét piseme lim a, = +oo, resp.
n—oo

lim a,, = —o0), pokud plati ndsledujici:
n—oo

VCeRIMmeN:n>m = a, >C (resp. a, < C). (2.2)

Véta 2.10 (do +oo jdouci posloupnost je zdola/shora omezena) Necht{a,}3>,
je posloupnost. Pokud lim,, oo a, = +00 (resp. —oo) potom je {an,} zdola (resp.
shora) omezend.



Véta 2.11 (omezena posloupnost krat/lomeno jdouci k 0/ £+ o0) Necht'{a,}5>
a {bn}72 1 jsou posloupnosti, necht a,, je omezend. Pokud plati lim b, =0, po-
n—oo

tom lim a, - b, = 0. Obdobné, pokud plati 1i_>m b, = oo a b, # 0, n € N,
n (oo}

n—oo a
potom lim — = 0.
n—oo by,
Definice 2.12 (monotonni posloupnost) Rikime, Ze posloupnost {a,}>>,
je

e nerostouct, pokud a, > an4+1, n € N,

o neklesajici, pokud a, < apy1, n € N,

o [klesajici, pokud a, > apy1, n € N,
e rostouct, pokud a, < an+1, n €N,
e monotonni, pokud spliuje alespomi jednu z podminek uvedengch vijse.

Véta 2.13 (limita monotonni posloupnosti) Necht {a,}o; je monotonni
posloupnost, potom lim a, existuje.
n—oo

Véta 2.14 (aritmetika limit v R) Necht {a,}52; a {b,};2, jsou posloup-
nosti a necht plati limity lim a, = A a lim b, = B, A, B € R. Potom
n—oo

n—o0

1. lim a,+b,=A+ B,

n— oo

2. lim a, b, = AB,

n— oo

n A
3. lim dn _ B’ pokud b, # 0 pro viechna n € N,

n— oo n

mda-li prislusnd pravd strana smysl.

Véta 2.15 (aritmetika limit - déleni nulou) Necht {a,},2 je posloupnost
pro kterou plati lim a, = 0 a necht existuje m € N takové, Ze a,, > 0 kdykoliv
n—oo

. 1
n > m. Potom lim — = 4o00.
n—00 Ay,

Definice 2.16 (vybrana posloupnost) Rikdme, Ze posloupnost {ar}re, je
vybrand posloupnost (podposloupnost) posloupnosti {a, }oo |, pokud existuje ros-
touci posloupnost {ny},2, spliiujici by, = an,, k € N.

Véta 2.17 (limita vybrané posloupnosti) Necht{a,}; ., je sposloupnost a

{an}o  jeji podposloupnost. Pokud lim a, = A € R, potom lim b, = A.
n—oo n—oo

Véta 2.18 (Bolzano-Weierstrassova) KaZdd omezend posloupnost md kon-

vergentni podposloupnost.



Véta 2.19 (Bolzano-Cauchyova podminka pro posloupnosti) Posloupnost
{an}32 1 md vlastni limitu prdvé tehdy kdyz plati ndsledugici

Ve>03dmeN:nk>m = la, —ai| <e. (2.3)
Definice 2.20 (nevlastni supremum a infimum) Pro A C R definujeme

sup M = max{x € R : pro vsechna y € M plati y < z}

inf M = min{x € R : pro vsechna y € M plati y > x}

Poznamka 2.21 Neni-li M shora omezend, potom sup M = +oo, neni-li M
zdola omezend, potom inf M = —oo a je-li M = &, potom inf M = +o00 a
sup M = —oo. Ve vsech ostatnich pripadech se sup M a inf M shoduji s hodno-
tami wvedengmi v Definici 77.

Definice 2.22 (hromadna hodnota, limes superior/inferior) Rikdme, 7e
A € R je hromadnou hodnotou posloupnosti {a,}oey, pokud existuje vybrand
podposloupnost {an, } 7>, magici limitu A.

Nejvétsi hromadnou hodnotu nazgvime limes superior (znacime limsup a,, ),
n—oo
nejmendi pak limes inferior (znacime liminf a,, ).
n—oo

Véta 2.23 (existence limes superior/inferior) Pro kaZdou posloupnost {a,}oo
existugi limsup a,, ¢ liminf a,,, navic plati
n—oo

n—oo
limsupa, = lim sup{ay : k > n}
n—00 n—0o0
a
limsup a, = lim inf{a; : &k > n}.
n—o0 n—00
3 Rady

Definice 3.1 ((€asteény) soudet Fady) Pro posloupnost {a,}5>; an € N
oo

definujeme s,, n-tjj édstecny soucet nekonecné fady E an formuli s, = > ""_, an.

n=1
o0
Ezistuje-li limita s = lim s,, nazgvdme s souctem nekonecéné rady E Gn G
n—oo
n=1
o0
Fikdme, Ze nekoneénd Fada E an konverguje. V opacéném prFipadé vikime, Ze
n=1

o0
Z an diverguge.

n=1



Véta 3.2 (nutna podminka konvergence fady) Pokud nekoneénd fada {an}o2
konverguje, potom lim a, = 0.
n—oo

Véta 3 3 (llnearlta nekoneénych fad) Bud a, B € R a predpokldadejme, Ze

fady Z Gp G Z b, konvergugi. Potom fada Z(aan + Bby,) konverguje a plati

n=1 n=1 n=1
0o 0o oo
Z(aan + /an) =« Z an + Z bp.
n=1 n=1 n=1

3.1 Rady s nezapornymi ¢leny

Poznamka 3.4 Je-li Zan Fada s nezdporngmi ¢cleny (tj. a, > 0 pro vSechna
n=1
n € N), limita lim s, vZdy ezistuje - bud koneénd, nebo +oo - proto casto
n—oo

o0
piseme Zan < oo pokud Tada Zan konverguje a Zan = 00 pokud fada
n=1 n=1 n=1
oo
Zan diverguge.

n=1

oo o0
Véta 3.5 (srovnavajici kritérium) Necht Z an @ Z b, jsou Fady s nezd-
= n=1
porngmi ¢éleny a predpokladejme, Ze existuje m e N takové, Ze ap, > b,, n > m.
Potom

oo oo

1. Zan<oo - an<oo,
n=1 n=1
oo oo

2. an:oo Ei Zan:oo
n=1 n=1

(oo} oo
Véta 3.6 (limitni srovnavajici kritérium) Necht’z Qp @ Z by, jsou Fady

n=1 n=1
a. —
s nezdpornymi cleny a piedpoklidejme, Ze existuje limita lim — € C € R.
n—oo

n
Potom

1. pokudC#OpakZan<oo == an<oo,

n=1 n=1

2. pokudC’;éoopakibn:oo = ian:oo

n=1 n=1



oo
Véta 3.7 (odmocninové kritérium) Necht’z an je fada s nezdpornymi éleny.

n=1
Polozme L = limsup {/a,. Potom

n— oo

1. pokud L <1 pak Zan < 00,

n=1

2. pokud L > 1 pak Zan = 00.

n=1

o0
Vé&ta 3.8 (podilové kritérium) Necht Zan je fada s nezdpornymi cleny.

n=1
Polozme L = limsup /a,, al = liminf /a,,.
n—oo n—o0
1. pokud L <1 pak Zan < 00,
n=1
(o)
2. pokudl > 1 pak Zan = 00.
n=1
3.2 Alternujici fady
Definice 3.9 (absolutni konvergence) Rikime, Ze nekonecnd fada Zan
n=1

o
konverguje absolutné, pokud plati Z lan| < oo.

n=1

o0
Véta 3.10 (konvergence a absolutni konvergence) Necht fada Z ar, kon-
n=1
verguje absolutné, potom konverguje.

Vé&ta 3.11 (Leibnizovo kritérium) Necht {a,}5>, je nerostouct posloupnost
oo
a necht plati liminf = 0. Potom Tada g (—1)"ay,, konverguje.
n— oo

n=1

Definice 3.12 (Souéin ¥ad) Pro fady Z ay G Z b,, definujeme Tadu

n=1 n=1

k=1

o0 o0
a nazyvdme ji soucinem fad E Gn G E by, -

n=1 n=1



oo o0
Véta 3.13 Necht tady Z an @ Z b, konverguji absolutné, potom

n=1 n=1

5 (S = (5) (5)

4 Funkce jedné reilné proménné

4.1 Spojitost a limita
Definice 4.1 (okoli a prstencové okoli) Proa € R ae > 0 definujeme mno-
Ziny

P(a,e) =(a—e,a+¢e)\{a}, P_(a,e)=(a—¢,a), Pyila,e)=(a,a+¢),

a nazyvdme je prstencové okoli bodu a, resp. levé a pravé prstencové okoli bodu
a. Zdroven definujeme mnoZiny

U(a,e)z(a—a,a—ke), U_(CL,E):(CL—E,CLL U+(a7€):[a7a+€)a
a nazyvdme je okoli bodu a, resp. levé a pravé okoli bodu a.

Definice 4.2 (limita a spojitost funkce) Necht f je redlnd funkce defino-
vand na néjakém prstencovém okoli bodu a € R. Rikime, Ze f md v bodé a
limitu L € R (piseme 1ii>n f(z) = L), pokud plati ndsledujici

Ve>030 >0;: 2 € P(a,0) = f(z) eU(L,e).

Necht f je redlnd funkce definovand na néjakém okoli bodu a € R. Rikdme,
Ze f je spojitd v bodé a, pokud 1i£n f(x) = f(a), tj. pokud plati ndsledugici vyrok:
Ve >035>0;: 2 € P(a,d) = f(x) € U(f(a),ce).
Definice 4.3 (jednostranna limita a spojitost funkce) Necht f je redlnd
funkce definovand na néjakém levém, resp. pravém, prstencovém okoli bodu a €
R. Rikame, Ze f md v bodé a jednostranou limitu L € R zleva, resp. zprava,
(piseme lim f(xz) =L, resp. lim f(x) =L ), pokud plati ndsledujici
Tr—ra_ ZL‘A)GHF

Ve >030 >0;:x € P_(a,0) = f(x) e U(L,e),
resp.

Ve >036>0;: 2 € Py(a,0) = f(z) € U(L,e).

Necht f je redlnd funkce definovand na néjakém levém, resp. pravém, okoli
bodu a € R. Rikdme, Ze [ je zleva, resp. zprava, spojitd v bod€ a, pokud lim f(z) =
T—ra_

f(a), resp. lim f(x) = f(a) , tj. pokud plati ndsledugici viroky:
T—ra4
Ve >030 >0;:z € P_(a,0) = f(a) € U(L,¢),

resp.
Ve >030 >0;:x € Py(a,0) = f(a) € U(L,¢).



Definice 4.4 (nevlastni limita funkce) Necht f je redlnd funkce definovand
na néjakém prstencovém okoli bodu a € R. Rikdme, Ze f md v bodé a limitu
+00, resp. —oo (piseme lij}n f(x) = +oo, resp. liLn f(x) = —o0), pokud plati
ndsledugjici

VC eR36>0;:2z € Pla,d) = f(zx) >C,
resp.

VC eR 36> 0;:z € Pla,d) = f(x) <C.

Podobneé definujeme jednostranné nevlastni limity, zkrdcené:

lim f(x) =400 pokud YC €R 3 >0;:z € Py(a,0) = f(z)>C,

T—a4

lim f(zx)=—-o00 pokud VC € R36 >0;:x € Py(a,0) = flx)<C

)

T—a
1_i>m f(z) =400 pokud VYC eR3I§>0;:x€ P_(a,0) = f(z)>C,
1_i>m f(x) = —oc0 pokud YC eR3§>0;:x€ P_(a,0) = f(z) <C,

Véta 4.5 (aritmerika limit funkci) Bu

Definice 4.6 (spojitost funkce na intervalu) Bud f funkce definovand na
intervalu I s koncovymi body a < b. Rikame, Ze f je spojitd na I pokud plati
ndsledugjici:

1. f spojitd ve vsech vnitrnich bodech I,
2. pokud I obsahuje a, potom f je zprava spojitd v a,
3. pokud I obsahugje b, potom f je zleva spojitd v b.

Vé&ta 4.7 (Darbouxova vlastnost) Bud f spojitd funkce na intervalu [a, b],
fla) < f(b) ace (f(a), f(b)). Potom existuje x € (a,b) spliujici f(z) = c.

Definice 4.8 (maximum a minimum funkce) Bud f funkce definovand na
mmnoziné M C R. Definujeme

1. supremum funkce f na mnoziné M jako sup f = sup{f(x):x € M},
M
2. infimum funkce f na mnoZiné M jako i?lff = inf{f(z): 2z € M},
3. mazimum funkce f na mnozZiné M jako mj\z}xf = sup{f(z) : x € M}
(pokud mazimum ezxistuge),

4. minimum funkce f na mnoZiné M jako H}Vifnf = min{f(z) : x € M}

(pokud mazimum ezxistuge).

Pokud maxy, f, resp. minyy f existuje, Fikdme, Ze f nabjvd mazima, resp. mi-
nima, na M.



Definice 4.9 (omezena funkce) Rikdme, Ze funkce f definovand na mnoZiné
M C R je shora, resp. zdola omezend, pokud plati sup f < oo, i]r\14ff > —00.
M

Rikame, Ze [ je omezend na M, pokud je zdrovern omezend shora i zdola.
Jingmi slovy, [ je omezend (shora omezend, zdola omezend), pokud mnoZina
f(M) je omezend (shora omezend, zdola omezend).

Véta 4.10 (omezenost spojité funkce) Bud f spojitd funkce na intervalu
[a,b]. Potom f je omezend na [a,b].

Véta 4.11 (maximum a minimum spojité funkce) Bud f spojitd funkce
na intervalu [a,b]. Potom f nabgvd mazima i minima na [a,bl.

Definice 4.12 (monotonni funkce) Rikdme, e f je

1.

S St o

rostouci na M, pokud pro kazdd x,y € M, x <y, plati f(z) < f(y),
neklesajici na M, pokud pro kazdd x,y € M, x <y, plati f(z) < ),

(
klesagici na M, pokud pro kazdd x,y € M, x <y, plati f(x) > f(y
() >

)

ryze monotonni na M, pokud je na M rostouct, nebo klesajici f(x)

f(y
);
nerostouci na M, pokud pro kezdd x,y € M, © < vy, plati f fl),
> f(y),

monotonni na M, pokud je na M neklesajici, nebo nerostouct.
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