V4
Ve

iselné rady

Definice ((Castecny) soucet rady)

Pro posloupnost {a,}72, a N € N definujeme sy, N-ty ¢astecny soucet
e} N

nekonecné rady Z an, formuli sy = Z a,. Existuje-li vlastni limita

n=1 n=1
oo

s = }\i/m sy, nazyvame s souctem nekonecné rady E a, a rikame, ze
oo

n=1

o0 oo
nekonecna rada E a, konverguje. V opacném pripadé fikime, ze E an
n=1 n=1

diverguje.



V4

Ciselné rady

Definice ((Castecny) soucet rady)
Pro posloupnost {a,,} °1 a N € N definujeme sy, N-ty ¢astecny soucet

N
nekonecné rady E an, formuli sy = E a,. Existuje-li vlastni limita
n=1 n=1
oo
s = }\i/m sy, nazyvame s souctem nekonecné rady E a, a rikame, ze
oo
n=1

o0
nekonecna rada Z a, konverguje. V opacném pripadé fikime, ze Z an
n=1 n=1
diverguje.
Priklad

» Pro a, = 0 dostavame sy =0 a I|m sy =0
N— oo



V4

Ciselné rady

Definice ((Castecny) soucet rady)
Pro posloupnost {a,,} °1 a N € N definujeme sy, N-ty ¢astecny soucet

N
nekonecné rady E an, formuli sy = E a,. Existuje-li vlastni limita
n=1 n=1
oo
s = }\i/m sy, nazyvame s souctem nekonecné rady E a, a rikame, ze
oo
n=1

o0
nekonecna rada E a, konverguje. V opacném pripadé fikime, ze E an

n=1 n=1
diverguje.
Priklad
» Pro a, = 0 dostavame sy =0 a I|m sy =0
N— oo

» Pro a, = 1 dostavame sy = N a |lim sy = +oo
n—o00



V4

Ciselné rady

Definice ((Castecny) soucet rady)
Pro posloupnost {a,,} °, a N € N definujeme sy, N-ty castecny soucet

N
nekonecné rady E an, formuli sy = E a,. Existuje-li vlastni limita
n=1 n=1
oo
s = }\i/m sy, nazyvame s souctem nekonecné rady E a, a rikame, ze
oo
n=1

o0
nekonecna rada E a, konverguje. V opacném pripadé fikime, ze E an

n=1 n=1
diverguje.
Priklad
» Pro a, = 0 dostavame sy =0 a I|m sy =0
N— oo
» Pro a, = 1 dostavame sy = N a |lim sy = +oo
n—o00
n L (_1)’V_1 . . .
» Pro a, = (—1)" dostdvdme sy = “—5— a Nllm sy neexistuje (ale
— 00

castecné soucty jsou omezené).



Priklady

im SN:0

» Pro a, = 0 dostavdme sy =0 a |
N—oo

» Pro a, = 1 dostavdame sy = N a lim sy = +o0

n—oo
n - (=1)V-1 . P
» Pro a, = (—1)" dostdvame sy = *—5— a lim sy neexistuje (ale
N— oo
CasteCné souCty jsou omezené).
-N )
> Pro a, = 27" dostavame sy = 32— =1-2""a lim sy =1
2 N— oo



Priklady

» Pro a, = 0 dostavame sy =0 a I|m sy =0
N— oo

» Pro a, = 1 dostavdame sy = N a lim sy = +o0

n—oo
n - (=1)V-1 . P
» Pro a, = (—1)" dostdvame sy = *—5— a lim sy neexistuje (ale
N— oo
CasteCné souCty jsou omezené).
» Pro a, = 27" dostavame sy = %117; =1-2"Nj, Iim sy=1
2

» Pro a, = 7n4 p dostavame nerovnosti a, < 27", sy <1—-2"N <1,
sy je rostouci a tedy lim sy existuje vlastni.
N— oo






Nutnd podminka konvergence rady

Véta (nutnd podminka konvergence rady)
Pokud nekonecna rada {a,};, konverguje, potom Ii)m a, =0.
n—oo

Priklad

> a, = (—1)" nutnou podminku nespliuje (a tedy rfada nekonverguje)



Nutnd podminka konvergence rady

Véta (nutnd podminka konvergence rady)
Pokud nekonecna rada {a,};, konverguje, potom Ii)m a, =0.
n—oo

Priklad
> a, = (—1)" nutnou podminku nespliuje (a tedy rfada nekonverguje)

> a, = 5" nutnou podminku spliiuje (a rada konverguje)



Nutnd podminka konvergence rady

Véta (nutnd podminka konvergence rady)
Pokud nekonecna rada {a,};, konverguje, potom Ii)m a, =0.
n—oo

Priklad
> a, = (—1)" nutnou podminku nespliuje (a tedy rfada nekonverguje)
> a, = 5" nutnou podminku spliiuje (a rada konverguje)
> a, = % nutnou podminku spliiuje (ale rada nekonverguje)



Rady s nezapornymi cleny

oo
Je-li Za,, fada s nezdpornymi Cleny (tj. a, > 0 pro vSechna n € N),
n=1
limita Nlim sy vzdy existuje - bud’ koneéna, nebo +oco - proto casto
— 00

pisSeme

o0 oo
> Z a, < oo pokud fada Za,, konverguje,

n=1 n=1

> Zan = oo pokud rada Zan diverguje.

n=1 n=1



Rady s nezdpornymi Cleny - srovnavaci kritéria

Véta (srovnavaJ|C| kritérium)

Necht Z a, a Z b, jsou rady s nezapornymi Cleny a predpoklidejme,

n=1 n=1
Ze existuje m € N takové, ze a, > b,, n > m. Potom

oo oo

LY a,<oo = Y by<oo,
n=1 n=1
oo

2. an:oo - ian:oo
n=1 n=1



Rady s nezdpornymi Cleny - srovnavaci kritéria

Véta (limitni srovnavajici kritérium)

o0 [o ]
Necht Z a, a Z b, jsou rady s nezapornymi cleny a predpokladejme,
n=1 n=1 3
Ze existuje limita lim = € C € R. Potom
n—oo b,

1. pokud C # 0, pakZa,,<oo = an<oo,

n=1 n=1

2. pokud C # oo, pakibn:oo == ian:oo

n=1 n=1



Rady s nezdpornymi Cleny - srovnavaci kritéria

S jakymi radami srovnavame?

oo
> proq>0p|atl’:Zq”<oo — g<1

n=1

o0
1
» pro p € R plati: E — <0 = p>1
n

n=1

1
nlogf n

[M]8

» pro p € R plati:

<o <= p>1

Il
N

n



Srovnavaci kritéria - priklady

o0
Vysetfime konvergenci rady Z

n=1

143
an 130




Srovnavaci kritéria - priklady

oo

1+3"
Vysetfime konvergenci rady Z +

— 4n + 3n'
Nutna podminka splnéna (4" rychlejsi nez 3").




Srovnavaci kritéria - priklady

oo

1+3"
Vysetfime konvergenci rady Z +

an 130

n=1

Nutna podminka splnéna (4" 7rych|ej§|' nez 3").

. . 143 3"+ 3" 3
Dalemameb,,.:4n+3n< an _2<4

n
) =a,, neN



Srovnavaci kritéria - priklady

o0

1+3"
Vysetfime konvergenci rady Z +

n=1 4n+ 3" .
Nutna podminka splnéna (4" rychlejsi nez 3")
i i 143" 3"43" 3
Dale mame b, .= T < TR 2 (4

0.) o
1. Za,,<oo — Zb,,<oo,
n=1 n=1

o0 o0
2. an:oo — Za,,:oo
n=1 n=1

n
) =a,, neN



Srovnavaci kritéria - priklady

143"

4n 4 30

Nutna podminka splnéna (4” rychIeJS| nez 3").
143" 343" 3

Dale mame b, T < TR 2 <4

o0
Vysetfime konvergenci rady Z

n
) =a,, neN

oo o

1. Za,,<oo — Zb,,<oo,
n=1 n=1
o0 o

2. an:oo — Zan:oo
n=1 n=1

= 73\ /3 1+3"
Z<4> <oo:>;2(4> <oo:>24n+3n

n=1



Srovnavaci kritéria - priklady

o0
Vysetfime konvergenci rady Z —
n=1

(Nutna podminka splnéna.)

-, 143" 3\"
Polozime b, := T an = () .



Srovnavaci kritéria - priklady

o0
Vysetfime konvergenci rady Z —
n=1

(Nutna podminka splnéna.)

-, 143" 3\"
Polozime b, := T an = () .

3\" 3\ N
Potom lim 2% = lim % = lim ,,(4)
n—oo b, n—o00 A3 n—o00 (5 + 1



Srovnavaci kritéria - priklady

o0
Vysetfime konvergenci rady Z —
n=1

(Nutna podminka splnéna.)
143" 3\"
Polozime b, = + a, = () :

4n 4 30’ 4
3\" 3\n
. a . n . 3
Potom lim == = lim %: lim ,,(4) =1=2C
n—oo b, n—o00 A3 n—o00 3 _|_]_

1. pokud C # 0, pakZan<oo = Zb,,<oo,

n=1 n=1

2. pokud C # oo, pakibn—oo — ian—oo

n=1 n=1



Srovnavaci kritéria - priklady

o0
Vysetfime konvergenci rady Z —
n=1

(Nutna podminka splnéna.)
143" 3\"
Polozime b, = + a, = () :

4n 4 30’ 4
3\" 3\n
. a . n . 3
Potom lim == = lim %: lim ,,(4) =1=2C
n—oo b, n—o00 A3 n—o00 3 _|_]_

1. pokud C # 0, pakZan<oo = Zb,,<oo,

n=1 n=1

2. pokud C # oo, pakibn—oo — ian—oo

n=1 n=1

= /3)\" = 1+3"
Z(4> <oo:>24n+3n<oo

n=1 n=1



Srovnavaci kritéria - priklady
Vysetfime konvergenci rady m

n=1



Srovnavaci kritéria - priklady

o 7
n
Vysetfime konvergenci rady m
n=1
Nutnd podminka splnéna (exponenciala rychlejsi nez polynom).



Srovnavaci kritéria - priklady

o 7
n
Vysetfime konvergenci rady m
n=1
Nutnd podminka splnéna (exponenciala rychlejsi nez polynom).

7 n
Polozime b, = n—, ap = 1 .
4n 3



Srovnavaci kritéria - priklady

o0
n?
4n
n=1

Nutnd podminka splnéna (exponenciala rychlejsi nez polynom).

7 1 n
Polozime b, = n—, apr=1\(=1].
4n 3

1\"
. a . 3
Potom lim =% = lim % =

n—oo Dp n—oo

Vysetfime konvergenci fady




Srovnavaci kritéria - priklady

4n
n=1
Nutnd podminka splnéna (exponenciala rychlejsi nez polynom).

7 1 n
Polozime b, = n ap = ( .

Vysetfime konvergenci fady

1 n 4 n
. a . 3 . 3
Potom lim =% = lim @: lim (3) =00 = C.
n—oo b, n—oo ZT n—oo nf

1. pokud C # 0, pak Za,, < oo = Zb,, < 00,
n=1 n=1

2. pokud C # oo, pakZb,,:oo — Zan:oo
n=1

n=1



Srovnavaci kritéria - priklady

4n
n=1
Nutnd podminka splnéna (exponenciala rychlejsi nez polynom).

7 1 n
Polozime b, = —, a, = ( .

Vysetfime konvergenci fady

1\" 4\ N
. a . 3 . 3
Potom lim =% = lim @: lim (3) =c0o=C
n—o0 b, n—o00 ZT n—oo n?

1. pokud C # 0, pak Za,, < oo = Zb,, < 00,
n=1 n=1

2. pokud C # oo, pakZb,,:oo — Zan:oo
n=1

n=1

n=1

o0 1 n Oon7
Z<3> <oo:>ZE<oo
n=1



Srovnavaci kritéria - priklady
2

o0

. n

Vysetfime konvergenci rady E P
n=1



Srovnavaci kritéria - priklady
L
m+1

oo
Vysetfime konvergenci rady Z
n=1
Nutnad podminka splnéna (ve jmenovateli vy3si mocnina).



Srovnavaci kritéria - priklady
n?

— n®+1

Nutnad podminka splnéna (ve jmenovateli vy3si mocnina).
n? 1

37, bn = -

m+1 n

o0
Vysetfime konvergenci rady Z
n=1

Polozime a, :=



Srovnavaci kritéria - priklady

o0 2
n
Vysettime konvergenci rad —_
y g y nz_:l )
Nutnad podminka splnéna (ve jmenovateli vy3si mocnina).
2
n 1
Polozime a, = ——, b, = —.
m+1 n
n2
. a .
Potom lim == = lim "31“ =1=C.
n—oo n—oo ;

n



Srovnavaci kritéria - priklady
n?
— n®+1
Nutnad podminka splnéna (ve jmenovateli vy3si mocnina).
2
1
Polozime a, := ni, b, = —.
m+1 n
= lim # =1=C.
n n—oo

o0
Vysetfime konvergenci rady Z
n=1

an

Potom lim
n—00 =
n

1. pokud C # 0, pak Za,,<oo — Zb,,<oo,

n=1 n=1

2. pokud C # oo, pakan:oo — Za,,:oo
n=1

n=1



Srovnavaci kritéria - priklady
n?
— n®+1
Nutnad podminka splnéna (ve jmenovateli vy3si mocnina).
n? 1

Polozime a, .= ——, b, = —.
n n3*_17 n n

o0
Vysetfime konvergenci rady Z
n=1

n

. a . 3
Potom lim =2 = lim %H =1=:C.
n—00 n n— o0 ;

1. pokud C # 0, pak Zan<oo — Zb,,<oo,

n=1 n=1
2. pokud C # oo, pakan:oo — Za,,:oo
n=1 n=1
< 1 0 2
Z;_OO - z:n3n—|—1:OO



Rady s nezapornymi ¢leny - podilové kritérium

Véta (podilové kritérium)
Necht Z a, je rada s kladnymi c¢leny. Polozme L = limsup an+l

par} n—oo dn

L dn+1
| = liminf 221
n—oco  a,

1. pokud L < 1, pak Za,, < o0,

n=1

2. pokud | > 1, pak Zan = o0.

n=1



Podilové kritérium - priklady

o0 2”
Vysetfime konvergenci rady Z -
n=1 "



Podilové kritérium - priklady

ﬂ

Vysetfime konvergenci rady Z

Nutna podminka splnéna (znama ||m|ta).



Podilové kritérium - priklady

ﬂ

Vysetfime konvergenci rady Z

Nutna podminka splnena (znama ||m|ta).

Polozme a, = —.
nl



Podilové kritérium - priklady

ﬂ

Vysetfime konvergenci rady Z

Nutna podminka splnena (znama ||m|ta).

Polozme a, = —.
nl

2n+1

Lo fim OO gy 2

. a
Potom lim

n—oo  gp n—o00 27 n—oo N 4+ 1 o

ni




Podilové kritérium - priklady

ﬂ

Vysetfime konvergenci rady Z

Nutnd podminka splnena (znama ||m|ta)

Polozme a, = —.
nl
2n+1
. apt1 . nt1)! 2
Potom lim = lim (2 ! lim =
n—oo  an n—oo = n—oon-4+1

1. pokud L < 1, pak Zan < 00,
n=1

2. pokud / > 1, pak Zan =00

n=1




Podilové kritérium - priklady

ﬂ

Vysetfime konvergenci rady Z

Nutnd podminka splnena (znama ||m|ta)

Polozme a, = —.
nl
2n+1
. apt1 . nt1)! 2
Potom lim = lim (2 ! lim =
n—oo  an n—oo = n—oon-4+1

n!

1. pokud L < 1, pak Zan < 00,

n=1

2. pokud / > 1, pak Zan =00

n=1

o0 2”
Plati tedy Z — < oo
n!




Podilové kritérium - priklady

o= (2n\ 1
Vysetfime konvergenci rady Z ( n) 5
n

n=1



Podilové kritérium - priklady

= (2n) 1
Vysetfime konvergenci rady Z ( n> 5
n

n=1
Nutnd podminka splnéna?



Podilové kritérium - priklady

= (2n) 1
Vysetfime konvergenci rady Z ( n> 5
n

n=1
Nutnd podminka splnéna?

2n\ 1
Polozme a, = ( n) —,
n /5"



Podilové kritérium - priklady

>~ (2n\ 1
Vysetfime konvergenci rady E ( n>5n
n
n=1

Nutnd podminka splnéna?
. 2n\ 1
Polozme a, =

n)sn
Potom
2(n+1 (2n+2)!
. ans1 ((,,jl ) ks o DDt . (2n+2)(2n+1)
lim = lim — o = lim —2 o = lim ~——
n—oo  ap n—o0 (n”)ﬁ n— o0 5(nl71)l‘ n—o0 5(n—|—1)
. 4n2 +6n+2 4
=lim —————=-=1L
n—sc0 5(n24+2n+1) 5



Podilové kritérium - priklady

>~ (2n\ 1
Vysetfime konvergenci rady E ( n>5n
n
n=1

Nutnd podminka splnéna?
. 2n\ 1
Polozme a, =

n)sn
Potom
R (2(n+1)) 1 (2nl+2)! :
lim 27 — im ”+21 15"+ = |im 7(”1)'('#(1)'
n—oo  ap n—o00 (n")ﬁ n—o00 5(3(]’1)‘-
. 4n2 +6n+2 4
=lm —=—-=1L
n—o0 5(n®>4+2n+1) 5

oo
1. pokud L < 1, pak Za,, < 00,

n=1

(oo}
2. pokud / > 1, pak Za,, = 00.

n=1

(2n+2)(2n+1)



Podilové kritérium - priklady

>~ (2n\ 1
Vysetfime konvergenci rady E ( n>5n
n
n=1

Nutnd podminka splnéna?
. 2n\ 1
Polozme a, =

n)sn
Potom
R (2(n+1)) 1 (2nl+2)! :
lim 27 — im ”+21 15"+ = |im 7(”1)'('#(1)'
n—oo  ap n—o00 (n")ﬁ n—o00 5(3(]’1)‘-
. 4n2 +6n+2 4
=lm —=—-=1L
n—o0 5(n®>4+2n+1) 5

oo
1. pokud L < 1, pak Za,, < 00,

n=1

(oo}
2. pokud / > 1, pak Za,, = 00.

n=1

) = /2n\ 1
Plati tedyz N 57<oo.

n=1

(2n+2)(2n+1)



Rady s nezdpornymi ¢leny - odmocninové kritérium

Véta (odmocninové kritérium)

o0
Necht Z a, je rada s nezapornymi ¢leny. Polozme L = lim sup \/a,.

n—o0
n=1

Potom

1. pokud L < 1, pak Zan < 00,

n=1

oo
2. pokud L > 1, pak Z a, = 00.

n=1



Rady s nezdpornymi ¢leny - odmocninové kritérium

Véta (odmocninové kritérium)

o0
Necht Z a, je rada s nezapornymi ¢leny. Polozme L = lim sup \/a,.

n=1 n— o0
Potom
1. pokud L <1, pak » ay, < oo,
n=1
o0
2. pokud L > 1, pak Z a, = 00.
n=1

e o . vn! 1
Dalezité limity: lim vnP =1, |lim — = —.
n— o0

n—oo n e



Odmocninové kritérium - priklady

oo
n!

Vysetfime konvergenci rady —

n=1



Odmocninové kritérium - priklady

o0
n!

Vysetfime konvergenci rady —

n=1
Nutna podminka splnéna (znama limita).



Odmocninové kritérium - priklady

oo
L n!
Vysetfime konvergenci rady —
n=1
Nutna podminka splnéna (znama limita).
n!

Polozme a, == 7.



Odmocninové kritérium - priklady

o0
n!

Vysetfime konvergenci rady -

n=1
Nutna podminka splnéna (znama limita).

~ |
Polozme a, == 7.

. n! . v/ n! 1
Potom lim {/— = lim — == =1L
n—o0 nn n—oo n e



Odmocninové kritérium - priklady

oo
L n!
Vysetfime konvergenci rady —
n=1
Nutna podminka splnéna (znama limita).

~ |
Polozme a, = .

. n! . v/ n! 1
Potom lim {/— = lim — == =1L
n—o0 nn n—oo n e

1. pokud L < 1, pak Zan < 00,

n=1

2. pokud L > 1, pak Zan = 0.
n=1



Odmocninové kritérium - priklady

oo
L n!
Vysetfime konvergenci rady —
n=1
Nutna podminka splnéna (znama limita).

~ |
Polozme a, = .

. n! . v/ n! 1
Potom lim {/— = lim — == =1L
n—o0 nn n—oo n e

1. pokud L < 1, pak Zan < 00,

n=1

2. pokud L > 1, pak Zan = 0.
n=1

o0
|
Plati tedy Z n—n < 00.
n

n=1



Kondenzacni kritérium

Véta (kondenzacni kritérium)
Necht a,, je nerostouci posloupnost s nezapornymi ¢leny. Potom

oo o0
Zan <0 <— Z2n32n < o0
n=1 n=1



Kondenzacni kritérium

Véta (kondenzacni kritérium)

Necht a,, je nerostouci posloupnost s nezapornymi ¢leny. Potom

oo o0
Zan <0 <— Z2n32n < o0
n=1 n=1

Priklad .
Vysetrime konvergenci rady Z

n=2

1
(|Og n)log n’



Kondenzacni kritérium

Véta (kondenzacni kritérium)

Necht a,, je nerostouci posloupnost s nezapornymi ¢leny. Potom

oo o0
Zan <00 = Z2n32n < 00
n=1 n=1

Priklad
e 1
Vs i k s d e ———
'ySetrime konvergenci rady HE=2 (log n)logn

Podle kondenzacniho kritéria dostavame:

> 1 > 1
—_— < i A
2 Togmperr <% = 22 gy <



Kondenzacni kritérium

Priklad

oo
1
VysSetiime konvergenci rad —_—
ySetrim nvergenci rady ,,212 (Tog e 7

Podle kondenzacniho kritéria dostavame:

— (log

n

3 1 <00 = iizn <
[ o0 log (2"
n)legn £~ (log(2"))'s")

o



Kondenzacni kritérium

Priklad

oo
1
VysSetiime konvergenci rad —_—
ySetrim nvergenci rady ,,212 (Tog e 7

Podle kondenzacniho kritéria dostavame:

3 1 <00 = i 2" <
TN o0 T PRSI ZTTY o0
£~ (log n)'eg " < (log(2"))'oe>")
Dale:
2n 2
Y = —0, n— o

(log(27))&(?) ~ (nlog2)log2



Integralni kritérium

Véta (integralni kritérium)

Necht Z a, je fada s nezapornymi ¢leny a necht f je nezdporna,
n=1

nerostouci a spojita funkce na intervalu [ng, c0) pro néjaké no € N.

Pokud a, = f(n), n > ng, potom

D an <o = (/v)/ f(x) dx < oco.
n=1 Mo



Integralni kritérium

Véta (integralni kritérium)
oo

Necht Z a, je fada s nezapornymi ¢leny a necht f je nezdporna,
n=1

nerostouci a spojita funkce na intervalu [ng, c0) pro néjaké no € N.
Pokud a, = f(n), n > ng, potom

D an <o = (N)/ f(x) dx < oco.
n=1 Mo

Priklad

1
Vysetrime konvergenci rad _—
y vergenci yz;nlogpn

oo

n=



Integralni kritérium

Véta (integralni kritérium)

Necht Z a, je fada s nezapornymi ¢leny a necht f je nezdporna,
n=1

nerostouci a spojita funkce na intervalu [ng, c0) pro néjaké no € N.

Pokud a, = f(n), n > ng, potom

D an <o = (N)/ f(x) dx < oco.
n=1 Mo

Priklad
=~ 1
Viysetrime k i fad E —_— .
ysetfime konvergenci rady 2 nlog?
. , 1 :
Polozime a,, := nTog” 1 af(x):= Xlog” X' x € [2,00).



Integralni kritérium

Priklad

o0
. 1
Vysetrime konvergenci rady E
n=2

nlogPn’




Integralni kritérium

Priklad
S|
Vysetrime konvergenci rady E -
p nlog” n
1
Polozil =———af(x)=—5— 2 .
olozime a, nlog” 1 a f(x) xlogpx'xe [2,0)



Integralni kritérium

Priklad
— 1
Vysetrime k i fad E .
'ySetiime konvergenci rady 2 alog?
1
Polozime a, = o n af(x) = Xlog” X' X € [2,00).

Protoze f je nezdpornd, nerostouci a spojitd funkce na intervalu [2,00) a
plati a, = f(n), n > 2, dostavame podle integralniho kritéria:

— 1 > 1
Y <0 = 5— dx < oo.
n:2n|og n s xlog” x



Integralni kritérium

Priklad
— 1
Vysetrime ki | rad! g .
ysetrime Konvergenci rady 2 nlogp n
~- . . 1
POIOZlme ap ‘= Tgpn f(X) — m, X € [2700)

Protoze f je nezdpornd, nerostouci a spojitd funkce na intervalu [2,00) a
plati a, = f(n), n > 2, dostavame podle integralniho kritéria:

— 1 > 1
Y <0 = 5— dx < oo.
n:2n|og n s xlog” x

Pro p # 1 dostavame

*© 1 o0 tl=p 7°° +00 ro p<1
/ P dx = / tPdt= |: :| == |0g17p2 P P
> xloghx log 2 1-p log 2 —p—1_ Pro p>1




Integralni kritérium

oo

1 < 1
Z 5— < 00 <:>/ 5— dx < oo.
n:2n|og n 5 xlogPx

Pro p # 1 dostavame

< 1 o0 e +00 ro p<l
/ 7pdx:/ t™Pdt = [ ] = 9 log P2 pro-p
2 xloghx log 2 1-p log 2 2£ = pro p>1

p—1




Integralni kritérium

oo

1 < 1
Z 5— < 00 <:>/ 5— dx < oo.
n:2n|og n 5 xlogPx

Pro p # 1 dostavame

[ee] 1 o0 3 tl_p oo +OO
/ m dX:/ tPdt = |:1 :| = |0g1_"2
2 g log 2 p log 2

p—1

Pro p =1 dostavame

> 1 *1
——— dx = Zdt=logt]”, = .
/2 X|0ng X /Iog2 t [Og ]Iog2 +0o0



Integralni kritérium

oo

1 < 1
Z 5— < 00 <:>/ 5— dx < oo.
n:2n|og n 5 xlogPx

Pro p # 1 dostavame

< 1 o0 e +00 ro p<l
/ 7pdx:/ t™Pdt = [ ] = 9 log P2 pro-p
2 xloghx log 2 1-p log 2 2£ = pro p>1

p—1

Pro p =1 dostavame

> 1 <1
——— dx = —dt =l > = .
/2 x log” x x /, t [log tliog > = +o0

og?2
Celkové tedy plati
= 1 > 1
Y <0 = 5 dx < oo <= p>1.
nlogf n 5> xlog” x

n=2



Rady s obecnymi ¢leny

Definice (absolutni konvergence)

Rikéme, Ze nekonecna rada Z a, konverguje absolutné, pokud plati

n=1
o0
Z lan] < .
n=1



Rady s obecnymi ¢leny

Definice (absolutni konvergence)

Rikéme, Ze nekonecna rada Z a, konverguje absolutné, pokud plati

n=1
o0
Z lan] < .
n=1

Véta (konvergence a absolutni konvergence)

Necht rada Z a, konverguje absolutné, potom konverguje.

n=1



Rady s obecnymi ¢leny

Véta (Abel-Dirichletovo kritérium)

Necht {a,}52, a {bn}32, jsou posloupnosti s realnymi ¢leny, {b,}72
monotonni.

Pokud plati alesponi jedna z nasledujéich podminek:

> (Abel) {b,}52, omezens a Z a, konverguje,
n=1
(o)

» (Dirichlet) lim b, =0 a E a, ma omezené Castecné soucty.
n— o0
n=1

oo
Potom rada Z anb, konverguje.

n=1



Rady s obecnymi ¢leny

Véta (Abel-Dirichletovo kritérium)

Necht {a,}52, a {bn}32, jsou posloupnosti s realnymi ¢leny, {b,}72

monotonni.
Pokud plati alesponi jedna z nasledujéich podminek:
o0
> (Abel) {b,}52, omezens a Z a, konverguje,
n=1
o0
» (Dirichlet) lim b, =0 a Z a, ma omezené Castecné soucty.
n—oo 1

oo
Potom rada Z anb, konverguje.

n=1
o0
Dilezité tvrzeni: E sin nx m& omezené Castecné soucty pro x € R,
n=1

oo

Zcos nx ma omezené Castecné soucty pro x € R\ {2k : k € N}.

n=1



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

5|n(3n).

Vysetfime konvergenci rady Z
n=1



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

sin(

Vysetfime konvergenci rady Z )
n=1

Nutna podminka splnéna.



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

sin( )

Vysetiime konvergenci rady Z
n=1

Nutna podminka splnéna.

sin(%n)

<1
n2

Nejprve vySetiime absolutni konvergenci: |a,| =

n2

o0

1 o0
Z?<oo = Z
n=1

sin(3n)

o0
< oo = Zan konverguje.
n=1




Rady s obecnymi ¢leny - priklady

(=1)"

oo
Vysetfime konvergenci fady Z .
n=1

n



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

(=1)"

n .

oo
Vysetfime konvergenci fady Z
n=1

Nutnd podminka splnéna.



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

(=1)"

o0
Vysetfime konvergenci fady Z
n

n=1
Nutnd podminka splnéna.

Nejprve absolutni konvergence:

(="

absolutné.

1
= — a tedy rada nekonverguje
n



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

o0 (_1)’7
Vysettime konvergenci rad —
ySetfime konvergenci fady ,,E:I -
Nutnd podminka splnéna.

Nejprve absolutni konvergence:

(="

1
= — a tedy rada nekonverguje
n

absolutné.
_1)" mé 6 Castecné soucty a zievna 1
Ale (—1)" ma omezené Castecné soucty a zjevné 0.



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

[e’s} 1)
Vysetfime konvergenci fady Z ( n)
n=1

Nutnd podminka splnéna.

Nejprve absolutni konvergence:

(="

1
= — a tedy rada nekonverguje
n

absolutné.
_1)" mé 6 Castecné soucty a zievna 1
Ale (—1)" ma omezené Castecné soucty a zjevné 0.

{b,}>>; monotonni a

o0
» (Dirichlet) lim b, =0a E a, ma omezené Castecné
n—oo 1
n—=

soucty.



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

o0 (_1)’7
Vysettime konvergenci rad —
ySetfime konvergenci fady ,,E:I -
Nutnd podminka splnéna.

Nejprve absolutni konvergence:

(="

1
= — a tedy rada nekonverguje
n

absolutné.
Ale (—1)" ma omezené Castecné soucty a zjevné 1\ 0.

{b,}>>; monotonni a

o0
» (Dirichlet) lim b, =0a E a, ma omezené Castecné

n—o00
n=1

soucty.

Staci polozit a, == (—1)" a b, = 1 a dostavame, ze fada konverguje.



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

_— . > sin(5n)
Vysetfime konvergenci rady Z —_—
n

n=1



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

Vysetiime k i fad i sin(51)
§ e konvergenci fa —3
ySetfim vergenci fady 2"
Nutnd podminka splnéna.



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

oo . T
sin($n
Vysetfime konvergenci rady Z M
n

n=1
Nutnd podminka splnéna.

Nejprve absolutni konvergence:

(T2 Y3 V3 (VB
{Jsin (§”>‘}:7373073730
23| = Sin(g(3n—2))’ _ | sin(mn — 2%))| ? 1

= > —.
3n—2 3n—2 3n—2 ~ 6n



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

o0 .
sin(Zn)
Vysetfime konvergenci rad —3 -
y vergenci fady ; .
Nutnd podminka splnéna.
Nejprve absolutni konvergence:

o V3V V33
(sn (G} =L B0 L B,
3 22 22
[sin(3(3n—2))| [sin(zn—2E))| %2 -1
|a3n—2|_ 3n—2 - 3n—2 _3n—2_6n.
32 [sin(Zn) AN
Atedy sy o= 3 |3 226——>oo, N — oo
n=1 n n=1 n
pause

© . ir
sin(Zn
A E sin(5 1) nekonverguje absolutné.
n=1 n



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

sin
Vysetfime konvergenci rady Z 7)
n=1
oo
g sin nx ma omezené castecné soucty pro x € R.
n=1

1
Navic {1}°°, je klesajici a leOO o= 0.



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

sin
Vysetfime konvergenci rady Z 7)
n=1

o

g sin nx ma omezené castecné soucty pro x € R.

n=1

1
Navic {1}°°, je klesajici a leOO o= 0.

{b,}>>; monotonni a

o0

» (Dirichlet) lim b, =0a E a, ma omezené Caste
n—oo

~ n=1
soucty.

~

ne



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

sin
Vysetfime konvergenci rady Z 7)
n=1
oo
g sin nx ma omezené castecné soucty pro x € R.
n=1

1
Navic {1}°°, je klesajici a leOO o= 0.

{b,}>>; monotonni a

oo
» (Dirichlet) lim b, =0a E a, ma omezené Castecné
n—oo
~ n=1
soucty.
A ted i volozi o b, dost sm(3)
tedy staci polozit a, = sin(3n) a + a dostaneme, ze Z —3
n=1

konverguje.



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

,arctan(2")

Vysetfime konvergenci fady Z(—l)
n

n=1



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

. = arctan(2")
Vysetiime k fad 1) —
ySetfime konvergenci fady n;( ) p
Nejprve absolutni konvergence: plati
,arctan(2") arctan(2")
(=1) n - n

arctan(2") < arctan(1)
n B n




Rady s obecnymi ¢leny - priklady

. = arctan(2")
Vysetiime k fad 1) —
ySetfime konvergenci fady n;( ) p
Nejprve absolutni konvergence: plati
,arctan(2") arctan(2")
(=1) n - n

arctan(2") < arctan(1)
n B n

=1 > arctan(2")

Srovnanim s — dostavame, ze —1)"—————~ nekonverguje
>! ST a
n=1 n=1

absolutné.



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

oo

o . arctan(2")
Vysetfime k d -Hr—
ySetfime konvergenci rady ;( ) p
_1)"
Polozime a, = (=1) a b, = arctan2".

n



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

oo

. arctan(2")
Vysetfime k fad E -Hr—
ySetfime konvergenci rady ,,:1( ) p
=z (_1)n n -
Polozime a, = ~— a b, = arctan2".Mame
n

{b,}>; monotonni a

n=1

» (Abel) {b,}>°, omezena a Z a, konverguje.

n=1



Rady s obecnymi ¢leny - priklady

oo

o . arctan(2")
Vysetfime k d E -Hr—
ySetfime konvergenci rady ,,:1( ) p
=z (_1)n n -
Polozime a, = ~— a b, = arctan2".Mame
n

{b,}>; monotonni a

n=1

» (Abel) {b,}>°, omezena a Z a, konverguje.

n=1

o0 2n
A tedy Z(_l)n arctan(2")

n=1

konverguje.



Checklist

» nutnd podminka (NE): nekonverguje
» fady s nezapornymi cleny
> nutna podminka (ANO - znam asymptotiku): srovnavaci kritérium
> nutna podminka (ANO - nezndm asymptotiku, NEVIM):
> (podoba se itegralu): integralni kritérium
(obsahuje logaritmy): kondenzacni kritérium

(obsahuje faktorialy, kombinacni &isla): podilové kritérium
(obsahuje mocniny): odmocninové kritérium

vyvyy

» fady s obecnymi cleny
> absolutni konvergence (viz vy3e)
> hleddme Cast s omezenymi EasteCnymi soucty
> zbytek monotonni: Dirichlet
> monotonie neni jasna: Abel (4 Dirichlet)



