
�íselné °ady

De�nice ((£áste£ný) sou£et °ady)
Pro posloupnost {an}∞n=1 a N ∈ N de�nujeme sN , N-tý £áste£ný sou£et

nekone£né °ady
∞∑
n=1

an, formulí sN =
N∑

n=1

an. Existuje-li vlastní limita

s = lim
N∞

sN , nazýváme s sou£tem nekone£né °ady
∞∑
n=1

an a °íkáme, ºe

nekone£ná °ada
∞∑
n=1

an konverguje. V opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe
∞∑
n=1

an

diverguje.

P°íklad

I Pro an = 0 dostáváme sN = 0 a lim
N→∞

sN = 0

I Pro an = 1 dostáváme sN = N a lim
n→∞

sN = +∞

I Pro an = (−1)n dostáváme sN = (−1)N−1
2

a lim
N→∞

sN neexistuje (ale

£áste£né sou£ty jsou omezené).
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P°íklady
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I Pro an = 2−n dostáváme sN = 1
2
1−2−N

1− 1

2

= 1− 2−N a lim
N→∞

sN = 1

I Pro an = 2−n

7n4·n! dostáváme nerovnosti an ≤ 2−n, sN ≤ 1− 2−N ≤ 1,
sN je rostoucí a tedy lim

N→∞
sN existuje vlastní.
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Nutná podmínka konvergence °ady

V¥ta (nutná podmínka konvergence °ady)
Pokud nekone£ná °ada {an}∞n=1 konverguje, potom lim

n→∞
an = 0.

P°íklad

I an = (−1)n nutnou podmínku nespl¬uje (a tedy °ada nekonverguje)
I an = 5−n nutnou podmínku spl¬uje (a °ada konverguje)
I an = 1

n nutnou podmínku spl¬uje (ale °ada nekonverguje)
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�ady s nezápornými £leny

Je-li
∞∑
n=1

an °ada s nezápornými £leny (tj. an ≥ 0 pro v²echna n ∈ N),

limita lim
N→∞

sN vºdy existuje - bu¤ kone£ná, nebo +∞ - proto £asto

pí²eme

I

∞∑
n=1

an <∞ pokud °ada
∞∑
n=1

an konverguje,

I

∞∑
n=1

an =∞ pokud °ada
∞∑
n=1

an diverguje.



�ady s nezápornými £leny - srovnávací kritéria

V¥ta (srovnávající kritérium)

Nech´
∞∑
n=1

an a
∞∑
n=1

bn jsou °ady s nezápornými £leny a p°edpokládejme,

ºe existuje m ∈ N takové, ºe an ≥ bn, n ≥ m. Potom

1.
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2.
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞



�ady s nezápornými £leny - srovnávací kritéria

V¥ta (limitní srovnávající kritérium)

Nech´
∞∑
n=1

an a
∞∑
n=1

bn jsou °ady s nezápornými £leny a p°edpokládejme,

ºe existuje limita lim
n→∞

an
bn
∈ C ∈ R. Potom

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞



�ady s nezápornými £leny - srovnávací kritéria

S jakými °adami srovnáváme?

I pro q > 0 platí:
∞∑
n=1

qn <∞ ⇐⇒ q < 1

I pro p ∈ R platí:
∞∑
n=1

1

np
<∞ ⇐⇒ p > 1

I pro p ∈ R platí:
∞∑
n=2

1

n logp n
<∞ ⇐⇒ p > 1



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

1+ 3n

4n + 3n
.

Nutná podmínka spln¥na (4n rychlej²í neº 3n).

Dále máme bn :=
1+ 3n

4n + 3n
<

3n + 3n

4n
= 2

(
3

4

)n

=: an, n ∈ N

1.
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2.
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

(
3

4

)n

<∞ =⇒
∞∑
n=1

2

(
3

4

)n

<∞ =⇒
∞∑
n=1

1+ 3n

4n + 3n
<∞
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Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

1+ 3n

4n + 3n
.

(Nutná podmínka spln¥na.)

Poloºíme bn :=
1+ 3n

4n + 3n
, an :=

(
3

4

)n

.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

(
3
4

)n
1+3n

4n+3n

= lim
n→∞

1+
(
3
4

)n(
1
3

)n
+ 1

= 1 =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

(
3

4

)n

<∞ =⇒
∞∑
n=1

1+ 3n

4n + 3n
<∞



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

1+ 3n

4n + 3n
.

(Nutná podmínka spln¥na.)

Poloºíme bn :=
1+ 3n

4n + 3n
, an :=

(
3

4

)n

.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

(
3
4

)n
1+3n

4n+3n

= lim
n→∞

1+
(
3
4

)n(
1
3

)n
+ 1

= 1 =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

(
3

4

)n

<∞ =⇒
∞∑
n=1

1+ 3n

4n + 3n
<∞



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

1+ 3n

4n + 3n
.

(Nutná podmínka spln¥na.)

Poloºíme bn :=
1+ 3n

4n + 3n
, an :=

(
3

4

)n

.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

(
3
4

)n
1+3n

4n+3n

= lim
n→∞

1+
(
3
4

)n(
1
3

)n
+ 1

= 1 =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

(
3

4

)n

<∞ =⇒
∞∑
n=1

1+ 3n

4n + 3n
<∞



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

1+ 3n

4n + 3n
.

(Nutná podmínka spln¥na.)

Poloºíme bn :=
1+ 3n

4n + 3n
, an :=

(
3

4

)n

.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

(
3
4

)n
1+3n

4n+3n

= lim
n→∞

1+
(
3
4

)n(
1
3

)n
+ 1

= 1 =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

(
3

4

)n

<∞ =⇒
∞∑
n=1

1+ 3n

4n + 3n
<∞



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n7

4n

Nutná podmínka spln¥na (exponenciála rychlej²í neº polynom).

Poloºíme bn :=
n7

4n
, an :=

(
1

3

)n

.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

(
1
3

)n
n7

4n

= lim
n→∞

(
4
3

)n
n7
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3
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Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n7

4n

Nutná podmínka spln¥na (exponenciála rychlej²í neº polynom).

Poloºíme bn :=
n7

4n
, an :=

(
1

3

)n

.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

(
1
3

)n
n7

4n

= lim
n→∞

(
4
3

)n
n7

=∞ =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

(
1

3

)n

<∞ =⇒
∞∑
n=1

n7

4n
<∞



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n2

n3 + 1

Nutná podmínka spln¥na (ve jmenovateli vy²²í mocnina).

Poloºíme an :=
n2

n3 + 1
, bn :=

1

n
.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n2

n3+1

1
n

= 1 =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

1

n
=∞ =⇒

∞∑
n=1

n2

n3 + 1
=∞



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n2

n3 + 1

Nutná podmínka spln¥na (ve jmenovateli vy²²í mocnina).

Poloºíme an :=
n2

n3 + 1
, bn :=

1

n
.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n2

n3+1

1
n

= 1 =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

1

n
=∞ =⇒

∞∑
n=1

n2

n3 + 1
=∞



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n2

n3 + 1

Nutná podmínka spln¥na (ve jmenovateli vy²²í mocnina).

Poloºíme an :=
n2

n3 + 1
, bn :=

1

n
.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n2

n3+1

1
n

= 1 =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

1

n
=∞ =⇒

∞∑
n=1

n2

n3 + 1
=∞



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n2

n3 + 1

Nutná podmínka spln¥na (ve jmenovateli vy²²í mocnina).

Poloºíme an :=
n2

n3 + 1
, bn :=

1

n
.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n2

n3+1

1
n

= 1 =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

1

n
=∞ =⇒

∞∑
n=1

n2

n3 + 1
=∞



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n2

n3 + 1

Nutná podmínka spln¥na (ve jmenovateli vy²²í mocnina).

Poloºíme an :=
n2

n3 + 1
, bn :=

1

n
.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n2

n3+1

1
n

= 1 =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

1

n
=∞ =⇒

∞∑
n=1

n2

n3 + 1
=∞



Srovnávací kritéria - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n2

n3 + 1

Nutná podmínka spln¥na (ve jmenovateli vy²²í mocnina).

Poloºíme an :=
n2

n3 + 1
, bn :=

1

n
.

Potom lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n2

n3+1

1
n

= 1 =: C .

1. pokud C 6= 0, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

2. pokud C 6=∞, pak
∞∑
n=1

bn =∞ =⇒
∞∑
n=1

an =∞

∞∑
n=1

1

n
=∞ =⇒

∞∑
n=1

n2

n3 + 1
=∞



�ady s nezápornými £leny - podílové kritérium

V¥ta (podílové kritérium)

Nech´
∞∑
n=1

an je °ada s kladnými £leny. Poloºme L = lim sup
n→∞

an+1

an
a

l = lim inf
n→∞

an+1

an
.

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.



Podílové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

2n

n!

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).

Poloºme an :=
2n

n!
.

Potom lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1

(n+1)!

2n

n!

= lim
n→∞

2

n + 1
= 0 =: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

2n

n!
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

2n

n!

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).

Poloºme an :=
2n

n!
.

Potom lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1

(n+1)!

2n

n!

= lim
n→∞

2

n + 1
= 0 =: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

2n

n!
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

2n

n!

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).

Poloºme an :=
2n

n!
.

Potom lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1

(n+1)!

2n

n!

= lim
n→∞

2

n + 1
= 0 =: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

2n

n!
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

2n

n!

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).

Poloºme an :=
2n

n!
.

Potom lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1

(n+1)!

2n

n!

= lim
n→∞

2

n + 1
= 0 =: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

2n

n!
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

2n

n!

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).

Poloºme an :=
2n

n!
.

Potom lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1

(n+1)!

2n

n!

= lim
n→∞

2

n + 1
= 0 =: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

2n

n!
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

2n

n!

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).

Poloºme an :=
2n

n!
.

Potom lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1

(n+1)!

2n

n!

= lim
n→∞

2

n + 1
= 0 =: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

2n

n!
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady
Vy²et°íme konvergenci °ady

∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n

Nutná podmínka spln¥na?

Poloºme an :=

(
2n

n

)
1

5n
.

Potom

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(
2(n+1)
n+1

)
1

5n+1(
2n
n

)
1
5n

= lim
n→∞

(2n+2)!
(n+1)!(n+1)!

5 (2n)!
n!n!

= lim
n→∞

(2n + 2)(2n + 1)

5(n + 1)2

= lim
n→∞

4n2 + 6n + 2

5(n2 + 2n + 1)
=

4

5
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady
Vy²et°íme konvergenci °ady

∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n

Nutná podmínka spln¥na?

Poloºme an :=

(
2n

n

)
1

5n
.

Potom

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(
2(n+1)
n+1

)
1

5n+1(
2n
n

)
1
5n

= lim
n→∞

(2n+2)!
(n+1)!(n+1)!

5 (2n)!
n!n!

= lim
n→∞

(2n + 2)(2n + 1)

5(n + 1)2

= lim
n→∞

4n2 + 6n + 2

5(n2 + 2n + 1)
=

4

5
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady
Vy²et°íme konvergenci °ady

∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n

Nutná podmínka spln¥na?

Poloºme an :=

(
2n

n

)
1

5n
.

Potom

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(
2(n+1)
n+1

)
1

5n+1(
2n
n

)
1
5n

= lim
n→∞

(2n+2)!
(n+1)!(n+1)!

5 (2n)!
n!n!

= lim
n→∞

(2n + 2)(2n + 1)

5(n + 1)2

= lim
n→∞

4n2 + 6n + 2

5(n2 + 2n + 1)
=

4

5
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady
Vy²et°íme konvergenci °ady

∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n

Nutná podmínka spln¥na?

Poloºme an :=

(
2n

n

)
1

5n
.

Potom

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(
2(n+1)
n+1

)
1

5n+1(
2n
n

)
1
5n

= lim
n→∞

(2n+2)!
(n+1)!(n+1)!

5 (2n)!
n!n!

= lim
n→∞

(2n + 2)(2n + 1)

5(n + 1)2

= lim
n→∞

4n2 + 6n + 2

5(n2 + 2n + 1)
=

4

5
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady
Vy²et°íme konvergenci °ady

∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n

Nutná podmínka spln¥na?

Poloºme an :=

(
2n

n

)
1

5n
.

Potom

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(
2(n+1)
n+1

)
1

5n+1(
2n
n

)
1
5n

= lim
n→∞

(2n+2)!
(n+1)!(n+1)!

5 (2n)!
n!n!

= lim
n→∞

(2n + 2)(2n + 1)

5(n + 1)2

= lim
n→∞

4n2 + 6n + 2

5(n2 + 2n + 1)
=

4

5
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n
<∞.



Podílové kritérium - p°íklady
Vy²et°íme konvergenci °ady

∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n

Nutná podmínka spln¥na?

Poloºme an :=

(
2n

n

)
1

5n
.

Potom

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(
2(n+1)
n+1

)
1

5n+1(
2n
n

)
1
5n

= lim
n→∞

(2n+2)!
(n+1)!(n+1)!

5 (2n)!
n!n!

= lim
n→∞

(2n + 2)(2n + 1)

5(n + 1)2

= lim
n→∞

4n2 + 6n + 2

5(n2 + 2n + 1)
=

4

5
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud l > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n
<∞.



�ady s nezápornými £leny - odmocninové kritérium

V¥ta (odmocninové kritérium)

Nech´
∞∑
n=1

an je °ada s nezápornými £leny. Poloºme L = lim sup
n→∞

n
√
an.

Potom

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

D·leºité limity: lim
n→∞

n
√
np = 1, lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
.



�ady s nezápornými £leny - odmocninové kritérium

V¥ta (odmocninové kritérium)

Nech´
∞∑
n=1

an je °ada s nezápornými £leny. Poloºme L = lim sup
n→∞

n
√
an.

Potom

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

D·leºité limity: lim
n→∞

n
√
np = 1, lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
.



Odmocninové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n!

nn

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).
Poloºme an := n!

nn .

Potom lim
n→∞

n

√
n!

nn
= lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

n!

nn
<∞.



Odmocninové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n!

nn

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).

Poloºme an := n!
nn .

Potom lim
n→∞

n

√
n!

nn
= lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

n!

nn
<∞.



Odmocninové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n!

nn

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).
Poloºme an := n!

nn .

Potom lim
n→∞

n

√
n!

nn
= lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

n!

nn
<∞.



Odmocninové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n!

nn

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).
Poloºme an := n!

nn .

Potom lim
n→∞

n

√
n!

nn
= lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

n!

nn
<∞.



Odmocninové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n!

nn

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).
Poloºme an := n!

nn .

Potom lim
n→∞

n

√
n!

nn
= lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

n!

nn
<∞.



Odmocninové kritérium - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

n!

nn

Nutná podmínka spln¥na (známá limita).
Poloºme an := n!

nn .

Potom lim
n→∞

n

√
n!

nn
= lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
=: L

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

Platí tedy
∞∑
n=1

n!

nn
<∞.



Kondenza£ní kritérium

V¥ta (kondenza£ní kritérium)
Nech´ an je nerostoucí posloupnost s nezápornými £leny. Potom

∞∑
n=1

an <∞ ⇐⇒
∞∑
n=1
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Integrální kritérium

V¥ta (integrální kritérium)

Nech´
∞∑
n=1

an je °ada s nezápornými £leny a nech´ f je nezáporná,

nerostoucí a spojitá funkce na intervalu [n0,∞) pro n¥jaké n0 ∈ N.
Pokud an = f (n), n ≥ n0, potom

∞∑
n=1

an <∞ ⇐⇒ (N)

∫ ∞
n0

f (x) dx <∞.

P°íklad

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=2

1

n logp n
.

Poloºíme an :=
1

n logp n
a f (x) :=

1

x logp x
, x ∈ [2,∞).
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log 2

=

{
+∞ pro p < 1
log1−p 2
p−1 pro p > 1
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�ady s obecnými £leny

De�nice (absolutní konvergence)

�íkáme, ºe nekone£ná °ada
∞∑
n=1

an konverguje absolutn¥, pokud platí

∞∑
n=1

|an| <∞.

V¥ta (konvergence a absolutní konvergence)

Nech´ °ada
∞∑
n=1

an konverguje absolutn¥, potom konverguje.
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�ady s obecnými £leny

V¥ta (Abel-Dirichletovo kritérium)
Nech´ {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 jsou posloupnosti s reálnými £leny, {bn}∞n=1

monotonní.
Pokud platí alespo¬ jedna z následuj¢ích podmínek:

I (Abel) {bn}∞n=1 omezená a
∞∑
n=1

an konverguje,

I (Dirichlet) lim
n→∞

bn = 0 a
∞∑
n=1

an má omezené £áste£né sou£ty.

Potom °ada
∞∑
n=1

anbn konverguje.

D·leºité tvrzení:
∞∑
n=1

sin nx má omezené £áste£né sou£ty pro x ∈ R,

∞∑
n=1

cos nx má omezené £áste£né sou£ty pro x ∈ R \ {2kπ : k ∈ N}.
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�ady s obecnými £leny - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

sin(π
3
n)

n2
.

Nutná podmínka spln¥na.

Nejprve vy²et°íme absolutní konvergenci: |an| =
∣∣∣∣ sin(π3 n)n2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2

∞∑
n=1

1

n2
<∞ =⇒

∞∑
n=1

∣∣∣∣ sin(π3 n)n2

∣∣∣∣ <∞ =⇒
∞∑
n=1

an konverguje.
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�ady s obecnými £leny - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

(−1)n

n
.

Nutná podmínka spln¥na.

Nejprve absolutní konvergence:

∣∣∣∣ (−1)nn

∣∣∣∣ = 1

n
a tedy °ada nekonverguje

absolutn¥.
Ale (−1)n má omezené £áste£né sou£ty a zjevn¥ 1

n ↘ 0.

{bn}∞n=1 monotonní a

I (Dirichlet) lim
n→∞

bn = 0 a
∞∑
n=1

an má omezené £áste£né

sou£ty.

Sta£í poloºit an := (−1)n a bn := 1
n a dostáváme, ºe °ada konverguje.
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�ady s obecnými £leny - p°íklady

Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
n=1

sin(π
3
n)

n
.

Nutná podmínka spln¥na.
Nejprve absolutní konvergence:{∣∣∣sin(π

3
n
)∣∣∣} =

√
3

2
,

√
3

2
, 0,

√
3

2
,

√
3

2
, 0, . . .

|a3n−2| =
∣∣∣∣ sin(π3 (3n − 2))

3n − 2

∣∣∣∣ = | sin(πn − 2π
3
))|

3n − 2
=

√
3
2

3n − 2
≥ 1

6n
.

A tedy s3N−2 =
3N−2∑
n=1

∣∣∣∣ sin(π3 n)n

∣∣∣∣ ≥ N∑
n=1

1

6n
→∞, N →∞

pause

A
∞∑
n=1

sin(π
3
n)

n
nekonverguje absolutn¥.
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Checklist

I nutná podmínka (NE): nekonverguje

I °ady s nezápornými £leny
I nutná podmínka (ANO - znám asymptotiku): srovnávací kritérium
I nutná podmínka (ANO - neznám asymptotiku, NEVÍM):

I (podobá se itegrálu): integrální kritérium
I (obsahuje logaritmy): kondenza£ní kritérium
I (obsahuje faktoriály, kombina£ní £ísla): podílové kritérium
I (obsahuje mocníny): odmocninové kritérium

I °ady s obecnými £leny
I absolutní konvergence (viz vý²e)
I hledáme £ást s omezenými £áste£nými sou£ty

I zbytek monotonní: Dirichlet
I monotonie není jasná: Abel (+ Dirichlet)


