
Sada p°íklad· na 10. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

De�nice (parciální derivace). Nech´ f : G→ R, G ⊂ Rd, a ∈ G, i ∈ {1, . . . , d}.
�íkáme, ºe f má v bod¥ a parciální derivaci vzhledem k i-té sou°adnici (podle
xi), pokud existuje limita

lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
.

V takovém p°ípad¥ hodnotu limity zna£íme
∂f

∂xi
(a) (a nazýváme ji parciální

derivací funkce f vzhledem k i-té sou°adnici v bod¥ a).

Vektor
∇f(a) =

(
∂f
∂x1

(a) ∂f
∂x2

(a) . . . ∂f
∂xd

(a)
)
∈ Rd

nazýváme gradientem funkce f v bod¥ a.

De�nice (parciální derivace vy²²ích °ád·). Nech´ f : G → R, G ⊆ Rd, a ∈ G,
i, j ∈ {1, . . . , d}. Parciální derivaci 2. °ádu funkce f v bod¥ a vzhledem k i-té a
následn¥ j-té sou°adnice de�nujeme jako

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(a),

pokud existuje a zna£íme

∂2f

∂xj∂xi
(a), pro i 6= j,

∂2f

∂x2
i

(a) pro i = j.

Parciální derivace vy²²ích °ád· de�nujeme analogicky.

De�nice (totální diferenciál). Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd, a ∈ G. �íkáme, ºe
f má v bod¥ a totální diferenciál, pokud existuje lineální zobrazení L : Rd → R
takové, ºe

lim
h→(0,...,0)

f(a+ h)− f(a)− L(h)

|h|
= 0.

V takovém p°ípad¥ nazýváme zobrazení L totálním diferenciálem (derivací) funkce
f v bod¥ a (zna£íme df(a), f ′(a), Df (a)).

V¥ta (parciální derivace a totální diferenciál). Nech´ f má v²echny parciální
derivace 1. °ádu na okolí bodu a ∈ Rd, jsou-li v²echny tyto parciální derivace v
bod¥ a spojité, potom f má v bod¥ a totální diferenciál.

V¥ta (tvar totálního diferenciálu). Má-li f totální diferenciál v bod¥ a ∈ Rd

pak f má v²echny parciální dedivace 1. °ádu v bod¥ a ∈ Rd a platí

df(a)(h) =

d∑
i=1

∂f

∂xi
(a) · hi = ∇f(a) · h.
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De�nice (Jacobiho matice). Nech´ F = (F1, . . . , Fm) je zobrazení z Rd do Rm.
Nech´ F1, . . . , Fm mají v²echny parciální 1. °ádu v bod¥ a ∈ Rd. Jacobiho maticí
zobrazení F v bod¥ a de�nujeme jako

Jf (a) =



∂F1
∂x1

(a) ∂F1
∂x2

(a) . . . ∂F1
∂xd

(a)

∂F2
∂x1

(a) ∂F2
∂x2

(a) . . . ∂F2
∂xd

(a)

...
...

. . .
...

∂Fm
∂x1

(a) ∂Fm
∂x2

(a) . . . ∂Fm
∂xd

(a)


.

V¥ta (tvar derivace zobrazení). Má-li F derivaci v bod¥ a ∈ Rd potom

F ′(a)(h) = Jf (a) · h.

V¥ta (derivace sloºeného zobrazení). Nech´ F = (F1, . . . , Fm) je zobrazení z
Rd do Rm a G = (G1, . . . , Gk) je zobrazení z Rm do Rk. Nech´ a ∈ Rd nech´
existují F ′(a) a G′(F (a)). Potom (G ◦ F )′(a) existuje a platí (G ◦ F )′(a) =
G′(F (a)) · F ′(a).
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P°íklady

1. P°ímým výpo£tem ov¥°te, zda platí ∂2f
∂x∂y = ∂2f

∂y∂x pro f(x, y) = x2y−ey
3x.

2. Zjist¥te, zda platí ∂2f
∂x∂y (0, 0) =

∂2f
∂y∂x (0, 0) pro funkci

f(x, y) =

{
xy x2−y2

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

3. Spo£ítejte v bod¥ (1, 1) derivaci ve sm¥ru (1,−1) funkce f(x, y) = exy
2−yx3

.

4. Spo£ítejte Jacobiho matici zobrazení F,G : R2 → R2 daných p°edpisy
F (x, y) = (xy, x − y), G(u, v) = (euv, u2 − v2). Spo£ítejte Jacobiho ma-
tici zobrazení G ◦ F (jak p°ímo, tak za pomoci v¥ty o derivaci sloºeného
zobrazení).

5. Nech´ F (3, 5) = (1, 1), F ′(3, 5) =

(
1, 3
−2,−2

)
,∇g(1, 1) = (4, 4). Jak vypadá

∇(g ◦ F )(3, 5)?

6. Má funkce

f(x, y) =

{
x5+y4

x4+y2 pokud (x, y) 6= (0, 0),

0 pokud (x, y) = (0, 0),

totální diferenciál ve v²ech bodech R2?

7. Má funkce

f(x, y) =

{
x5+y4

x2+y2 pokud (x, y) 6= (0, 0),

0 pokud (x, y) = (0, 0),

totální diferenciál ve v²ech bodech R2?

8. Má funkce 3
√
x3 + y3 totální diferenciál ve v²ech bodech R2?

9. Má funkce

f(x, y) =

{
e
− 1

x2+y2 pokud (x, y) 6= (0, 0),

0 pokud (x, y) = (0, 0),

totální diferenciál ve v²ech bodech R2?
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