
Sada p°íklad· na ur£itý integrál

1.

∫ log 4

0

√
ex − 1 dx

2.

∫ 4π

0

1

1 + sin2 x
dx

3.

∫ 1

0

arccosx dx

4.

∫ ∞
2

1

x2
dx

5. Spo£t¥te plochu mezi grafy funkcí f(x) = x a g(x) = x4.

6. Spo£t¥te plochu mezi grafy funkcí f(x) = 2
1+x2 a g(x) = x2.

7. Spo£t¥te délku grafu funkce f(x) = log(cosx), x ∈ [0, π6 ].

8. Spo£t¥te délku k°ivky x(t) = cos t+ t sin t, y(t) = sin t− t cos t, t ∈ [0, 2π].

V¥ty a de�nice, které budeme pouºívat:

De�nice (Newton·v integrál). Nech´ f je de�nována na intervalu (a, b), a, b ∈
R a má na (a, b) primitivní funkci F . De�nujeme Newton·v integrál z funkce f
na od a do b jako

(N)

∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x),

pokud má výraz na pravé stran¥ smysl.
Výraz lim

x→b−
F (x) − lim

x→a+
F (x) nazýváme p°ír·stkem funkce F od a do b a

zkrácen¥ jej zna£íme [F (x)]ba.

V¥ta (výpo£et ur£itého integrálu). Nech´ f, g : [a, b] → R a ϕ : [α, β] → [a, b]
mají spojitou derivaci na [a, b], resp. na [α, β]. Potom

1. (per partes)

∫ b

a

f(t)g′(t) dt = [F (t)]ba −
∫ b

a

f ′(t)g(t) dt,

2. (1. v¥ta o substituci)

∫ β

α

ϕ′(t) · f ◦ ϕ(t) dt =
∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(t) dt,

3. (2. v¥ta o substituci) pokud je ϕ′ nenulová na [α, β], pak∫ b

a

f(t) dt =

∫ ϕ−1(β)

ϕ−1(α)

ϕ′(t) · f ◦ ϕ(t) dt =
∫ b

a

|ϕ′(t)| · f ◦ ϕ(t) dt.
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De�nice (plocha pod grafem a mezi grafy). Nech´ f je spojitá a nezáporná na
intervalu [a, b], potom de�nujeme plochu pod grafem f na intrervalu [a, b] jako

P (f, [a, b]) =

∫ b

a

f(t) dt.

Podobn¥ de�nujeme plochu mezi grafy spojitých funkcí f a g (na [a, b]) pro které
platí f ≤ g na [a, b] jako

P (f, g, [a, b]) =

∫ b

a

g(t)− f(t) dt.

V¥ta (výpo£et délky k°ivky). Nech´ ϕ : [a, b]→ Rd je taková, ºe v²echny sloºky
ϕ1, . . . , ϕd mají spojitou derivaci na [a, b]. Potom

l(ϕ) =

∫ b

a

√√√√ d∑
i=1

(ϕ′i(t))
2 dt
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