
Sada p°íklad· na 12. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie
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V¥ta (posta£ující podmínka pro lokální extrém). Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd

otev°ená, f ∈ C2(G), a ∈ G. Nech´ navíc ∇f(a) = 0, potom:

� je-li Hf (a) pozitivn¥ de�nitní, potom má f v a lokální minimum,

� je-li Hf (a) negativn¥ de�nitní, potom má f v a lokální maximum,

� je-li Hf (a) inde�nitní, potom f v a nemá lokální extrém.

V¥ta (o Lagrangeových multiplikátorech). Nech´ m, d ∈ N, m < d, G ⊂ Rd

otev°ená, f, g1, . . . , gm : G→ R, f, g1, . . . , gm ∈ C1(G). Poloºme

M = {x ∈ G : g1(x) = · · · = gm(x) = 0}.

Nech´ f má v bod¥ a ∈ M lokální extrém vzhledem k M , potom platí alespo¬

jedna z následujících podmínek:

1. vektory ∇g1(a), . . . ,∇gm(a) jsou lineárn¥ závislé,

2. existují λ1, . . . , λm ∈ R taková, ºe ∇f(a) =
∑m

i=1 λi∇gi(a).
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P°íklady

1. Vy²et°ete lokální i globální extrémy funkce f(x, y, z) = x2+y2+z2+2x+
4y − 6z, (x, y, z) ∈ R3.

2. Vy²et°ete lokální i globální extrémy funkce f(x, y, z) = 2xy2− 4xy+ x2 +
z2 − 2z, (x, y, z) ∈ R3.

3. Vy²et°ete lokální a globální extrémy funkce f(x, y, z) = x2y−yez+2x+z,
(x, y, z) ∈ R3.

4. Vy²et°ete lokální i globální extrémy funkce f(x, y) = (x2 + y2)e−(x2+y2),
(x, y) ∈ R2.

5. Vy²et°ete globální extrémy funkce f(x, y) = x2 + y vzhledem k mnoºin¥
M = {(x, y) : x, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}.

6. Vy²et°ete globální extrémy funkce f(x, y) = x2 + y2 + 2
3xy vzhledem k

mnoºin¥ M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

7. Vy²et°ete globální extrémy funkce f(x, y, z) = xyz vzhledem k mnoºin¥
M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}.

8. Vy²et°ete globální extrémy funkce f(x, y) = −y2 + x2 + 4
3x

3 vzhledem k
mnoºin¥ M = {(x, y) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 4, x ≤ 0}.

9. Vy²et°ete globální extrémy funkce f(x, y, z) = xyz vzhledem k mnoºin¥
M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 0}.

10. Vy²et°ete globální extrémy funkce f(x, y, z) = xy+yz vzhledem k mnoºin¥
M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 1}.

11. Vy²et°ete globální extrémy funkce f(x, y, z) = x+ y vzhledem k mnoºin¥
M = {(x, y) ∈ R2 : x3 + y3 − 2xy = 0, x, y ≥ 0}.

12. Vy²et°ete globální extrémy funkce f(x, y, z) = x2+ y vzhledem k mnoºin¥
M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + 4y3 − 4y = 0, y ≥ 0}.

13. Vy²et°ete globální extrémy funkce x2 + y2 + z + 2xz vzhledem k mnoºin¥
M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x = y2 + z2}.

14. Vy²et°ete globální extrémy funkce 4x2 + yz vzhledem k mnoºin¥ M =
{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 48}.

15. Nalezn¥te nejbiº²í bod k bodu (0, 0, 0) vzhledem k mnoºin¥M = {(x, y, z) ∈
R3 : x2 + y2 = z2, 3z + 3 = x}.

16. Jaký je nejbliº²í a nejvzdálen¥j²í bod od po£átku leºící v mnoºin¥ M =
{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 5, x− 2y + z = 10}.

17. Nalezn¥te nejvzdálen¥j²í bod od roviny porcházející po£átkem a kolmé na
vektor (1, 2, 3), leºící v mnoºin¥ M = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y = 2, x2 + y2 +
z2 = 4}.
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