
Sada p°íklad· na 4. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie - separované pro-

m¥nné

Separované prom¥nné

�e²íme rovnici y′ = f(x)g(y) (tzv. rovnice se separovanými prom¥nnými). P°i
hledání °e²ení postupujeme v následujících ²esti krocích:

1. de�ni£ní obor funkce f → maximální intervaly I1, I2, . . .

2. de�ni£ní obor a nulové body funkce g → max. intervaly J1, J2 . . .

3. stacionární °e²ení (nulové body g)

4. zvolíme kaºdé I = Ik a J = Jl najdeme

� F primitivní k f na I

� G primitivní k 1
g na J

5. pro C ∈ R najdeme maximální intervaly v mnoºin¥

{x ∈ I : F (x) + C ∈ G(J)}

na t¥ch pak máme °e²ení tvaru G−1(F (x) + C)

6. lepení - zde postupojeme podle v¥ty o lepení: nech´ y1 je °e²ením na (a, b)
a y2 je °e²ením na (b, c), pokud lim

x→b−
y1(x) = L = lim

x→b+
y2(x) a f(x)g(y)

je spojitá v (b, L), potom funkce y : (a, c)→ R de�novaná jako

y(x) =


y1(x), x ∈ (a, b),

L, x = b,

y2(x), x ∈ (b, c)

je °e²ením na (a, c).

Homogenní rovnice

Rovnici y′ = F (x, y) pro kterou platí F (λx, λy) = F (x, y), λ 6= 0 (tzv. homo-
genní rovnice) m·ºeme °e²it substitucí z = y

x (sta£í uváºit λ = 1
x , které dává

F (x, y) = F (1, yx )).
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P°íklady - p°evod na separované prom¥nné

1. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice xy′ + y = y2.

2. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice (x2 − 1)y′ = 2xy.

3. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice xy′ = 2x− y.

4. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice x2y′ = y(x− y).

5. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice y′ =
1

x+ y + 1
.

Co budeme pot°ebovat z teorie - lineární rovnice

1. °ádu

Lineární rovnice 1. °ádu - metoda integra£ního faktoru

Jde o rovnici
y′ + a(x)y = b(x).

Nech´

� A(x) je primitivní funkcí k a(x) na intervalu I

� B(x) je primitivní funkce k funkci b(x)eA(x) (na I),

potom (yeA(x))′ = eA(x)y′ + a(x)yeA(x) = b(x)eA(x) a tedy yeA(x) = B(x) + C,
kde C je n¥jaká reálná konstanta. V²echna °e²ení rovnice (na I) pak mají tvar

y = B(x)e−A(x) + Ce−A(x), C ∈ R.

P°evod na lineární rovnice 1. °ádu - Bernoulliho rovnice

Jde o rovnici
y′ + p(x)y = q(x)yα.

Po úprav¥
(1− α)y′y−α + (1− α)p(x)y1−α = (1− α)q(x)

a substituci

z = y1−α, a(x) = (1− α)p(x) a b(x) = (1− α)q(x)

dostaneme rovnici z′ + a(x)z = b(x).
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P°íklady - lineární rovnice

1. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice y′ = 1− y.

2. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice y′ + 2x3y = x7.

3. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice xy′ = 2x− y.

4. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice cos2 xy′ + y = etan x.

5. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice xy′ − y = x3ex.

6. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice y − 2xy = 2x3y2.

7. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice y = y + y2.

8. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice xy′ + y = y2.

9. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice y′ + 4
y

x
= 2x

√
y.
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