
Sada p°íklad· na 7.týden

Co bude pot°eba z teorie:

De�nice (primitivní funkce). �íkáme, ºe funkce F je primitivní funkcí k funkci
f na (otev°eném) intervalu I pokud F ′ = f na I.

De�nice (neur£itý integrál). Mnoºinu v²ech primitivních funkcí k funkci f (na

I) zna£íme
∫
f(x) dx a nazýváme neur£itým integrálem funkce f (na I).

Je-li F primitivní funkcí k funkci f , platí
∫
f(x) dx = {F +C : C ∈ R}, coº

zkrácen¥ zapisujeme
∫
f(x) dx

c
= F (x) a °íkáme, ºe neur£itý integrál z funkce f

je aº na konstantu roven funkci F . �asto téº uvidíte zápis
∫
f(x) dx = F (x)+C.

Rovn¥º £asto vynecháváme závislost na x i symbol dx.

V¥ta (linearita primitivních funkcí). Nech´ F je primitivní funkcí k funkci f
a G primitivní funkcí k funkci g (obojí na intervalu I) a bu¤ α, β ∈ R. Potom
αF + βG je primitivní funkcí k funkci αf + βg (na intervalu I).

V¥ta (per partes pro neur£itý integrál). Nech´ F je primitivní funkcí k funkci
f a G primitivní funkcí k funkci g (obojí na intervalu I) a nech´ f je spojitá na
I. Potom ∫

Fg = FG−
∫
fG (na I).

V¥ta (1. v¥ta o substituci pro neur£itý integrál). Nech´ F je primitivní funkcí
k funkci f na intervalu (a, b) a nech´ ϕ : (α, β) → (a, b) má vlastní derivaci ve
v²ech bodech intervalu (α, β). Potom∫

ϕ′(t) · f ◦ ϕ(t) dt c
= F ◦ ϕ na (α, β).

V¥ta (2. v¥ta o substituci pro neur£itý integrál). Nech´ ϕ má vlastní a nenulo-
vou derivaci ve v²ech bodech intervalu (α, β) a nech´ ϕ((α, β)) = (a, b). Pokud
pro f de�novanou na intervalu (a, b) platí∫

ϕ′(t) · f ◦ ϕ(t) dt c
= G(t) na (α, β)

potom ∫
f(t) dt

c
= G ◦ ϕ−1(t) na (a, b).

� R a T nemají spole£né ko°eny (ani komplexní),

� degR < deg T ,
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� koe�cient u nejvy²²í mocniny T (tzv. vedoucího mono£lenu) ja roven 1,

� T (x) = (x−a1)m1 · · · (x−aM )mM (x2+p1x+ q1)
n1 · · · (x2+pNx+ qN )nN ,

£ísla ai odpovídají reálným ko°en·m T a násobností mi a kvadratické
polynomy x2+pjx+qj = (x−βj)(x−βj) odpovídají dvojicím komplexn¥
sdruºených ko°en· T a násobností nj .

V¥ta. Nech´ polynomy R a T spl¬ují podmínky vý²e, potom exsitují (jedno-
zna£n¥ ur£ené) koe�cieny Ak

i , B
l
j a Cl

j (indexy v rozsahu, jako suma níºe), ºe

R(x)

T (x)
=

M∑
i=1

mi∑
k=1

Ak
i

(x− ai)k
+

N∑
j=1

ni∑
l=1

Bl
jx+ Cl

j

(x2 + pjx+ qj)l
.

P°íklady:

P°íklady s jednoduchými substitucemi:

1.
∫

1

x2 − x+ 2
dx

2.
∫

1

1 + cosx
dx

3.
∫

sin(3x− 5) dx

4.
∫
xe−x

2

dx,

5.
∫
x3a−x

2

dx

6.
∫

1

ex + e−x
dx

7.
∫

1√
1− x2(arcsinx)2

dx

8.
∫

sin7 x dx

9.
∫

arccosx dx

10.
∫

arcsinhx dx
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11.
∫

arctanhx dx

12.
∫

x

cos2 x
dx

Parciální zlomky a substituce vedoucí na parciální zlomky:

1.
∫

x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx

2.
∫

1

(x3 + 1)2
dx

3.
∫

sinx cosx

1 + sin3 x
dx

4.
∫

sin3 x

cos4 x
dx

5.
∫

1

x(1 + 2
√
x+ 3
√
x)

dx

6.
∫ √

a2 + x2 dx

7.
∫

1

(1− x2) 3
2

dx

8.
∫

sin2 x

1 + sin2 x
dx

9.
∫

1

2 sinx− cosx+ 5
dx

10.
∫
x
√
x2 − 2x+ 2 dx²

11.
∫

x+
√
1 + x+ x2

1 + x+
√
1 + x+ x2

dx

12.
∫
x−
√
x2 + 3x+ 2

x+
√
x2 + 3x+ 2

dx
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