
Sada p°íklad· na 12. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie:

De�nice (Taylor·v polynom). Nech´ existuje f (n)(a) ∈ R (nebo, ekvivalentn¥,
existují f (k) ∈ R, k = 1, . . . , n). Potom de�nujeme polynom

Tn
a,f (x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a)

2
(x− a)2 + · · ·+ f (k)(a)

k!
(x− a)k + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

= f(a) +

n∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k

a nazýváme ho Taylor·v polynom funkce f stupn¥ n se st°edem v bod¥ a.

Platí:

Tn
0,ex(x) = 1 +

n∑
k=1

xn

n!
,

T 2n
0,sinh x(x) = T 2n−1

0,sinh x(x) =

n∑
k=1

x2k−1

(2k − 1)!
,

T 2n+1
0,cosh x(x) = T 2n

0,cosh x(x) = 1 +

n∑
k=1

x2k

(2k)!
,

T 2n
0,sin x(x) = T 2n−1

0,sin x(x) =

n∑
k=1

(−1)k+1 x2k−1

(2k − 1)!
,

T 2n+1
0,cos x(x) = T 2n

0,cos x(x) = 1 +

n∑
k=1

(−1)k x2k

(2k)!
,

Tn
1,log x(x) =

n∑
k=1

(−1)k+1 (x− 1)k

k
.

V¥ta (Pean·v tvar zbytku). Platí f(x)− Tn
a,f (x) = o((x− a)n), x→ a.

V¥ta (Lagrange·v a Cauchy·v tvar zbytku). Nech´ f (n) existuje a je spojitá
na otev°eném nadintervalu intervalu [a, x], a < x, a nech´ f (n+1) existuje na
(a, x). Potom

� existuje ξ ∈ (a, x) takové, ºe

f(x)− T f
a,n(x) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1, (Lagrange·v tvar)

� existuje ξ ∈ (a, x) takové, ºe

f(x)− T f
a,n(x) =

f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− a), (Cauchy·v tvar)
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P°íklady:

1. Spo£t¥te Taylor·v polynom funkce f(x) =
√
x stupn¥ 3 v bod¥ 1.

2. Spo£t¥te Taylor·v polynom funkce f(x) = esin x stupn¥ 5 v bod¥ 0.

3. Spo£t¥te Taylor·v polynom funkce f(x) = sin(sinx) stupn¥ 6 v bod¥ 0.

4. Spo£t¥te Taylor·v polynom funkce f(x) = sin(sin(sin(sin(x)))) stupn¥ 3
v bod¥ 0.

5. Pomocí Taylorova rozvoje spo£t¥te e s chybou maximáln¥ 10−4.

6. Pomocí Taylorova rozvoje spo£t¥te sin(1) s chybou maximáln¥ 10−5.

7. Pomocí Taylorova rozvoje spo£t¥te lim
x→0

cosx− e−
x2

2

x4
.

8. Pomocí Taylorova rozvoje spo£t¥te lim
x→0

ex sinx− x(x+ 1)

x3
.

9. Pomocí Taylorova rozvoje spo£t¥te lim
x→0

ax + a−x − 2

x2
.

10. Spo£t¥te Taylor·v polynom funkce f(x) = arctan(x) supn¥ 3 v bod¥ 0. S

jeho pomocí spo£t¥te limitu lim
x→0

arctanx− x
sinx− x

.

11. Pomocí Taylorova rozvoje spo£t¥te lim
x→0

cosx− 1 + 1
2x sinx

log4(1 + x)
.

12. Nalezn¥te n ∈ N tak, aby limita lim
x→0

cosx− cos(sinx)

xn
byla kone£ná a

r·zná od nuly.

13. Nalezn¥te n ∈ N tak, aby limita lim
x→0

tan(sinx)− sin(tanx)

xn
byla kone£ná

a r·zná od nuly.
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