
Sada p°íklad· na 10. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

V¥ta (derivace sloºeného zobrazení). Nech´ F = (F1, . . . , Fm) je zobrazení z

Rd do Rm a G = (G1, . . . , Gk) je zobrazení z Rm do Rk. Nech´ a ∈ Rd nech´

existují F ′(a) a G′(F (a)). Potom (G ◦ F )′(a) existuje a platí (G ◦ F )′(a) =
G′(F (a)) · F ′(a).

V¥ta (o implicitním zobrazení). Nech´ G ⊂ Rd+m je otev°ená, F : G → Rm,

F ∈ Ck(G) pro n¥jaké k ∈ N, (a, b) ∈ G ⊂ Rd+m. P°edpokládejme, ºe F (a, b) =
0 a ºe platí

det
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Potom existují δ,∆ > 0 taková, ºe

� pro kaºdé x ∈ U(a, δ) existuje práv¥ jedno u ∈ U(b,∆) takové, ºe F (x, u) =
0,

� je-li ϕ zobrazení p°i°azující bodu x bod u jako vý²e, je toto zobrazení

Ck(U(a, δ)).

Zjednodu²ená verze pro d = m = 1:

V¥ta (o implicitní funkci). Nech´ G ⊂ R2 je otev°ená, F : G→ R, F ∈ Ck(G)
pro n¥jaké k ∈ N, (a, b) ∈ G ⊂ R2. P°edpokládejme, ºe

� F (a, b) = 0,

�
∂F
∂u

(a, b) 6= 0.

Potom existují δ,∆ > 0 a Ck funkce ϕ : (a− δ, a+ δ)→ R, ϕ(a) = b, ºe

� F (x, ϕ(x)) = 0

� {(x, u) ∈ G : F (x, u) = 0} ∩ [(a− δ, a+ δ)× (b−∆, b+ ∆)] = graf ϕ

Zjednodu²ená verze pro d = 2 a m = 1:

V¥ta (o implicitní funkci). Nech´ G ⊂ R3 je otev°ená, F : G→ R, F ∈ Ck(G)
pro n¥jaké k ∈ N, (a1, a2, b) = (a, b) ∈ G ⊂ R2 × R. P°edpokládejme, ºe

� F (a, b) = 0,
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�
∂F
∂u

(a, b) 6= 0.

Potom existují δ,∆ > 0 a Ck funkce ϕ : U(a, δ)→ R, ϕ(a) = b, ºe

� F (x, y, ϕ(x, y)) = 0

� {(x, y, u) ∈ G : F (x, y, u) = 0} ∩ [U(a, δ)× (b−∆, b+ ∆)] = graf ϕ

Inverzní zobrazení (d = m): M¥jme soustavu

f1(u1, . . . , ud) = x1

...

fd(u1, . . . , ud) = xd

Pro fi ∈ Ck(G), G ⊂ Rd otev°ená, i = 1, . . . d. Poloºme f = (f1, . . . , fd) a
F = (F1, . . . , Fd), kde

Fi(x1, . . . , xd, u1, . . . , ud) = f1(u1, . . . , ud)− xi, i = 1, . . . , d.

Pak f : G→ Rd a F : G× Rd → Rd jsou Ck a JF (x, u) = (− Idd |Jf (u)).
Pokud

� (a, b) ∈ Rd × Rd spl¬uje f(b) = a (coº je totéº jako F (a, b) = 0)

� det(Jf (b)) 6= 0,

potom na okolí bodu a lze de�novat zobrazení ϕ, pro které platí

F (x, ϕ(x)) = 0, coº je totéº jako f(ϕ(x)) = x.

Tedy ϕ je inverzní zobrazení (na okolí bodu a) k zobrazení f .
Navíc Jϕ(a) = −J−1f (b)(− Idd) = J−1f (b).
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P°íklady

1. Spo£ítejte Jacobiho matici zobrazení F,G : R2 → R2 daných p°edpisy
F (x, y) = (xy, x − y), G(u, v) = (euv, u2 − v2). Spo£ítejte Jacobiho ma-
tici zobrazení G ◦ F (jak p°ímo, tak za pomoci v¥ty o derivaci sloºeného
zobrazení).

2. Nech´ F (3, 5) = (1, 1), F ′(3, 5) =

(
1, 3
−2,−2

)
,∇g(1, 1) = (4, 4). Jak vypadá

∇(g ◦ F )(3, 5)?

3. Ukaºte, ºe rovnice x2 + 2xy2 + y4 − y5 = 0 ur£uje v jistém okolí bodu
(0, 1) implicitn¥ zadanou funkci (prom¥nné x). Spo£t¥te první a druhou
derivaci této funkce v bod¥ 0.

4. Ukaºte, ºe rovnice 2x4y + x3 + y3 + xy = 1 ur£uje v jistém okolí bodu
(1, 0) implicitn¥ zadanou funkci (prom¥nné x). Spo£t¥te Taylor·v polynom
supn¥ 2 této funkce se st°edem v bod¥ 1.

5. Ukaºte, ºe rovnice sin(xy) + cos(xy) = 1 ur£uje v jistém okolí bodu (π, 0)
implicitn¥ zadanou funkci (prom¥nné x). Spo£t¥te první a druhou derivaci
této funkce v bod¥ π.

6. Ukaºte, ºe rovnice x2 + y2 + z2 = 3xyz ur£uje v jistém okolí bodu (1, 1, 1)
implicitn¥ zadanou funkci (prom¥nných x a y). Spo£t¥te gradient této
funkce v bod¥ (1, 1).

7. Ukaºte, ºe rovnice x
z = log z

y ur£uje v jistém okolí bodu (0, 1, 1) implicitn¥

zadanou funkci (prom¥nných x a y). Spo£t¥te gradient této funkce v bod¥
(0, 1).

8. Ukaºte, ºe soustava xeu+v + 2uv − 1 = 0, yeu−v − u
1+v − 2x = 0 ur£uje

v jistém okolí bodu (1, 2, 0, 0) implicitn¥ zadané zobrazení z R2 do R2

(prom¥nných x a y). Spo£t¥te Jacobiho matici tohoto zobrazení v bod¥
(1, 2).

9. Ukaºte, ºe soustava x = u cos vu , y = u sin v
u ur£uje v jistém okolí bodu

(1, 0, 1, 0) implicitn¥ zadané zobrazení z R2 do R2 (prom¥nných x a y).
Spo£t¥te Jacobiho matici tohoto zobrazení v bod¥ (1, 0) .

10. Ukaºte, ºe soustava x = eu + u sin v, y = eu− u cos v ur£uje v jistém okolí
bodu (e+ 1, e, 1, π2 ) implicitn¥ zadané zobrazení z R2 do R2 (prom¥nných
x a y). Spo£t¥te Jacobiho matici tohoto zobrazení v bod¥ (e+ 1, e).

11. Ukaºte, ºe soustava 3 = xy2+xu+yv2, 2 = x3y+2xv−u2v ur£uje v jistém
okolí bodu (1, 1, 1, 1) implicitn¥ zadané zobrazení z R2 do R2 (prom¥nných
x a y). Spo£t¥te Jacobiho matici tohoto zobrazení v bod¥ (1, 1).
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12. Ukaºte, ºe soustava u = sinx+ xy + ez, v = cos y + xe−y, w = x2 + 2y −
cos(xz) ur£uje v jistém okolí bodu (1 + sin 1, 2, 0, 1, 0, 0) implicitn¥ zadané
zobrazení z R3 do R3 (prom¥nných u, v a w). Spo£t¥te Jacobiho matici
tohoto zobrazení v bod¥ (1 + sin 1, 2, 0).
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