
Sada p°íklad· na 3. týden

Co bude pot°eba z teorie suprema/in�ma:

De�nice (omezená mnoºina, sup, inf). Nech´ (T,+, ·, 0, 1, <), kde (T,+, ·, 0, 1)
je uspo°ádané t¥leso a M ⊂ T . Prvek x ∈ T nazýváme

1. horní závorou mnoºiny M , pokud pro kaºdé y ∈M platí y ≤ x

2. dolní závorou mnoºiny M , pokud pro kaºdé y ∈M platí y ≥ x

3. supremem mnoºiny M , pokud pro kaºdé y horní závoru M platí y ≥ x,

4. in�mem mnoºiny M , pokud pro kaºdé y dolní závoru M platí y ≤ x,

Mnoºinu M nazýváme zdola (shora) omezenou, pokud má n¥jakou dolní (horní)
závoru, M nazveme omezenou, pokud je zdola i shora omezená.

Fakt. Kaºdá neprázdná shora omezená mnoºina v R má supremum. Kaºdá
neprázdná zdola omezená mnoºina v R má in�mum.

V¥ta (Archimedova vlastnost R). Pro kaºdé x ∈ R existuje n ∈ N takové, ºe
n > x.

P°íklady:

1. U následujících mnoºin nalezn¥te sup, inf, max a min (pokud existují).
Ov¥°te z de�nice.

(a) M = (0, 1], [0, 1], (0,∞)

(b) M =
{

m
m+n ;m,n ∈ N

}
(c) M =

{
n2 −m2;n,m ∈ N

}
(d) M =

{
2−n + 3−n;n ∈ N

}
,

(e) M =
{
(−1)−n + 1

m2+m−1 ;n,m ∈ N
}

2. Nech´ A, B jsou neprázdné omezené podmnoºiny R. Dokaºte:
a) inf(−A) = − supA
b) sup(A+B) = supA+ supB
De�nujeme −A = {x;−x ∈ A}, A+B = {z; z = x+ y, x ∈ A, y ∈ B}.

3. Nech´ A, B jsou neprázdné omezené podmnoºiny R. Lze obecn¥ vyjád°it
sup(A ∪B) a sup(A ∩B) pomocí supA a supB?

1



4. Nech´ M je neprázdná mnoºina a nech´ f : M → R a g : M → R jsou
omezené funkce. Dokaºte, ºe

sup
x∈M

(f(x) + g(x)) ≤ sup
x∈M

f(x) + sup
x∈M

g(x).

Musí platit rovnost? De�nujeme

sup
x∈M

f(x) = sup{z; z = f(x), x ∈M}.

Co bude pot°eba z teorie - limity (pokud zbyde
£as):

De�nice (okolí a prstencové okolí). Pro a ∈ R a ε > 0 de�nujeme mnoºiny

P (a, ε) = (a− ε, a+ ε) \ {a}, P−(a, ε) = (a− ε, a), P+(a, ε) = (a, a+ ε),

a nazýváme je prstencové okolí bodu a, resp. levé a pravé prstencové okolí bodu
a. Zárove¬ de�nujeme mnoºiny

U(a, ε) = (a− ε, a+ ε), U−(a, ε) = (a− ε, a], U+(a, ε) = [a, a+ ε),

a nazýváme je okolí bodu a, resp. levé a pravé okolí bodu a.

De�nice (limita funkce). Nech´ f je reálná funkce de�novaná na n¥jakém prs-
tencovém okolí bodu a ∈ R. �íkáme, ºe f má v bod¥ a limitu L ∈ R (pí²eme
lim
x→a

f(x) = L), pokud platí následující

∀ε > 0 ∃δ > 0; : x ∈ P (a, δ) =⇒ f(x) ∈ U(L, ε).

De�nice (jednostranná limita funkce). Nech´ f je reálná funkce de�novaná na
n¥jakém levém, resp. pravém, prstencovém okolí bodu a ∈ R. �íkáme, ºe f má
v bod¥ a jednostranou limitu L ∈ R zleva, resp. zprava, (pí²eme lim

x→a−
f(x) = L,

resp. lim
x→a+

f(x) = L ), pokud platí následující

∀ε > 0 ∃δ > 0; : x ∈ P−(a, δ) =⇒ f(x) ∈ U(L, ε),

resp.
∀ε > 0 ∃δ > 0; : x ∈ P+(a, δ) =⇒ f(x) ∈ U(L, ε).

P°íklady:

1. Dokaºte z de�nice. lim
x→1

(x
2

)3
=

1

8
.

2. Dokaºte z de�nice. a) lim
x→1+

[x] = 1, b) lim
x→1−

[x] = 0.
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