Sada piiklada na 3. tyden

Co bude potieba z teorie suprema/infima:

Definice (omezend mnozina, sup, inf). Necht (T,+,-,0,1, <), kde (T, +,-,0,1)
je uspoiddané téleso a M C T. Prvek x € T nazgvime

1. horni zdvorou mnoZiny M, pokud pro kazdé y € M plati y < x

2. dolni zavorou mnoziny M, pokud pro kazZdé y € M plati y > x

3. supremem mnoZiny M, pokud pro kazZdé y horni zdvoru M plati y > x,
4. infimem mmnoziny M, pokud pro kazdé y dolni zdvoru M plati y < x,

MnoZinu M nazijvime zdola (shora) omezenou, pokud md néjakou dolni (horni)
zdvoru, M nazveme omezenou, pokud je zdola i shora omezend.

Fakt. KaZda neprizdnd shora omezend mnoZina v R md supremum. KaZda
neprdzdnd zdola omezend mnoZina v R md infimum.

Véta (Archimedova vlastnost R). Pro kaZdé x € R exzistuje n € N takové, Ze
n > .

Priklady:

1. U nasledujicich mnoZin naleznéte sup, inf, max a min (pokud existuji).
Ovéite z definice.

(a) M =(0,1], [0,1], (0,00)
(b) M = {2 im0 €N}
(c) M = {n2 —mQ;n,meN}
(d) M = {2_"+3_";neN},

(€) M= {(—1)*” + o inme N}

2. Necht A, B jsou neprazdné omezené podmnoziny R. Dokazte:
a) inf(—A) = —sup 4
b) sup(A + B) = sup A + sup B
Definujeme —A = {z;—x € A}, A+ B={z;z=2+4+y,x € A,y € B}

3. Nechf A, B jsou neprazdné omezené podmnoziny R. Lze obecné vyjadfit
sup(A U B) a sup(A N B) pomoci sup A a sup B?



4. Nechf M je neprazdna mnozina a necht f : M — Ra g: M — R jsou
omezené funkce. DokaZte, Ze

sup (f(z) + g(x)) < sup f(z) + sup g(z).
xeM rzeM xeM

Musi platit rovnost? Definujeme

sup f(z) =sup{z;z = f(x),x € M}.
reM

Co bude potieba z teorie - limity (pokud zbyde

¢as):

Definice (okoli a prstencové okoli). Pro a € R a ¢ > 0 definujeme mnoZiny
P(a7€):(a_€aa+6)\{a}7 P_(a,s):(a—s,a), P+(aa‘€):(a>a+€)a

a nazgvdme je prstencové okoli bodu a, resp. levé a pravé prstencové okoli bodu
a. Zdroven definujeme mnoZiny

U(a,e) =(a—¢e,a+e), U_(a,e)=(a—¢,a], Ui(a,e)=a,a+e),
a nazyvdme je okoli bodu a, resp. levé a pravé okoli bodu a.

Definice (limita funkce). Necht f je redlnd funkce definovand na néjakém prs-
tencovém okoli bodu a € R. Rikdme, Ze f md v bodé a limitu L € R (piseme
lim f(x) = L), pokud plati ndsledugjici
r—a

Ve >030 >0;: 2 € P(a,0) = f(z) eU(L,e).

Definice (jednostrannd limita funkce). Necht f je redlnd funkce definovand na

néjakém levém, resp. pravém, prstencovém okoli bodu a € R. Rikame, Ze f md

v bodé a jednostranou limitu L € R zleva, resp. zprava, (piSeme lim f(z) =L,
r—a_

resp. 1_i>m f(z) =L ), pokud plati ndsledujici
Ve>036>0;:2 € P_(a,0) = f(z) e U(L,e),

resp.
Ve>030>0;:2 € Py(a,d) = f(x) e U(L,e).

Priklady:

5 . A
1. Dokazte z definice. lim (7) =-.
z—1 \2 8
2. Dokazte z definice. a) lim [z] =1, b) lim [z] =0.
z—1t z—1-



