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3. kompenzátory a (super/sub)-martingaly

1. výpočet kompenzátoru v diskrétńım př́ıpadě

2. posouzeńı, zda integrovatelný proces je martingal, popř. super/sub-martingal

3. výpočet kompenzátoru k jednobodovému č́ıtaćımu procesu

1. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé stejně rozdělené veličiny s konečnými třet́ımi momenty s EX1 =
0, EX2

1 = var(X1) = 1. Označme Sn =
∑n

k=1Xk odpov́ıdaj́ıćı náhodnou procházku. Spočtěte kom-
penzátor k následuj́ıćımu procesu a rozhodněte, zda je následuj́ıćı proces (super/sub)-martingal.

(a) Yn = S2
n,

(b) Zn = S3
n.

2. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé stejně rozdělené veličiny s konečnými třet́ımi momenty s EX1 =
0, EX2

1 = var(X1) = 1 s následuj́ıćımi konečnými momenty E exp{X1} < ∞, E ln |X1| < ∞.
Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı procesy σ(X1, . . . , Xn)-martingaly a, pokud ne, spočtěte kom-
penzátor.

(a) Sn =
∑n

k=1Xk, Vn =
∑n

k=1X
2
k , Wn =

∏n
k=1Xk, Un = W 2

n , Mn =
∑n

k=1Wk

(b) Fn = exp{Sn}, Gn =
∑n

k=1 ln |Xk|, Hn =
∑n

k=2Xk−1Xk Ln =
∑n

k=2X
2
k−1Xk

3. Necht’ Xn, Yn jsou (Fn, n ∈ N)-martingaly takové, že Zn = XnYn ∈ L1, n ∈ N. Ukažte, že

Kn =
n∑
k=1

cov(Xk, Yk|Fk−1)

je kompenzátor k procesu Zn, kde F0 = {∅,Ω}.

4. Necht’ Xn, n ∈ N0 má Fn-kompenzátor Kn a Hn je omezený Fk↑-adapovaný proces, kde F0 = {∅,Ω}.
Spočtěte kompenzátor k procesu

∑n
k=1Hk(Xk −Xk−1).

5. Necht’ Xn, n ∈ N jsou kladné nezávislé stejně rozdělené veličiny s exponenciálńım rozděleńım se
středńı hodnotou 1/λ a τn =

∑n
k=1Xk je odpov́ıdaj́ıćı náhodná procházka.

(a) Spočtěte kompenzátor k č́ıtaćımu procesu 1[τ1≤t].

(b) Ukažte, že Poisson̊uv process Nt =
∑∞

k=1 1[τk≤t] s intenzitou λ > 0 má kompenzátor λt, t ≥ 0.

6.∗ Necht’ (W (t), t ≥ 0) je Wiener̊uv proces. Spočtetě kompenzátor následuj́ıćıho procesu vzhledem k
FWt , t ≥ 0 a rozhodněte, zda následuj́ıćı proces je (sub/super)-martingal

(a) Xt = W 2
t

(b) Yt = W 3
t

(c) Zt = exp{Wt}.

1. Necht’ Xt ∈ L1(Ft), t ∈ T. Proces Kt ∈ L1(Ft↑) je Ft-kompenzátorem procesu (Xt, t ∈ T ), pokud
Xt −Kt je Ft-martingal.

2. Necht’ τ > 0 je náhodná velčina s hustotou fτ . Pak odpov́ıdaj́ıćı č́ıtaćı proces Nt = 1[τ≤t] má
kompenzátor

Kt =

∫ t∧τ

0

fτ (s)

P (τ > s)
ds

vzhledem k filtraci Ft = σ(Ns, s ≤ t).


