CVICENI - UNIFORMNI PROSTORY

1. Najdéte dvé uniformity D; a D, na R, které obé generuji na R obvyklou topologii a pritom neexistuje
unifomni homeomorfismus mezi (R, D) a (R, D,).

2. Necht (X,U) je uniformni prostor. DokaZte, Ze pokud (X, D) je metrizovatelny, pak (X, 7p) je metri-
zovatelny a naleznéte priklad dosvédcujici, Ze opa¢na implikace neplati.

3. Uniformita zadana systémem pokryti: At X je mnoZina. Systém % se nazyva pokrijvaci uniformita na
mnoziné X, pokud:

(a) Kazdé U € % je pokryti X.

(b) Je-lid € % a U je zjemnénim néjakého pokryti V, pak V € .

(c) ProU,V € % plati, 2e U NV € U .

(d) Pro kazdé U € % existuje V € %, ze V silné hvézdovité zjemnuje U.

(Je-li X mnozZina a U jeji pokryti, pak systém V nazyvame zjemnénim U, pokud V je pokryti X a pro kazdé V € V
existuje U € U, ze V C U. Pro systém S podmnozin mnoziny X a A C X definujme sts(A) =J{S € S: SNA#0D}.
Rikame, Ze pokryti U silne hvézdovité ziemiuje V, pokud {sty(U): U € U} zjemnuje V. Pro dvé pokryti U, V definujeme
jejich spoleéné zjemnéni U AV jako {UNV:U e U,V € V}.)

Je-li % pokryvaci uniformita, polozme
Dy ={DCXxX:Ueu: | {UxU:Ueu} C D},
a je-li D uniformita, polozme
Up ={U € P(P(X)): 3D € D: {D]z] : € X} zjemhuje U}.
Dokazte, ze zobrazeni U — Dy je bijekce mezi pokryvacimi uniformitami a uniformitami, pfi¢emz inverzni zobrazeni
je dano piredpisem D — Up.

4. Topologie na podprostoru a soué¢inu: Dokazte, Ze pokud (X, D) je uniformni prostor a A C X, pak topologie na
A prislusnéa D|4 je shodna s podprostorovou topologii. Déle dokazte, ze pokud (X;, D;), ¢ € I jsou uniformni prostory,
pak topologie na 117 X; prislusna D, x, je soucinova topologie.

5. Existence zuplnéni: Necht (X, D) je T} uniformni prostor, kde D je generovana systémem pseudometrik R.

o Oznat Xo := {(z:)ics: () je cauchyovsky net}. Kdykoliv d € R, pak uvaizuj do : Xo X Xo — [0, 00) definované
predpisem

(;lVD((xi)a (yj)) = (ijl)igllxjd(%,yj), pro (;)ier € )N(o a (yj)jeJ € Xo

(na I x J uvazujeme usporadani (i,j) < (i'j') iff i <i" a zaroven j < j').

Dokazte, ze dy je dobie definovana pseudometrika na Xg.

e Pro z € X uvazujme [z] :=={y € Xo: do(z,y) = 0 pro kazdé d € R}. Uvazujme na prostoru~)? ={[r]: z € Xo}

systém pseudometrik R := {d: d € R}, kde pro d € R pseudometrika d je dana predpisem d([z], [y]) := do(7,y).
Dokazte, ze R je dobfe definovany systém pseudometrik na X a Ze (X, R) je 77 uniformni prostor.
e Definume zobrazeni e : X — X predpisem e(z) := [z] (bod z ztotozilujeme s netem, ktery obsahuje jen jeden

bod). Dokazte, Ze e je vnofeni uniformnich prostoru a ze e(X) je husté v X.

e Dokazte, Ze X je uplny prostor.
(Hint: je dobré si nejprve uvédomit, Ze pokud D je hustd podmnoZina uniformniho prostoru M, pak M je iplny
prave kdyz kaZdy cauchyouvsky net sestdvagjici z bodi v D je konvergentni v M.)



CVICENI - TOPOLOGICKE GRUPY

1. Topologicka grupa H(K) - zaklady: At K je T> kompakt.

a) Dokazte, 7ze H(K) je topologickd grupa.

(Symbolem H(K) zde ozna¢ujeme mnozinu vSech surjektivnich homeomorfismu f : K — K s grupovou operaci
skladani a compact-open topologii, tj. topologii jejiz subbaze je tvofena mnozinami E[L; U] :={f € H(K): f(L) C U},
kde L C K je kompaktni a U C K je oteviena mnoZina.)

b) Dokazte, ze pokud (K, d) je metricky kompakt, pak compact-open topologie na H(K) je metrizovatelna metrikou

p definovanou piedpisem p(f, g) := sup,cx d(f(x), g(z)) pro f,g € H(K).

2. Topologie na grupé& generovana systémem bi-invariantnich pseudometrik. Necht G je grupa a necht R
je systém bi-invariantnich pseudometrik oddélujici body. Pak topologie generovand systémem R je topologie 7g, jejiz
béze okoli bodu x mé subbazi generovanou {B,(z,e): € > 0, p € R}.

a) Dokazte, Ze pak G s topologii T je T} topologickd grupa, ktera je SIN.

b) Dokazte, ze T} topologicka grupa (G,-,7) je SIN, pravé kdyz existuje systém R bi-invariantnich pseudometrik
spliwujici 7 = 7R.

3. Topologické grupy, které ne/jsou SIN:

a) Uvazujme topologickou grupu G = {(a,b): a > 0,b € R} s grupovou operaci definovanou predpisem (a,b)-(a’, V') :=
(aa’,b+ab’) a s topologii zdédénou z R2. Dokaite, Ze G je metrizovatelna topologickd grupa, ktera nenf metrizovatelna
bi-invariantni metrikou.

(Hint pro dikaz Ze neni metrizovatelnd bi-invariantni metrikou: Pro spor pfedpokldidejme, Ze G je metrizovatelnd bi-
invariantnd metrikou p. UkaZle, Ze pak existuje € > 0 a t # 0 spliugici (1,t) € By(e,e) C {(a,b): [b| < 1}, odvodte Ze
pak (1,at) € By(e,e) pro kazdé a > 0, z cehoZ dostaneme spor.)

b) Rozhodnéte a dokazte, zda metrizovatelné topologicka grupa H ([0, 1]) je SIN.

(Definice a zakladni vlastnosti H([0, 1]) viz. priklad 1. vyse).

c) Uvazujte grupu S (permutace N s operaci skladani) s topologii bodové konvergence (tj. bazova okoli m € Sy
jsou tvofena mnozinami U[r; F] := {o: o|p = 7|}, kde F' C N jsou koneéné podmnoziny). Dokazte, ze pak Sy je
metrizovatelna topologicka grupa. Rozhodnéte a dokazte, zda S, je SIN.

4. Uzaviené podgrupy a kvocienty R:

Na R uvazujeme operaci + a standardni topologii generovanou absolutni hodnotou.

a) Najdéte vSechny uzaviené podgrupy R.

b) Ukazte, ze kazdy kvocient R podle uzaviené podgrupy je jakozto topologickd grupa isomorfni {0}, R, nebo T.

(T znadi kruznici {¢*: € R} C C s operaci €@e? = €' (*+Y) a topologii zdédénou z C = R?).

5. Naleznéte priklad 7} topologické grupy, ktera neni Tj.



CVICENI - PARAKOMPAKTNOST

1. Zachovani parakompaktnosti:

(a)
(b)
()
(d)
()

Dokazte, ze F, podmnozina parakompaktniho prostoru je parakompaktni.

Naleznéte piiklad podmnoziny parakompaktniho prostoru, kterd neni parakompaktni.
Naleznéte priklad parakompaktniho prostoru X, ze X x X neni parakompaktni.

Dokazte, ze soucin parakompaktniho prostoru a kompaktniho 75 prostoru je parakompaktni.

Topologicky prostor se nazyva o-kompaktni, pokud je sjednocenim spocetné mnoha svych kompaktnich pod-
prostori. DokaZte, Ze soucin parakompaktniho a o-kompaktniho T; 1 prostoru je parakompaktni.

(Uvédomte si, Ze jako disledek dostaneme, Ze pro kazdy Banachuv prostor X je (X*, w*) parakompaktni prostor,
nebot (X*, w*) je o-kompaktni.)

Dokazte, ze [0,w1) je kolektivné normalni ale neni parakompaktni.

(Hint: Dokazte, Ze ve spocetném kompaktu je kazdé lokalné koneéné pokryti konecné. Z toho pak odvodte,
7e kazdy parakompaktni prostor ktery je spocetné kompaktni, je uz kompaktni. Jenomze [0,w) je spoCetné
kompaktni a neni kompaktni.)

2. Charakterizace parakompaktnosti s pomoci rozkladu jednotky: DokaZte, Ze T1 prostor je parakompaktni
2

pravé kdyz existuje ke kazdému otevienému pokryti X lokélné koneény rozklad jednotky podfizeny tomuto pokryti.

3. Metrické prostory se vnori do spocéetného soucinu jezkt: Pro mnozinu I definujeme metrického jezka s 1
ostny jako metricky prostor (I x [0,1])/~, kde (i,z) ~ (j,y) iff x = y = 0 vybaveny metrikou

(0,2, (:9)) = {f’;yy' L

Dokazte, ze kazdy metricky prostor se vnoii do spocetného souc¢inu metrickych jezkda.
(Hint: zkuste se inspirovat dikazem Bingovy-Nagatovy-Smirnovovy véty)

4. Oddélovani Lipschitzovskych funkci: Necht M je metricky prostor spliujici dens M < 2“. Dokaite, Ze existuje
spo¢etné mnoho Lipschitzovskych funkci oddélujicich body M.



CVICENI - SOUVISLOST

1. Mohutnost souvislého prostoru: a) Dokazte, Ze souvisly T 19 prostor s alesponi dvéma body mé mohutnost

alesponi kontinuum. b) Dokazte, souvisly T3 prostor s alespoii dvéma body je nespocetny. c¢) Naleznéte piiklad
nekonecného souvislého 75 prostoru, ktery je spocetny.

(Hint: nejprve naleznéme systém po dvou disjunktnich podmmnoZin raciondglnich ¢isel Q,, n € N U {0} spliugici Ze
kazdé Qn je husté v R. Pak waZujme X = {00} U U, enuqoy @n X {n}, kde bdze okoli oo je tvorena mnoZinami
{00} UU,y> Qn x {n} pro k € N, bdze okoli (q,k) pro q € Qy a k liché je uréena jako X N((q—¢,q+¢) x {k—, k, k+1})
a bdze okoli (q,k) pro q € Q. a k sudé je urcena jako X N ((q —&,q+¢) % {k:}) Rozmyslete si, Ze pak X je spocetny,
Ty a kdykoliv clopen mnozina C C X obsahuje oo pak C = X.)

2. Souvislé linearné usporadané topologické prostory: Dokazte, Ze linearné usporadany topologicky prostor
(X, <) je souvisly, pravé kdyz kazda neprazdna shora omezena mnozina mé supremum a (z,y) # () pro kazdé z,y € X.

3. Komponenty souvislosti H([0,1]): Popiste viechny komponenty souvislosti topologické grupy H ([0, 1]).
(Definice a zakladni vlastnosti H([0, 1]) - viz. cvi¢eni 1 k topologickym grupam.)

4. Komponenty souvislosti GL(n,R): Popiste vSechny komponenty souvislosti topologické grupy GL(n,R).

5. Inverzni limity a priklady kontinui: Inverzni posloupnost je posloupnost dvojic (X, fn)02, kde X, jsou
topologické prostory a f,, : X;,41 — X, spojita zobrazeni. Inverzni limitou inverzni posloupnosti (X, f,)52; rozumime
nasledujici podprostor lim, (Xp, f,) soucinu [ [y Xn:

liin(Xn, fn) i={(@n)nen ¢ fn(Tni1) = zp, pro kazdé n € N}.

(Nékdy také znacime jako lim. X, nebo X, pokud je z kontextu jasné co je X,, a f,.)

a) Dokazte Ze pokud jsou X, Hausdorffovy kompakty (resp. kontinua), pak X, je Hausdorffav kompakt (resp. kon-
tinuum).

b) Najdéte inverzni systém sestavajici z koneénych diskrétnich prostorti, jehoZ inverzni limita je homeomorfni Can-
torovu diskontinuu.

c) Inverzni posloupnost (X, fr)o2 | se nazyva nerozloZitelnd, pokud pro kazdé i € N a kazda dvé kontinua A, B C X1,
jejichz sjednocenim je X1, plati, ze f;(A) = X; nebo f;(B) = X;. Dokazte, ze pokud X, jsou kontinua a (X, f,)>2
nerozlozitelna inverzni posloupnost, pak X, je nerozlozitelné kontinuum.

d) Necht X, =[0,1] a fu(x) = |1 — 22| pro kazdé n € N. Dokaizte, ze X je pak nerozlozitelné kontinuum.

(Pozn: jednd se o tzv. Knasterovo kontinuum.)

e) Necht X,, = T={z € C: |z| = 1} a fu(2) = 22 pro kazdé n € N. Dokaite, Ze X, je pak nerozlozitelné kontinuum,
na kterém je mozné zadefinovat operaci nasobeni tak, ze X, je také komutativni topologické grupa.

(Pozn: jednd se o tzv. dyadicky solenoid.)

6. Silné nuldimenzionalni metrické prostory: Rekneme, 7e metrika p na X je ultrametrika, pokud p(z,y) <
max{p(z, z), p(z,y)} pro kazdé z,y,z € X. V takovém piipadé fikame, ze (X, p) je ultrametricky prostor. Rekneme,
7e topologicky prostor je ultrametrizovatelny, pokud je homeomorfni ultrametrickému prostoru. DokaZte nésledujici.
a) Kazdy ultrametricky prostor je nuldimenzionalni. (Hint: oteviené koule jsou uzaviené mnoziny.)

b) Prostor 2¢ je ultrametrizovatelny. Odvodte z véty z prednasky, Zze separabilni metricky prostor je nuldimenzionalni
pravé kdyz je ultrametrizovatelny.

Dalsi cviceni smeéruji k tomu, Ze plati analogie piredchoziho i pro neseparabilni prostory. Existuje priklad (dosti komp-
likovangneseparabilniho metrického prostoru, ktery je nuldimenziondlni a nent silné€ nuldimenziondlni. Ukazuje se, Ze
sprdavng pojem bude pojem silné nuldimenzionality.

c¢) Kazdy ultrametricky prostor je silné nuldimenzionalni.

d) Silné nuldimenzionalni metricky prostor je ultrametrizovatelny.

(Hint: nejprve ukazte, Ze kaZdé oteviené pokryti ma lokdlné konecné zjemnéni tvorené obojetngmi mnoZinami. Ndsledné
sestrojte posloupnost lokdlné konecniyjch pokryti B, sestdvajicich z clopen mnoZin takovych, Ze diametry mnoZin z By,



jsou nejuyse 27" a By+1 zjemniuge By,. Ultrametriku pak definujte jako p(x,y) :== 27", kde n = min{k: 3B € By, Ze x €
B &y ¢ B neboy € B &x ¢ B}. Dokazte pak, Ze p je hledand ultrametrika.)

7. Priklad normalniho podprostoru kompaktu, ktery je nuldimenzionalni ale neni silné nuldimen-
zionalni:

a) Dokaizte, ze existuje rozklad {A,: @ < wi} intervalu [0, 1] takovy, Ze pro kazdé o < wy je A, hustd podmoZina
intervalu [0, 1].

b) Pro oo < wy ozna¢me B, = |J{As: f < a}, kde mnoziny A, jsou jako vyse. Bud D C [0,1] x w; definovan piedpisem

D={(r,a): r € By,a <wi}.

Dokazte, ze prostor D je nuldimenzionalni.

c) Necht D C [0, 1] x [0,w1] je jako vySe. Ozna¢me D* := D U ([0, 1] X {w1}). Dokazte, ze D* je norméalni prostor.

d) Necht D a D* jsou jako vyse. Dokazte, ze kdykoliv A, B jsou disjunktni uzaviené podmnoziny D, pak jejich uzavéry
v D* jsou také disjunktni.

e) Necht D C [0,1] x [0,w1] je jako vySe. S pouzitim v8ech informaci vyse dokaZte, Ze D je normalni prostor ktery je
nuldimenzionélni ale nenf silné nuldimenzionalni.



CVICENI - DIMENZE

At X je Ty. Pfipomenme, ze A C X je zero (resp. cozero) mnozina, pokud existuje spojita funkce f : X — R spliujici
A= f7Y0) (resp. A = f~1(R\ {0})). Rekneme, ze M C X je C*-vnorend, pokud kazda spojita funkce f: M — [0, 1]
ma spojité rozsifeni na spojitou funkei f : X — [0, 1].

1. Dimenze podprostoru:

a) S vyuzitim predchozich cviceni najdéte piiklad kompaktniho prostoru X a jeho normélniho podprostoru M tak, ze
Ind M > Ind X a také dim M > dim X.

b) Necht X a M jsou Ty prostory a M C X je C*-vnofena. Dokazte, Ze pak dim M < dim X.

¢) Necht D a D* jsou jako v Cviceni na souvislost, Piiklad 7. Dokazte, Ze D C D* je C*-vnofena a s vyuZitim
predchoziho odvodte, ze dim D < dim D*.

d) Necht D a D* jsou jako v Cvi¢eni na souvislost, Pfiklad 7. Dokazte, ze ind D =0 < 1 = dim D < Ind D.
(Automaticky také dostanete 1 = ind D* = dim D* = Ind D*.)

2. Dimengze jistych hustych podmnozin: At X je Tj.
a) Dokazte, Ze pro kazdé konetné oteviené pokryti {G1,. .., Gy} existuji pokryti H = {Hy,...,Hy} a& = {F1,..., E}

takové, ze ‘H sestéava z cozero mnozin, £ sestavé ze zero mnozin a H; C E; C G;,i=1,...,k.

b) Dokazte, Ze kdykoliv M C X je hustd C*-vnofen4, pak pro kazdé oteviené pokryti {Ui,...,U} prostoru M
sestavajici z cozero mnozin v M existuje oteviené pokryti {Vi,..., Vi } prostoru X spliwjici V; N M = Uj; pro kazdé
i=1,... k.

c¢) Dokazte, ze kdykoliv M C X je husta C*-vnofena a normélni, pak dim M > dim X.
(S pomoci piikladu 1b) vySe pak mame dokonce dim M = dim X, specialné pak dostaneme Ze dim X = dim SX).

3. Dimenze ind miZe byt o mnoho mensi nez dim:

a) Necht X je separabilni metricky prostor. Dokazte, ze existuje pokryti { X, : o < wy} prostoru X takové, ze X, C Xpg
pro o < 8 a dim X, <0 pro kazdé o < ws.

(Hint: pouzijte, Ze X C [0,1]* a tvrzeni tak stac¢i dokdzat pro X = [0,1]¥. MuZete pouZit, Ze pro interval [0,1] priusny
rozklad uz mdame z Cviceni na souvislost, Priklad 7a).)

b) Pripomefnime, ze ve Cvi¢eni na souvislost, Piiklad 7 jsme s pomoci intervalu [0, 1] sestrojili normalni prostor D,
o kterém jsme v Piikladu 1. vySe dokazali, ze ind D = 0 < 1 = dim D. Zkuste vymyslet, jak provést analogii této
konstrukce a sestrojit tak pfiklad normélniho prostoru D spliiujictho ind D =0 < co =dim D = Ind D.

(Hint: misto intervalu [0,1] v konstrukci pracujte s [0,1]¥, to Ze piislusnd sestrojend mnozina D splni dim D = oo
dokazte tak, Ze analogicky jako v Prikladu 1c) vyse ukaZete, Ze D je C*-vnofené v D* a tedy s pomoci Prikladu 2. vyse
ukdzete, Ze dim D = dim D* > dim[0, 1] = oc.

Pozndmka: pokud bychom konstrukci provedli s [0,1]", sestrojime tak normdlni prostor D spliiujici ind D = 0 < n =
dimD =1Ind D.)

4. Malé induktivni dimenze v kompaktu:

a) Dokazte, Ze pro kazdy T» kompakt X plati, ze ind X = 1 pravé kdyz Ind X = 1.

b) Necht X a Y jsou Tp kompakty splijici Ind(X) <1 a Ind(Y') < 0. Ukazte, ze pak Ind(X x V) < 1.

c) Dokazte, ze pokud T} prostor X je sjednocenim uzavienych podmnozin A a B, pak ind(X) < ind(A) + ind(B).

d) Necht Ly = [0,w;1) x [0,1) je linearné uspoiadany prostor uspofadany lexikograficky a necht L := Lo U {w1} je
linedrné usporddany prostor, kde x < wy pro x € L. Dokazte, Ze pokud na L uvaZzujeme topologii danou usporadanim,
pak L je To kompakt spliiujici dim L = ind L = Ind L = 1. Poznamka: prostor L nazyvame dlouhd isecka.

5. Dimenze dim mtZe byt mensi nez ind:

a) Konstrukce dvou Cantorovych funkci: Na Cantorové diskontinuu 2¢ uvazujte lexikografické usporadani, symbolem
0 € 2¥ a1 € 2¥ oznacime nejvétsi a nejmensi prvek v lexikografickém uspofadani, pro s € 2" ozna¢me zz € 2* bod
pro ktery je sl ny = s a x5(i) = s(n) pro i > n, pro s € 2" spliujici s(n — 1) = 0 a s(n) = 1 oznacme st ean
posloupnost danou jako s|gy . 2} = S+’{1,...7n—2}7 st (n—1) =1 a st (n) = 0 a uvazujme spocetnou podmnozinu



D :={zs: s € 2", n € N}. Najdéte spojité surjekce h; : 2¢ — [0, 1] pro i = 1,2, pro které plati Ze jsou nerostouci (tj.
kdykoliv z < y pak hi(z) < h(y)), hi(x) = hi(y) pravé kdyz {z,y} = {zs,z.+} pro néjaké s € D, 0 = hy1(0) = ha(0),
1 =hi(1) = ha(1) a konecné hy(D) \ {0,1} a ha(D) \ {0,1} jsou disjunktni husté podmnoziny intervalu [0, 1].
Necht L je dlouhd isecka z cvicent 4d) vySe a h; : 2 — [0,1] pro i = 1,2 jsou jako vySe. Uvazujme ekvivalenci E na
prostoru (L x {0,1}) x 2 definovanou jako xEy pokud x =y nebo x,y € ({(w1,0)} x hi*(t)) U ({(w1,1)} x hy'(t))
pro néjaké t € [0,1]. Oznacme jako S pFislusny kvocient a q : (L x {0,1}) x 2¥ — S prislusné kvocientové zobrazend.
Ddle oznacme I := q({(w1,0)} x 2¢) a S; := q(L x {i} x 2¥) pro i =0, 1. Dokazte pak ndsledujici.

b) S je kompaktni T3 prostor, S = S1USs, S1NS2 = I, I je homeomorfni [0, 1], restrikce ¢ na ((L\ {w1}) x {0}) x2¢ je
homeomorfismus na S;\ I a topologie na I je indukovana linearnim usporadanim ¢(w1, 0, s) < (w1, 0,t) iff hi(s) < hi(t)
v [0, 1].

c) Dokazte, ze ind S; < 1 a odvodte, ze 1 = dim S; = ind S; = Ind S; = dim S pro i = 1, 2.

d) Zvolte v S libovolné okoli G bodu q(wi,0,0) spliwujici q(wy,0,1) ¢ G. Dokazte, ze G neni 0-dim a odvodte, Ze
indS=2<1IndS.

(Dostali jsme tak pFiklad prostoru, kde dim S < ind S <Ind S a navic pFiklad, dovédcugici se scitact véta pro dimenze
ind a Ind neplati ani v kompaktnich prostorech.)



