Vybrané partie z funkcionalni analyzy, LS 2021-2022
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 18.5.

Pfiklad 1 (15 bodu). Necht je dano zobrazeni T : ¢1 — ¢g definované predpisem
Tw = (v1,22, 5,03, 5, Ta, Gy ooy Ty 22y 0), x € L.

(1) Dokazte, 7e se jedn4 o spojity linearni operator.
(2) Vyjadrete duélni operator T* pomoci reprezentace duélii klasickych prostori.
(3) Zjistéte, zda je T kompaktni operator.

Priklad 2 (15 bodii). Uvazujme Hilbertiiv prostor H = Lo ((0,00), e~ * dt). Napiste ortonormaln{
bazi podprostoru Y = span{1,e~%'} a naleznéte nejblizsi bod v Y k bodu f(t) = =3t

Piiklad 3 (20 bodt). Necht je d4no zobrazeni T : L1([0,1]) — L1([0, 1]) definované piedpisem
1
TF(t) =4f(t) +/ e” f(z)e' du, f € Ly([0,1]),t € [0,1].
0

Dokazte, ze se jedna o spojity linearni operator a naleznéte o(T) a o, (T).
(v této uloze uvazujte pouze realné Banachovy prostory)



Nastin FeSeni

Priklad 1: Pro kazdé z € {1 a n € N plati, ze |Tz(2n — 1)| = ‘%‘ — 0al|Tz(2n)| = |znt+1] = 0, tedy Tz € o
a ||Tz|| < max{|zn|: n € N} < ||z||1, a protoZe je snadné nahlédnout, Ze T je linearni, podle predchozi nerovnosti
je také spojité a ||T]| < 1.

S pouzitim reprezentaci (co)* = ¢1 a (¢1)* = loo dostavame, Ze pro T* : {1 — Lo plati pro kazdé y € 41 a
z € {1, Ze

(1) >

Uv&domme si nyni, ze T'(e1) = (1,0, %,O, %,O,...) a T(ex) = ey(x—1) pro k > 2. Tedy, pokud do (1) dosadime
T = ey, dostaneme, Ze pro kazdé k € N méame

[e's} Yan—1 k=1

* _ * e — e — n=1 n
(T"y)k = (T"y)(ex) = y(Tey) {yQ(k_l) kAL

Méame tak vyjadrenu k-tou souradnici vektoru Ty a proto dostavame, ze T*y = ( gt y2’;’1 s Y2, Y4, Y6y - - - ) pro

y € 1.
Konecng, pro k,1 > 2, k # l mame ||T(ex) —T(e)|| = llez(x—1) —€20—1)ll = 1 a tedy operator T neni kompaktni,
nebot posloupnost {T'(ex)}r>2 je 1-separovana a tedy neobsahuje cauchyovskou podposloupnost.

Priklad 2: Mame .
% :/0 e~tdt = [—e Mg = 1.

Oznacme tedy funkci, které je konstantné jedné jako fi. Dale polozme

o0
f2 — e—2t _ (e—Qt’ f1>f1 — e—2t _/ e—Qte—t dt = [_%e—St]go — e—2t _ %
0

a spoctéme

—3t 1 _—tjoo __
e - g€ 1§

©lo

e o]
712 —2t _ 1\2 —t 1_-5t
1Pl = [ (e = et = (e
tedy pro fo = 4/ %(e’% — %) mame, ze {f1, f2} je ortonormalni baze prostoru Y a nejblizsi bod v Y k e =3t uréime
s pomoci vzorce pro ortogonalni projekci jako

oo} oo
Py(e7®) = (e fi)fr + (€7 fa) fo = / e 3Te " dz +/ e3P (e — §em T day /[ P — 3)
0 0

=]

:[_ie—4x]80+%/0 E—Gx_%e—4xda:(e—2t_%): %_,’_4475[_%6—6904_%6—490]80(6—%_%)
1 45 (1 1 —2t 1y _ 1 45 ( ,—2t 1

=i+ 3G —g) =3+ 57 —3)

Priklad 3: Operator T muzeme napsat jako T = 41 + S, kde S je kone¢né-dimenzionalni operator dany
pfedpisem Sf(t) = fol e? f(x)et dz (obor hodnot S je jednodimenzionalni prostor generovany funkci e?). Tedy, staci
urcit ze S je spojity linearni operator (pak i T' je spojity a lineérni) a spoé&itat op,(S) a o(S), nebot pro kazdé A € K
méame X — T = (A—4)I — S atedy op(T) =4+ 0p(S) a o(T) =4+ 0(S5).

Nejprve vySetfeme, ze S je spojity operator. Zfejmé je linearni a mame

1 1 1
HSfll:/O |Sf(t)|dt§/0 /0 | f(z)] det dt

1 1 1
< [ [ ir@ldeerttar= [Certtagy < g,
0 0 0

tedy S je spojity operator a ||S|| < 2.

VySetfeme nyni bodové spektrum operatoru S. Pro |[A\| < 5 tak hledame nenulové f € L1([0,1]) spliujici
rovnost Af = Sf. Pokud je A = 0 pak nenulovym FeSenim je napiiklad funkce f(t) = e’t(x[oyl/g] () = x[1/2,11(®))-
Piedpokladejme nyni, ze A # 0. ProtoZe obor hodnot S je jednodimenzionélni prostor generovany funkci et, musi
byt jakakoliv funkce spliiujici rovnici Af = Sf tvaru f(t) = Aet pro ngjaké A € R. Tedy, dostavame

1 2
Aet = Sf(t) = /0 e Ae®et dx = 714(8271)&
a tedy funkce f je FeSenim rovnosti Af = Sf pravé kdyz f(t) = Aet, kde \A = eszlA. Tedy bud A = 0 (pak ale f

je nulova funkce), nebo A = 82;1. Celkem tedy o, (S) = {0, e?

;1} a protoze je operator S koneéné-dimenzionalni

a tedy kompaktni, mame o(S) = {0, 52;1 }
Tedy, op(T) = 4+ 0p(S) = {4, <37} a o(T) = 4+ () = {4, £},
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Priklad 4 (17 bodi). Necht je dano zobrazeni T : L1((0,00)) — L;1((0,00),e~" dt) definované
predpisem
Tf(t) = f(2t),
(1) DokaZte, Ze se jedna o spojity linearni operator.
(2) Vyjadrete dualni operator T* pomoci reprezentace duélu klasickych prostort.
(3) Zjistéte, zda T je kompaktni operator.

Piiklad 5 (11 bodi). Definujme funkcional ¢ : C([0, 3]) — R predpisem

o= r@- [ rena. fecq.),
Ukaite, ze ¢ € (C(]0,1]))* a urcete normu ||¢||.

Priklad 6 (22 bodu). Necht je dano zobrazeni T : ¢35 — {5 definované piedpisem
T3 T4 Tn
2737274,...,27’...)7
Dokazte, Ze se jednéa o spojity linearni operator a naleznéte o(T), 0,(T") a pro kazdé X € o,(T)
naleznéte prislusny nenulovy vlastni vektor.

Tx = (3?1—2.%‘2,3?2—2(1’51, T € ls.
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Priklad 4: Pro kazdé f € Ly plati

Y —tqp= L [T —s/2q5< L [T _ !
175 = [ irenletar= 5 [T i@l 2as< 5 [T )las= S,

tedy snadno nahlédneme, %e T je dob¥e definovany spojity linearni operator a ||T|| < %
S pouzitim reprezentace L} = Loo dostavame, Ze pro g € Loo((0,00),e~tdt) je T*g jediny prvek Loo((0,00))
spliwjici Ze pro kazdou f € L1((0,00)) plati

@) [T s =1a(0) = arn) = [T aseoetar= 5 [T a)ree e as

A protoze |%g(s/2)e‘s/2| < %|g(s/2)| < %Hg”, s € (0,00), dostavame, ze funkce s +— %g(s/Z)e‘S/2 je prvkem
% ((0,00)) a tedy z (2) vidime, Ze T*g(s) = %g(s/Q)e’S/Q.
Kone¢ng, pro podprostor Z = {f € L1((000)): f|(1,00) = 0} dostavame, ze

1 oo —-1/2 1 —1
175 =5 [ Ile/2as 2 S [ peras = ©

a tedy T'|z je isomorfismus a protoze Z je nekoneéné-dimenzionélni (protoze t¥eba x( 11
n+l’'n

fez,
X n € N je nekone¢na

posloupnost linearné nezéavislych bodt ze Z), operator T' neni kompaktni.

Priklad 5: Pro kazdou f € C([0,3]) mame |[o(f)| < ||f]] + fol |f(#)|dt < 2||f]|| a tedy snadno nahlédneme, Ze ¢
je spojita linarni funkce a ||¢|| < 2. Navic, pro
1
-1 tel0,2— -]
fa)=<1 te 23]
n(t—2+L1)-1 te[2-1 2
plati, Ze ||fn|| =1 a
1 [2 1 1 2 1 11
—1-= > —(2-=— > (22— =
o(f) =1 2/0 fa(s)ds > 1+ 2(2 - [2_% [fals)lds) > 1+ 2(2 ) =2

n n

tedy ||¢|| > 2 a proto celkem dostavame, Ze ||| = 2.

Priklad 6: Pro kazdé x € £5 plati
[Tz|| = ll(z1,22,0,0,...) + —=(222,221,0,0,...) + (0,0, 5%, ..., Z&, .. )| < [lzl| + 2l + [|=]] < 4[|z,

a tedy snadno nahlédneme, Ze T je spojity linearni operator a ||T|| < 4.

Vy$etFeme nyni bodové spektrum. Pro |A| < 4 tak hleddme nenulové z € ¢o spliujici rovnost Tz — Az = 0, tj.
1 —2x93 —Ax1 =0,22 — 221 —Az2 =0 a 3—}{ —Azn =0, n > 3. Tedy, bud A € {27": n € N,n > 3} (pak nenulové
FeSeni je naptiklad = ey ), nebo z,, = 0 pro n > 3 a existuje nenulové FeSeni soustavy rovnic danych matici

1—A -2 0 1—X -2 0
( -2 1-x]|0 )N( 0 (1-XN2-4]0 )
tedy musi byt (1 —A)2 —4 =0, tj. |\ — 1| = 2, tj. A € {3, —1}. Celkem tedy o,(T) = {—1,3,27":n € N,n > 3}.
Vlastni vektor pfislusny A = 27™, n > 3 je x = en, vlastni vektor pfislusny A = —1 je napfiklad e; + e, vlastni
vektor pfislusny A = 3 je naptiklad e; — ea.
Zbyvé urcit spektrum. Vime, ze o(T) D op(T) = {0} U op(T). Zvolme tedy |A| < 4, A ¢ o,(T) a zkoumejme,
zda je operator T' — AI surjektivni. Pro zadané y € 2 musi pro kazdé n > 3 platit xn, = yn . Dale, (z1,z2)

1
2= X
musi FeSit rovnici zadanou matici

1—X -2 Y1 o 1—X -2 Y1
-2 1-=X|ye 0 Q=X2—4 | Q=Ny2+2yp1 )’
tedy dostavame, ze pro A=1jexs = —% az1 = -% apro A #1

_ (- A)y2+2y1 (I=Nya+2y1

R (Ve 1= x (U1 + 25

Takto definovany prvek je elementem {5, nebot

Sl =3 Gl < > e
—omn = 2 a2 n > 3]

Celkem tak dostavame, Ze J(T) ={0}Uoyp (T)
Alternativni a vypocetné piijemnéjsi postup by byl si uvédomit, ze operator T' je kompaktni a tedy bychom
dostali rovnou, ze o(T) = {0} U op(T).
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Piiklad 7 (20 bodt). Necht je ddno zobrazeni T : L1 ([2,00)) — ¢o definované predpisem
o0 o0

Tf= (/ ft)e ™™ dt) K

2 n=

(1) Dokaizte, 7e Tf € cg pro f € L1([2,00)) a Ze T je spojity linearni operator.
(2) Vyjadrete dualni operator T* pomoci reprezentace duélu klasickych prostort.
(3) Zjistéte, zda je T kompaktni operator.

Priklad 8 (15 bodi). Oznatme ((a) := > o -1 o € (1,00). Za pomoci funkce ¢ vyjadiete
néjakou ortonormélni bézi podprostoru

Y = span{(%)zozl, (%)20:1} C by

00
n=1"

Piiklad 9 (15 bodi). Necht je dédno zobrazeni T : C([0,2]) — C([0,2]) definované piedpisem
Tf(t) = max{t,t’}f(t),  feC([0,2]),t€[0,2].

Dokazte, Ze se jedna o spojity linearni operator a naleznéte o(T) a o, (T).

a naleznéte nejblizsf bod v Y k bodu z¢ = (=)



Nastin FeSeni
Priklad 7: Pro f € L1([2,00)) a n € N plati

3) ITf(n)] < /2 T f )l dt < e £l - 0.

Tedy, Tf € co a dale je z vypoétu vyse snadno vidét, ze T je spojity linarni operator a |T|| < e~2
S pouzitim reprezentace L} = Loo a (co)* = £1 dostavame, Ze pro x € £1 je T*x jediny prvek Loo([2,00))
spliwujici, ze pro kazdou f € L1([2,00)) plati

e * _ * z —nt - T efnt
L T*x(t) f(t)dt = T*x(f) = x(Tf) = Z n/ Fe ™ dt = / f(t);::1 n dt,

n=1

kde v posledni rovnosti jsme prohodili sumu a integral, coz je mozné z Lebesgueovy véty, nebot integrovatelna
majoranta je dana odhadem

oo 0o
(4) | > zne ™ <D lanle™ = Jlall-e7" € Li([2,00)).
n=1 n=1

Dale je z odhadu (4) vidét, ze | Y02 | zne "t < e~ 2||z||1, t > 2 a tedy se jedna o bodové konvergentni sumu, ktera
dobfe definuje funkci z Loo([2,00)). Celkem dostavame, ze T*z(t) = > 02 | zpe .
Pro vySetfeni kompaktnosti uvazujme kone¢né-dimenzionalni operator Ty : L1([2,00)) — c¢o dany predpisem
o0 N
Tnf= (/ ft)e ™ dt)
2 n=
Podobné jako vyse z odhadu (3) snadno zjistime, Ze se jedn& o spojity linarni operator. Dale pro f € L1([2,00))
plati (pouzivame zase odhad (3))

(T = Tn)fll = sup |Tf(n)| < sup e " fllx < e >N FD| £y,
n>N n>N

edy —1IN| < e” — perator 1 je te y ompa ni ernativne se aospoma ze Jje ompa ni
tedy |T —Tw || < 2<N+1> 0. Operat T'tdk kt’Alt t'v dal &itat, ze T je k ktni

koneéné—dimenzionélnlml operatory Tn).

% M4 1 _ &
Priklad 8: Mame [|(;:)[l2 = 1/{(2). Oznac¢me tedy posloupnost (n\/@)" 1 € £2 jako f1. Déle polozme

e G G N N P O N C R

a spoctéme

Fosa | LB [P,y KB B C)K@) — ()
| f21l3 7;1 2z C@n ¢(4) @ + ©) @ ;
tedy pro fo = Hglz mame, ze {f1, f2} je ortonormalni baze prostoru Y a nejblizsi bod v Y k zg uréime s pomoci

vzorce pro ortogonalni projekci jako
_ RSNV SENEENCAANROR
Prao) = (e PR+ 0 22 = 55 2 0 (n)n:1 ||f2| PP (n2 <(2>n) (n? <(2>n)n:1

@) (1™ ¢(2) BN/ L B\
*<<2)(n) e e\ e )(n2 <(2>n)n:1
_ (@1+ ((5)C(2) — ¢(3)¢(4 ><7_ 46)) >)°°

@n " K@) -<B3)? \nz (@n/ /),y

Uas

Priklad 9: Pro kazdé f € C([0,2]) plati || T f|locc < || max{t,t?}|oo - || flloo = 4/l f|loo @ tedy snadno nahlédneme,
ze T je spojity linearni operator a ||T| < 4.

VySetfeme nyni bodové spektrum. Pro |[A| < 4 tak hledame nenulové f € C([0,2]) spliiujici rovnost A\f(t) =
Tf(t) = max{t,t2}f(t). Pak ve viech bodech kde f(t) # 0 musi platit A = max{¢t,¢2}, tedy max{t,t?} musi byt
konstatni na mnoziné {¢: f(t) # 0}. ProtoZe ale nenulova spojita funkce ma nekoneéné mnoho bodt kde neni rovna
nule, dostavame celkem Ze op(T') = 0.

Zbyva vysetiit spektrum. Pro |[A| < 4 chceme zjistit, zda je AI — T surjektivni, tedy pro ktera g € C([0,2])

existuje f € C([0,2]) spliujici
() (A — max{t,£?}) f(t) = g(t), t€0,2].
Uvédomme si, Ze obor hodnot funkce max{t,t2} je roven [0,4] a tedy, pokud A ¢ [0,4], pak hledana spojita funkce
*‘M’ tedy dostavame, ze o(T') C [0, 4]. Naopak, pokud je A € [0, 4], pak exituje
t € [0,2] ze A = max{t,t?} a tedy pro funkci g(t) = 1, t € [0,2] rovnost (5) nastat nemize. Tedy [0,4] C o(T).
Celkem o(T) = [0, 4].

f je dana piedpisem f(t) =
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Pfiklad 10 (17 bodi). Necht je dano zobrazeni T : f5 — ¢ definované pfedpisem

Tx:<a:1—|—...+xn)°0

7 € 0y,
on ref

n=1

(1) DokaZte, ze Tx € £y pro x € {5 a ze T je spojity linearni operator.

(2) Vyjadrete dualni operator T* pomoci reprezentace dualu klasickych prostort.
(3) Zjistéte, zda je T kompaktni operator.

Piiklad 11 (13 bodt). Definujme funkcional ¢ : Lo ([1,00)) — R pfedpisem

o0 n+1 n

-1

cn=3 [ S a se Laoo.
n=1Y"

(1) Ukazte, Ze ¢ € (Loo([1,00)))* a uréete normu |||

(2) Naleznéte funkce f,, € Loo([1,00)), n € N sphwjici, ze {f,: n € N} je nekonetné a linearné

nezavisla podmnozina ker ¢.

Piiklad 12 (20 boda). Necht je dano zobrazeni T : C([0,2]) — C([0,2]) definované piedpisem

Tf(t):3f(t)—f(1)+/ tef(x)dz,  fe(0,2]),tel0,2].

0
Dokazte, ze se jedna o spojity linearni operator a naleznéte o(T) a o, (T).
(v této uloze uvazujte pouze realné Banachovy prostory)
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Priklad 10: Pro z € ¢2 a n € N s pouzitim Hdélderovy nerovnosti dostavame

vn

|zi Vi ®
©) |Txn|<22;s|| VD e YT
a protoZe suma y_ oo \2/; je konvergentni (naptiklad dle odmocninového kritéria), dostavame, ze Tz € £1 a ||Tz| <
lzll2 - >0y \2/; Snadno tak nahlédneme, Ze T je spojity linearni operator a ||T']] < 307 | ‘2/5
S pouzitim reprezentaci (¢2)* = ¥l a (£1)* = loo dostavame, Ze pro T : Lo — €2 plati pro kazdé y € lo a

T € Lo, Ze

o0
(M D (T y)nan = (T*y)(z) = y(Tz) = Z yn(Tz)n

n=1
Uvédomme si nyni, ze T'(ex) = (0,.. ik 2,&1‘#1 ey 2%, ...). Tedy, pokud do (7) dosadime z = e, dostaneme,

ze pro kazdé k € N mame
o0

(T*y)k = (T*y)(ex) = y(Tey) Z

oo
Mame tak vyjadfenu k-tou souradnici vektoru T*y a proto dostavame, ze T*y = ( o0 y—") 1 pro y € loo.

n==k 2m
Pro vySetfeni kompaktnosti uvazujme kone¢né-dimenzionélni operator T : 2 — ¢1 dany predpisem
1+ ... Fxn\N
Tnf = ( LT ") .
2 n=1

Podobné jako vySe z odhadu (6) snadno zjistime, Ze se jedna o spojity linarni operator. Dale pro z € {2 plati
(pouzivame zase odhad (6))

Vn
(T —Tn)zll= D> |Tzm) < zllz > o
n=N+41 n=N+1
f N—>oo
tedy [T — TN < 32— na1 57 0. Operator T je tedy kompaktni.
Priklad 11: Pro kazdou f € Loo([1,00)) mame |o(f)] < 1 ||fHo<,f"Jrl L < flloo % a tedy

snadno nahlédneme, Ze ¢ je spojita linarni funkce a [j¢|| < 307 71,2 Navic, pro f = Zn (=" X(n,n+1) plati,
ze [|fllooc =1a

o nt+1 1 o 4
=3 [T 52
n=17" n n=1 n
tedy |loll > >0, n% a proto celkem dostavame, ze |o| = >07 7712 Koneéng, funkce fr, = HQ(X(n7n+1/2) —

X(n+1/2,n+1)) SPIAYji Ze o(fn) =0, n € Na {fn: n € N} je ziejmé linearné nezavisla mnozina.

Priklad 12: Operator 7" mizeme napsat jako T = 31 + S, kde S je koneéné-dimenzionalni operator dany
predpisem Sf(¢) = —f(1) + f02 tzf(z)dz (obor hodnot S je dvoudimenzionalni prostor generovany funkcemi 1 a t).
Tedy, staéi uréit ze S je spojity linearni operator (pak i T' je spojity a lineérni) a spocitat o,(S) a o(S), nebot pro
kazdé A € Kmame A\] — T = (A —3)I — S atedy op(T) =3+ 0p(S) a o(T) = 3+ o(S).

Nejprve vySetfeme, Ze S je spojity operator. Zfejmé je linearni pro f € C([0,2]) a t € [0,2] mame

2 2
1SF(8)] < ||f||+||f||/0 jte| do < Hf||+2||fH/0 zdz = 5| f],

tedy S je spojity operator a [|S|| < 5.
VySetfeme nyni bodové spektrum operatoru S. Pro |A| < 5 tak hledame nenulové f € C([0, 2]) spliujici rovnost
Af = Sf. Pokud je A = 0 pak nenulovym fesenim je libovolna f € C([0, 2])\{0} spliwjici f(1) =0a f02 zf(z)dz =0,

naptiklad funkce
1—uxz, z € |0,1
f@) = o1
D1 —-z), z€]l1,2]
pro vhodnou konstantu D (vypoctem snadno zjistime, ze D = —%) Predpokladejme nyni, ze A # 0. Protoze

obor hodnot S je dvoudimenzionalni prostor generovany funkcemi 1 a t, musi byt jakdkoliv funkce spliiujici rovnici
Af = Sf tvaru f(t) = A+ Bt pro ngjaka A, B € R. Tedy, dostavame

2
A(A—i—Bt):Sf(t):—A—B—l—/ tz(A+Bm)dx:—A—B+t(2A+§B)
0

atedy AA=—-A—-BaB\=2A+ %B. Z prvni rovnice tak dostavame A = —1_‘_—)\ a dosazenim do druhé rovnice
BA = B(—125 + 3), tedy bud B = 0 (pak ale f = 0), nebo A = —H% + &, tj. po tipravé 32 —5 A -2 =0 a
po vyfFeSeni kvadratické rovnice dostaneme A € {2, —%}.Celkem tedy op(S) = {0,2, —%} a protoZe je operator S
kone¢né-dimenzionalni a tedy kompaktni, mame o(S) = {0, 2, —%}

Tedy, op(T) =3+ 0p(S) ={3,5,5} a o(T) =3+ 0(5) = {3,5, 3 }.



Vybrané partie z funkcionalni analyzy, LS 2021-2022
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 5.9.

Piiklad 13 (17 bodu). Necht je dano zobrazeni T : C([2,4]) — C([1,2]) definované piedpisem

2
(1) = / log(s + ) f(2s)ds,  feC(2.4).t €12,

(1) Dokazte, ze Tf € C([1,2]) pro f € C([2,4]) a ze T je spojity linearni operator.

(2) Pomoci reprezentace duali klasickych prostort vyjadiete 793/, (kde d3/0 je Diracova
mira v bodé 3/2) .

(3) Zjistéte, zda je T kompaktni operator.

Piiklad 14 (13 boda). Uvazujme Hilberttv prostor H = Ly([0,1],¢dt). Napiste ortonormalni
bazi podprostoru Y = span{1,t?} a naleznéte nejblizsi bod v Y k bodu f(t) = t.

Piiklad 15 (20 boda). Necht je dano zobrazeni T : ¢y — ¢¢ definované predpisem
Tr = (x3,222,3%1, ..., T30, 2T3n—1, 3T3n—2, - - -), T € cp.

Dokazte, ze se jedna o spojity linearni operator a naleznéte o(T") a o, (T).
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Priklad 13: Zvolme f € C([2,4]). Pak Tf je spojita funkce podle Véty o integralu zavislém na parametru
(integrovatelna majoranta existuje, protoze |log(s + t)f(2s)] < log(s + 2)|f(2s)| € L1([1,2]) pro kazdé t € [1,2]).
Zaroven

2 2
HTﬂboétﬂ bg@-+2ﬂf@sﬂdss|unm3[ log(4) ds = log(4)]| | oo,

tedy snadno nahlédneme, Ze T je spojity linearni operétor a ||T]| < log4.
S pouzitim reprezentaci C([2,4])* = M([2,4]) a C([1,2])* = M([1,2]) dostavame, ze T*d3/, jediny prvek
M([2,4]) spliwjici, Ze pro kazdou f € C([2,4]) plati

/fmﬂwmm T*655(f) = 635(Tf) = Tf(3/2) = /bw+%Mss /bpi (z) da,

tedy pokud budeme uvaZzovat funkci g(z) = % log(%), x € [2,4], pak T*63/9 = gdX (tj. T*d3/5 je mira s hustotou
g vzhledem k Lebesgueové mife \).

Pro vysSetfeni kompaktnosti zvolme f € Bg([2,4))- Pak, diky tomu Ze log je %—Lipschitzovské funkce na [2,4]
(protoze |(logt)’| = % < % na [2,4]), pro t,t' € [1,2] mame

2 2
ITf(t)—Tf(t’)IS/l |log(s+1t)—1og<s+t’)\|f<2s>|dss/1 -t 1ds < &t 1),

a tedy funkce T'f je %—Lipschitzovské. Dle Arzela-Ascoliho véty (protoze uz vime, Ze TBc([2,4]) je omezend mnozina)
je tedy T'Bg([2,4]) relativné kompaktni mnoZina a proto T' je kompaktni operator.

1
I = [ ede=4
[0]

Ozna¢me tedy funkci, ktera je rovna konstantné v/2 jako f1. Dale polozme

1
fo=t"—(#* 1)L =t — 2/ t*tdt = ¢ —
0

Priklad 14: Mame

N | =

a spoCtéme
1
2 2 4 1 _ 4—643
il = [ 02— prear=15 -5+ hb= 552 = 4,
1

tedy pro fo = v/24(t2 — 5) méame, ze {f1, f2} je ortonormalni baze prostoru Y a nejblizsi bod v Y k ¢ uréime s

pomoci vzorce pro ortogonalni projekci jako

1 1
Py (t) = (t, fi) f1 + (¢, f2) f2 =2/ $-$d$+24/ z(z? — )z da(t® — 3)
0 0
2 1 2 24 4 4
— <4 1_lhge? Ly =2422@2 =22, 2
st /0(3TJ 20 )de(t —5) =3+ 5 -3 =5+ ¢

Priklad 15: Pro kazdé = € ¢ plati

a tedy snadno nahlédneme, Ze T je spojity linearni operator a ||| < 3.

VySetfeme nyni bodové spektrum. Pro |A| < 3 tak hledame nenulové = € cg spliwyjici rovnost Tz — Az = 0, tj.
T3n — AZ3p—2 = 0, 223p—1 — AZ3n—1 = 0 a 3x3,—2 — A\x3, = 0, n € N. Tedy, bud A = 2 (pak nenulové Feseni je
napfiklad = = e3z), nebo x3,—1 = 0 pro n € N a existuje nenulové feSeni soustavy rovnic danych matici

-2 1 0 - 110
( 3 - O)N(:Sf)\z 0‘0)’
tedy musi byt 3 — A2 = 0, tj. A € {£v/3}. Celkem tedy o, (T) = {2, £+/3}. Vlastni vektor p¥islusny A\ = £v/3 je
naptiklad x = e; £+ V3es.
Zbyva uréit spektrum. Vime, ze o(T) D op(T) = {2,+v/3}. Zvolme tedy |\ < 3, A ¢ {2, +V/3} a zkoumejme,
zda je operator T'— AI surjektivni. Pro zadané y € cp musi pro kazdé n € N (r3n—2,%3n—1,T3n) Fesit rovnici

zadanou matici

A
- 0 1 Y3n—2 —A 0 1 Y3n—2 0 0 1 ﬁyiﬁan + 352 Ysn
0 2-X 0 |ysn—1 |~ 0 10 Yon—i ~] 0 1 0 Yon—i
3 0 -\ Y3n 3—22 0 0| \ysn—2+¥sn 1 0 0 )\2 Ysn—2 + 3 )\2 Y3n
tedy dostavame, 7e 3,2 = 3oz Ysn—2 + 35T Ysn, Tan—1 = “gi5t a Tzn = ﬁysnﬂ + 32z y3n pron € N.

Je lehké si uvédomit, Ze takto definovany prvek je opravdu prvkem co. Celkem tak dostavame, ze o(T') = o (T).



