CVICENI 1

1. Teoretictéjsi priklady
a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokaZete, je mozné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”)

Véta 1. Necht P a ) jsou metrické prostory, f,g: P — (@ jsou spojita zobrazeni a M C P je hustd v P. Jestlize
f =gna M, pak f = g na celém P.

Véta 2. Necht (P, p) je metricky prostor a A C P. Pak funkce = — dist(x, A) je 1-Lipschitzovska na P.
Véta 3. Soucin X; x Xo x --- x X, uplnych metrickych prostoru Xi,..., X, je téz tplny.

Véta 4 (dusledek Bairovy véty). Necht P je uplny metricky prostor, {F,,} C P je posloupnost uzavienych mnozin v
P a P =\J,, F,. Pak existuje n € N takové, Ze F,, méa neprazdny vnit¥ek.

2. Teoretic¢téjsi priklady, které by ale studenti opravdu méli ovladat

a) Necht X je normovany linearni prostor. Ukazte, ze B(z,r) = x + B(0,r) a B(0,r) = rB(0,1).

b) Ukazte, ze B(x,r) a U(z,r) jsou konvexni mnoziny.

¢) Necht X je normovany linearni prostor nad K, M C X a a € K. Ukazte, ze aM = oM.

d) Ukazte, ze v normovaném linearnim prostoru plati U(z,r) = B(z,r), Int B(z,r) = U(x,r) a OU(x,r) = 0B(z,r) =
S(z,r). Naleznéte piiklad metrického prostoru, kde tyto rovnosti neplati.

vvvvvv

a) Ukazte, ze vnitfek konvexni mnoZiny v normovaném linearnim prostoru je konvexni.

b) Necht X je normovany linearni prostor a Y C X je jeho vektorovy podprostor. Ukazte, Ze Y je také vektorovy
podprostor X a ze pokud Y # X, pak Y ma prazdny vnitiek.

4. Konkrétnéjsi priklady
a) Necht je dana posloupnost (f,,)22; v RY predpisem

k) = k+1 n+1

—m"‘m, n,k‘EN.

Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {co, {1, 02, {3, 0o }. Zjistéte, zda f,, n € N jsou prvky Banachova prostoru
X. Dale zjistéte zda je posloupnost f, konvergentni v Banachovych prostorech ¢y a o (a pokud ano, urcete jeji
limitu).
b) Necht je dana posloupnost funkei f, : [0,1] — R, n € N pfedpisem
e —1 n?
= + ,
fn(iU) 3x4 (n2—1+6x)2

neN,ze[0,1].

Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {C([0,1]), L1([0,1]), L2([0,1]), L3([0,1]), Loo ([0, 1]) }. Zjistéte, zda fy,
n € N jsou prvky Banachova prostoru X. Pokud ano, zjistéte zda je posloupnost f,, konvergentni v Banachové pros-
toru X (a pokud ano, uréete jeji limitu).

5. Dalsi vhodné p¥iklady: viz. [1, priklady 1, 2, 7, 10, 12 (1)-(6), 14 (1)-(2), 15 (1)-(2), 19, 20]

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kalenda/data/ufal5-pri.pdf



CVICENI 2

vvvvvv

) Dokazte nasledujici tvrzeni (az jej dokazete, je mozné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”)

Véta 5. Necht (P,p) a (Q,0) jsou metrické prostory, @ je uplny, M C P je hustd v P a f: M — @ je stejnomérné
spojité zobrazeni. Pak existuje spojité rozsifeni f na celé P. Toto rozsifeni je uréeno jednoznacné a je stejnomérné
spojité.
Véta 6. Prostory ¢, ¢ a £, pro p € [1,00) jsou separabilni.
Véta 7. Prostory oo (N), co(I) a £,(I) pro p € [1,00] a nespocetnou mnozinu I nejsou separabilni.

2. Ukazte, ze ¢ : X — K je spojity linearni funkcional, spoc¢téte jeho normu a zjistéte zda ¢ své normy
nabyva, jestlize

a) X =1, << >> = 22" ) ;wn, b> X = c, so((xn» = Z?f | ;nwm
) ([ ’ fO 2 dt d) ([07 fO t -5 dt

) X =44, ((fvn)) Zn 1( 1) zn; ) X =L, o((2n)) = Z (1 l)fvzn, 1

oo

8) X =2, ¢((wn)) = 1021 s h) X =4, (kde p € (1,00)), (( n)) = 2on1 n¥ns

i) X =C([0,1])
k)X L1([0,1

C

@

L o(f) = f(0) = F(1); §) X = Lo ([0, D,so(f) W2y <>dt
D, o) = [l efde 1) X = Ly(o, 1), o() = it — b7ty

3. Dalsi teoretické priklady

a) Necht (x,,) je posloupnost v Banachové prostoru. Ukazte, Ze > -~ | &, je bezpodmineéné konvergentni pravé tehdy,
kdyz Y p2 | n, je konvergentni pro kazdou podposloupnost (z,, ) posloupnosti (z,). (Hint: pouzijte B-C podminku a
pro jednu implikaci navic analogii dikazu Véty o charakterizaci bezpodmine¢né konvergence z prednasky)

b) Jaky je mnozinovy vztah mezi vektorovymi prostory ¢, a £, pro p < g7 Jaky je jejich vztah k prostoru c¢y?

c) Jaky je mnozinovy vztah mezi vektorovymi prostory Ly([0,1]) a L4([0, 1]) pro p < ¢?

d) Jaky je mnozinovy vztah mezi vektorovymi prostory L,(R) a Ly(R) pro p < ¢7

e) Necht p € {0} U [1,00) a a = (an)52; je prvkem prostoru ¢, (kde symbolem ¢y rozumime prostor cg). Ukaizte, ze
Y neN Ann = a.

f) Pro kazdé p € (1, 00) naleznéte v prostoru ¢, bezpodminetné konvergentni fadu, ktera neni absolutné konvergetni.
g) Naleznéte v prostoru C([0, 1]) bezpodmine¢né konvergentni fadu, ktera neni absolutné konvergetni.

4. Dalsi vhodné priklady:
a) teoretictajsi viz. |1, pitklady 12 (7)-(9), 13, 14 (3), 15 (3)-(4), 16, 17, 18, 42 (1)-(2), 34, 43, 45|
b) pocitaci viz. |2, pfiklady z oddilii 1 a 2 - nékteré z nich pouzity vyse; 1 je trochu t&zsi - spiSe zkouskové obtiznosti]

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufals-pri.pdf
[2] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-normy.pdf



CVICENI 3

a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ jej dokaZete, je mozné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”)
Véta 8. Necht K je kompaktni metricky prostor. Pak prostor C(K) je separabilni.

2. Ukazte, ze T : X — Y je spojity linearni operator, spoctéte jeho normu a zjistéte zda existuje = € Sx
spliwgjici | Tz| = ||T'||. Dale zkoumejte nasledujici otazky:

e Je operator T prosty? Pokud ne, zjistéte jeho jadro.
e Je operator T na?

e Je operator T izometrie, pripadné izomorfismus? Pokud ano, popiste jeho obor hodnot a spoctéte
normu inverzniho operatoru.

a) X =Y =/{y, T((xn)) = (0,21,22,...); b) X =Y =4ly, T((xy)) = (v2, 23, T4, ...);
)X =Y =l T((z) = ()27 d) X =Y = b, T((xn)) = (;25%0)521;

e) X =Y =C([0,7]), kde r > 0, T(f)(t) = [ f(z)da;

£) X =C([0,7]), Y = C'([0,7]), kde 7 > 0, T(f)(t) = [y f(z)dz;

3. Dalsi vhodné priklady:

a) teoretic¢t&jsi viz. |1, priklady 21-26, 28]

b) teoretic¢téjsi ke konecné-dimenzionalnim prostorim viz. |1, piiklady 37-38, 44]

c) poditaci viz. |2, pfiklady (a)-(s) z oddila 3 a 4 - nékteré z nich pouzity vyse|
(vybér standardnéjsich: 3 a 4 (c), (e), (g), (i), (k), (n), (s); 3 a 4 (d) je trochu t&zsi)
[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufals-pri.pdf

[2] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ "kalenda/data/ufal5-normy.pdf



CVICENT 4

a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokaZete, je mozné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”)

Véta 9. Necht Q C R? je lebesgueovsky méfitelna mnozina a p € [1,00). Pak C.(2) je husta podmnozina L,(Q, \),
kde
Ce(Q) :={f : Q— K: f spojitd a {f # 0} omezena}

Véta 10. Necht Q C R? je lebesgueovsky méFitelna mnozina a p € [1,00). Pak prostor L,(£, \) je separabilni.

b) Necht X je Banachiv prostor a Y C X uzavieny podprostor. Dokazte, Ze pro kvocientové zobrazeni ¢ : X — X/Y
plati, Ze q(Bx) = Bx/y pravé kdyz pro kazdé x € X existuje y € Y spliwjici ||z — y[| = d(z,Y).
c¢) Necht X = C([0,1]), Y = {f € X: f[jo,1/2) = 0}. Pomoci pfedchoziho cviceni ukazte, ze pro kvocientové zobrazent
q: X — X/Y plati, 7e ¢(Bx) = Bx/y-

d) Dokazte, Ze na prostoru £ /co plati

|Z]| = limsup |z, T € ln.
n— o0

2. Ukazte, ze T : X — Y je spojity linearni operator, spoc¢téte jeho normu a zjistéte zda existuje =z € Sx
spliwjici ||Tz|| = ||T||. Dale zkoumejte nasledujici otazky: Je operator T prosty? Pokud ne, zjistéte jeho
jadro. Je operator T na? Je operator T izometrie, pripadné izomorfismus? Pokud ano, popiste jeho
obor hodnot a spoc¢téte normu inverzniho operatoru.

a) X = CY([0,1]), ¥ = C(0,1]), T()®) = f'— f; b)X = ¥ = L,(0,1]), kde p € [1,00], T(/)(t) = F(V:
¢) X =C%([0,1)), Y =C([0,1]), T(/Yt) = "+ f; d) X =Y = L,([0,1]), kde p € [1,00], T(f)(t) = (t — % f).

3. Ulohy ze zkouskovych pisemek z minulych let
a) Na prostoru X = ¢y @ ¢ definujme funkcionaly ¢1, p2, p3 predpisem

o0 [o.¢]
x y
or@y) =) or wamy) =) on es(@.y) = ei(e,y) +ea(w,y)
n=1 n=1

pro z = (z,)22, € co ay = (yn)o2, € £1. Ukazte, Ze @1, p2, 3 € X*, spoctéte jejich normy a urcete, které z nich
nabyvaji své normy a které nikoliv.

b) Necht

Zjistéte, pro jakd k € Z a p € [1,00) je T' € (Ly([0,1]))*. Pro tato k € Z a p € [1,00) najdéte normu ||| a zjistéte,
zda se ji nabyva.

c¢) Necht X = C([0, 1], R). Definujme funkcionély ¢; a (o predpisem

1/3 1 1/3 1
sm(f):/ i+ so1<f>=/ f— 5 fex
0 2/3 0 2/3

a podprostory
i={feX: f(0)=f1)}, Ye={feX:f(0)=—-f(1)}

UkaZte, Ze 1,92 € X*. Spoctéte normy funkciondlt ¢1ly,, ¢1ly,, ©2|y; a 2|y, a urCete, které z nich nabyvaji své
normy a které nikoliv.



4. Dalsi vhodné priklady:

a) teoreti¢téjsi ke kvocientim viz. [3, piiklady 16-23]

(17-18 nejsou prilis tézké, 19 je docela poucné protoze prostor £, /co je v teorii neseparabilnich prostori celkem hojné
pouzivany, 20-22 jsou zajimavé ale docela slozité, 23 je uzitecné si rozmyslet ale je to spiSe cviceni z teorie miry nez z
funkcionalni analyzy)

b) teoretictéjsi k projekcim viz. [4, priklady 13-15, 17-18]

(13-14 jsou celkem jednoduché, 15 je analogické jako FeSeny Piiklad 53 ze skript a 18 je dosti pou¢né nebot se jedna
o netrivialni znamou vétu)

c) poditaci viz. |2, priklady (u), (w)-(z) z oddila 3 a 4] (nékteré pouzity vyse)
[2] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kalenda/data/ufal5-normy.pdf

[3] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“kalenda/data/ufalb-pr2.pdf

[4] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-pr3.pdf

CVICENI 5

Na patém cviceni jsme psali zdpoc¢tovou pisemku.

Dalsi vhodné teoretické priklady:
a) teoreti¢t&jsi k Hilbertovym prostorim viz. |1, piiklady 31-32, 35-36]

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-pri.pdf



CVICENI 6

1. At X je jeden z realnych Banachovych prostorid X = C(K,R), X =¢o(I,R) a X = {,(I,R) pro p € [1,00].
Zjistéte, zda komplexifikace X¢ jsou pFirozené izometrické prostoram C(K,C), ¢y(I,C) a ¢,(I,C) pomoci
zobrazeni Xc > (f,g9) — f +ig.

2. Necht X je normovany liearni prostor a U oteviena konvexni mnoZina obsahujici 0. Ukazte, Ze exis-
tuje pravé jeden sublinearni funkcional p na X, pro ktery plati U = {z € X: p(x) < 1}. Ukazte, Ze p je
spojity.

(Hint: Uvazte p(x) = inf{t > 0: z € tU})

3. V nasledujicim prikladé je dan Hilberttav prostor H, jeho uzavieny podprostor Y a bod zg € H.
Najdéte néjakou ortonormalni bazi Y, napiste vzorec pro ortogonalni projekci na Y a najdéte nejblizsi
bod v Y k bodu xg.

a) H = (C3, Y = {(xl,xg,l‘g) eC?: 1T1 + 109 — T3 = 0}, xro = (i,Q,O).

b) H = Ls([-1,1]), Y podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, xo(t) = sint.

c) H=Ly([-1,1], ﬁ)\), Y podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, xq(t) = 3.

= SR 1 . ) ) t
(pripometime, Ze mirou yu = == rozumime borelovskou miru, pro kterou plati L f@)du(t) = [, fl(—)t2 dt).

d) H = La([-1,1],e7t)), Y podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, xo(t) = t°.

3. Dalsi vhodné priklady:
a) teoreti¢t&jsi k Hahn-Banachové vété viz. |3, priklady 1-6]
b) po¢itaci k Hilbertovym prostorim viz. |5, priklady 1-7|

[3] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kalenda/data/ufal5-pr2.pdf

[5] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ "kalenda/data/ufalb-projekce.pdf



CVICENI 7

1. Necht H je Hilbertv a Y C H jeho podprostor. UkaZte, Ze pro kazdy funkcional f € Y* exituje pravé
jeden funkcional F € H* stejné normy, ktery rozsifuje f. (Hint: ukaste, Ze nutné F =0 na Y1)

2. Najdéte podprostor Y C /1 a f € Y*, pro ktery existuji dvé rizna rozsifeni na ¢, ktera maji stejnou
normau.
3. Necht X je normovany linearni prostor, Y jeho podprostor. Necht 7': Y — X je identické zobrazeni.
Ukazte, ze T* : X* — Y* je dano vzorcem T*(z*) = z*|y pro z* € X*.
4. Necht X je normovany linearni prostor a f € X*. Nejprve interpretujte rovnost K = K* (tj. popiste
prislusnou izometrii). Pak odvodte vzorec pro f*:K* — X* jakozto prvek L(K, X™*) pf¥i zjisténé identi-
fikaci K = K*.
5. Ukazte, ze T € L(X,Y) a vyjadfete dualni operator 7% € L(Y*, X*) pomoci reprezentace duali klasick-
ych prostori. V pripadé, ze X a Y jsou Hilbertovy, vyjadiete také hilbertovsky adjungovany operator
T,

) (C2 ” H2)7 (C37H ’ H2)7 T(x17$2) ($1+$2,.%'1 —$2,2.T1+ZC2);
), Y = (C?’, || . ||2), T(l‘l, 1‘2) (1‘1 + ’il‘g,( + i)SL‘l — T9, T — 2’i$2);

b) X = (C2 - |
c) X =Y :K , T((zn)) = (0, 21,22,...); d) X =Y =4ty T((xn)) = (x2,x3, 24, ...);

e) X =Y = 8 ((azn)) (x1,1x9, x3,124,...); ) X =Y =Ly, T((zy)) = (x1 — w2, 22 — 221, T3, T4, .. .);

B X =0, = e, T{(m)) = (255202 10 )X = 0, = e, T((e)) = (S50, 20)

DX ¥ = Ly([0.1]). ke p € [Low), TN = (B ) X — ¥ — (0. 1), Ko p & [Lo0). T() = x, 1,1

6. Ukazte, Ze ¢* je izometricky ¢; a pfisluSnou izometrii popiste.
(Hint: Uvazte zobrazeni T : {1(NU {oo}) — ¢* definované predpisem T(f)(x) =Y poq f(k)zk + f(00) limpg_y00 z-)

7. Dalsi vhodné piiklady:

a) teoreti¢téjsi k Hahn-Banachové vété viz. [3, priklady 7-13] a [4, priklad 16]
b) pocitaci k dudlnim a adjungovanym operatorim viz. |6, piiklady 1 a 2 (a)-(m)]
(nekteré zminény vyse)

[3] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-pr2.pdf

[6] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-dualniop.pdf



CVICENI 8

1. a) Na prostoru ¢y @ ¢ definujme funkcional ¢ : ¢y @2 1 — K predpisem

[e's]

Tn+ Y

90(x7y) = E n2n TL, €T = (xn)%ozl €co, Y= (yn)%o:1 € gl-
n=1

Ukazte, Ze ¢ € (co B2 ¢1)* a urcete normu |||
b) Na prostoru X = Lo ([0, 7]) @1 ¢3 nad télesem realnych ¢isel definujme funkcionél ¢ : X — R predpisem

= [ st costdt+z e L0, = ()i € Lo

Ukazte, ze ¢ € X* a urete normu ||p||.
2. V nasledujicich prikladech je dan operator ¢ : C([0,1]) — R. Naleznéte p € M([0,1]) spliwjici, Ze p
reprezentuje funkcional ¢ pomoci duality z Rieszovy véty o reprezentaci a uréete hodnotu ||¢|.
a) o(f) = LOFD o Ly p(#)dt pro kazde f € C([0,1));  b) &(f) = f(0) — Ji/? F(2t) dt pro kazdé f € C([0,1]).
3. Ukazte, ze T € L(X,Y) a vyjadrete dualni operator T* € L(Y*, X*) pomoci reprezentace duali kla-
sickych prostori.
a) X =01, Y = Ly([0,1]), kde p € [1,00), T'((xp))(t) = >, znt™, t € [0,1];
b) X =61, Y = C([0,1]), T((xn))(t) = 521 ant™, t € [0,1];

¢) X = Lo([0,1]), Y = co, Tf = (77 f(t) cosktdt)y>,;  d) X = La([0,1]), Y = bo, T'f = (J7™ £(t) cos kt dt);2 ,;
) X =Y =C([0,1]), Tf(t) = f+ f(1) - f(0); H)X=YV= C([ ]) Tft) = f(1—1);

g) X =Y =C([-11]), Tf(t) = f(#*); h) X =Y =C([0,1)), =y [

4.At keN

(a) Ukazte, 7ze ¢ € (C*([0,1]))* pravé kdyz existuji po, .. ., ur € M([0,1]) spliwjici

k 1
—Z/O F® (), f® e c*()o,1)).
i=0

a gl = mas{ul) = 0,..., K},
o Ukaite, ze p € (C*([0,1]))* pravé kdyz existuji ag,...,o_1 € K a u € M([0,1]) splijici

Zaf(’ / Fdut). 1% e CH(.1).

3. Dalsi vhodné priklady:
a) teoreti¢t&jsi k reprezentaci duélnich prostori viz. |3, ptiklady 25 (1)-(4), 26 bez poznamky o reflexivité, 29, 30 (1)
a (2), 31, 32 (1) a (2), 33, 34, 35|
b) teoreti¢t&jsi k anihilatoriim a kanonickému vnofeni do druhého dudalu viz. 3, priklady 15, 24 (1) a (2), 27|
c) teoretictéjsi k dualnim a adjungovanym operatorum viz. [4, pfiklady 23-30]
d) pocitaci k dualnim a adjungovanym operatorium viz. |6, piiklady 1 a 2 (n)-(y)]

(mnoho z nich je pouzito vyse)

[3] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ “kalenda/data/ufal5-pr2.pdf

[6] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufals-dualniop.pdf



CVICENI 9

Studenti mohou pfi feSeni néasledujicich pfikladi pouzivat nasledujici vétu

Véta 11 (Arzela-Ascoli). Necht K je kompaktni metricky prostor a F' C C(K,R). Pak F je relativné kompaktni v
C(K,R) pravé kdyz je omezena a stejné spojita.

Proof. Viz. |8, Véta 13.4.6]. O

1. Urcete, zda je operator 7' : X — Y kompaktni
a) X = (K% || - |l2), Y = (K4 || - ), T(z1,22) = (z1 + 22, 23 + 424, T2 — 323,421 + 52g + 24)
b) X =Y =4y, T((xy)) = (0,23, x4, 5, 76,...) <) X =Y =4y, T((x,)) = (imn);’le

Vn
d) X = 23/27 Y =co, T((zn)) = (W)ZOZI e) X = LP([O? 1]),Y = Lp([07 g])a kde p € [1,00), T(f)(t) = f(sint)
f) X =01, Y = Li([0,1]), T((2n))(t) = ZZO=1 znt"  g) X =Y =C([0,1]), T(f) = f—3f(0) +2f(1)

h) X =Y =C([0. 1)), T(H)(t) = J; exp(2ts)f(s)ds 1) X = La((0,2n]), ¥ = co. T()(t) = (J7 £(t) sim kit A3,

2. Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) Necht (e,) je ortonormalni posloupnost v Hilbertové prostoru H. Dokaite, Ze pak e, — 0.

Hint: pouZijte Besselovu nerovnost

b) Necht T' € L(X,Y) a {z,} je slabé konvergentni posloupnost v X. Pak {T'z,,} je slabé konvergentni.

c) Pokud {x,} je posloupnost v ¢;, pak x, konverguje slabé, pravé kdyz konverguje v normé (tj. £ ma Schurovu
vlastnost).

Ndvod: Postupugte sporem: Pokud ne, pak v {1 existuje posloupnost {xy}, kterd slabé konverguje k nule a pFitom ex-
istuje ¢ > 0, Ze ||zk|| > € pro kazdé k € N. Ze slabé konvergence plyne konvergence na kazdé soutadnici. Pomoct
matematické indukce zkonstruujte rostouci posloupnosti prirozengjch cisel {N;} a {M;}, Ze Z;’iNd [z, ()] < 165 @

le-vzjl |z (1) < 165 pro kaZdé j € N kde Mo = 1 (tj. xp; md “98% supportu v {Nj,...,Njy1}”). Ndsledné najdéte
f€le=(0)", Ze f(xm;) > 15 pro kaZdé j a z toho odvodte spor.

d) Polozime-li f,,(z) = sin(nz) € L1([0,27]), pak f, — 0, ale f, M 0. Odvodte, ze ¢1 neni izomorfni L; ([0, 1]).

Hint: Pro dikaz f, — 0 pouZijte Riemannovo-Lebesqueovo Lemma z teorie Fourierovijch fad a fakt, Ze sint =
3 (e —e" ™) prot € R

e) Ukaizte, ze prostory co, £p, p € (1,00] a C([0, 1]) nemaji Schurovu vlastnost.

f) Polozime-li f,(z) = sin(nz) € L1([0,27]), pak fn, = 0, ale (f,)? = 3.

g) Polozime i 11,(A) = nu(AN [0, 1]) € M([0,1]), pak p, % 5(0).

3. Dalsi vhodné priklady:

a) teoreti¢t&jsi k reflexivnim prostortum viz. |3, priklady 24 (3), 25 (5), 32 (3)] a |4, priklad 31|
b) teoretictéjsi ke kompaktnim operatortim viz. [4, priklady 32-39]

¢) pocitaci ke kompaktnim operatorim viz. |7, vechny piiklady|

[3] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-pr2.pdf

[4] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufalb-pr3.pdf

[7] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-kompakt.pdf
[8] pripravovana skripta z mat. analyzy, umisténa na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/analyza.pdf



CVICENT 10
Na desatém cviceni jsme psali zdpoctovou pisemku.

1. Necht k € C([0,1]?). Pro f € C([0,1]) definujme

Tf(t) = /01 f(s)k(s,t)ds, te]0,1].
Ukazte, ze T € L(C([0,1]),C([0,1])) a ze T je kompaktni operator.
2. Necht k € Ly([0,1]2). Pro f € L2(]0,1]?) definujme

Tf(t) = /01 f(s)k(s,t)ds, te]0,1].
Ukazte, 7e T € L(L2([0,1]?), L2([0,1]?)) a Ze T je kompaktni operétor.

3. Dalsi vhodné teoretické priklady:
a) teoreti¢t&jsi k uplnosti v Banachovych prostorech viz. [4, priklady 1-12]

[4] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-pr3.pdf



-VYSLEDKY

CVICENT 2
2. a) [l¢|| = 1, normy se nabyva napitklad pro = e;  b) [|¢|| = 1, normy se nenabyvd c¢) |¢| = 1, normy
se nenabyva  d) H<p|| 1, normy se nabyva pro f(t) = sgn(t — 3) e)|l¢|| = 1, normy se nabyva napiik-
lad pro z = (( 211) )22, f)|lell = 1, normy se nenabyva  g) [[¢|| = [(2)[l2, normy se nabyva napriklad pro
z = (5 (CZi ) W llel = ()llg, normy se nabyva napitklad pro = = (7= - (27 ) /P)ne,

i) |||l = 2, normy se nabyva napiiklad pro f(t) = 1 —2t j)|[j¢|| = 3, normy se nabyva napiiklad pro X[OE]

k) [l¢ll = 1, normy se nenabyva 1) [l¢| = 3, normy se nenabyva

3. b)prop < gmamel, C l; T cy c)prop < gmame Ly([0,1]) € L,([0,1]) d) prop < g mame Ly(R) ¢ L,(R)
Ly(R) & Ly(R) S
CVICENI 3

Néekteré vysledky prikladt 3.-4. ze zdroje https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“kalenda/data/ufal5-normy.

pdf:
a) T je izometrie, neni na, RngT = {z: z(1) = 0}
b) [|T'|| = 1, normy se nabyvé, T neni prosty a je na, KerT' = {z: z(i) = 0 pro kazdé i # 1}
¢) T je izometrie na
) IT|| = 1, normy se nabyva, T neni prosty a neni na, KerT' = {x: x(2i) = 0,7 € N}
f) ||T|| = 1, normy se nabyva, T" je prosty a neni na, RngT = {x: (nx,)52; € f2}, neni izomorfismus

)

)

)

IIT|| = 2, normy se nabyva, T je prosty a na, je izomorfismus

|IT'|| = 1, normy se nenabyvé, T' je prosty a na, je izomorfismus
i) |T']| = 1, normy se nabyva, T je prosty a neni na, RngT = {z € l: (zy, — p—1)52; € {1} (kde zo := 0), neni
izomorfismus
k) ||T|| = 3, normy se nabyva, T je prosty a na, je izomorfismus

) ||T']| = r, normy se nabyva, T je prosty a neni na, neni izomorfismus

n) |7 = %, normy se nabyvé, T' je prosty, neni izomorfismus

r) ||T|| = r 4+ 1, normy se nabyvé, T je prosty a neni na, Rng7T = {f: f(0) = 0} , je izomorfismus

s) [|T|| = 1, normy se nenabyva, T neni prosty a je na, KerT = {f: f = const}, neni izomorfismus
CVICENTI 4

2. a)||T|| =1, normy se nabyva, T nenf prosty a je na, KerT = {ce!: c € R}

b) pro p = oo je T isometrie na; pro p € [1,00) je ||T|| = 2'/?, normy se nenabyvé, T je prosty a neni na, neni
izomorfismus

o) |7 = 1, normy se nabyva, T neni prosty a je na, Ker T' = span{sin(¢), cost}, neni izomorfismus

d) [|T|| = 5, normy se nabyva pouze pokud p = 00, je prosté a neni na, neni isomorfismus.

3. a) Hcle = 1, nenabyva se; ||pa|| = 5 nabyvé se; |los|| = 1, nenabyva se

(podrobnéjsi postup feseni viz. https: //Www2.kar11n.mff .cuni.cz/"kalenda/pis-fsv/1516/pisufa.htm
b) T € (Ly([0,1]))* pravé kdyz k > 0, pro p =1 je |T'|| = 1 a normy se nabyva pravé kdyz k = 0; pro p € (1,00) je

T = ||lz*l, = 1/kp+p - kde 2 —|— 2=1a normy se nabyva pro kazdé k > 0
c) lerhvill = llenlva |l = ||902|Y1H = ||902|Y2H = 2, normy nabyvaji pouze funkcionaly ¢1ly; a @aly,.




(podrobnéjsi postup feSeni viz. https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kalenda/pis-fsv/1516/pisufa.htm

CVICENI 6

3. a) ON baze Y je naptiklad {\[(1 0 z) f( 1,2 z)} (vznikne ortogonalizaci baze {(1,0,1),(0,1,7)}), OG pro-
1

jekce dana predpisem Pyx = (gxl 3T2 — 3$3, 31‘1 + 3:U2 — %Jjg, %xl + %xz + %333), nejblizsim bodem v Y k bodu
zo = (i,2,0) je bod £(—2+4 2i,4 —i,—1 + 2i).

b) ON béze Y je napiiklad {%, \/gx, \/§(3$2 —1)} (vznikne ortogonalizaci baze {1, z,z%}), OG projekce dana pied-

pisem
P,f(x) = (%53:2—2) /11t2f(t)dt+;’x/lltf(t)dwr( By / 110

nejbliz§im bodem v Y k bodu z¢ = sint je bod f(x) = 3z(sinl — cos1).
c) ON baze Y je napiiklad {f’ \/ja: \/%(2302 — 1)} (vznikne ortogonalizaci baze {1,z,2%}), OG projekce dana

predpisem
1= (8 [l (41 [

nejblizsim bodem v Y k bodu xg = sint je bod f(z) = %x.

d) ON béaze Y je napiiklad {1,z — 1, % — 2z + 1}, OG projekee je dana vzorcem

P(f)(x)—(ff—x—i—;)-/ tze_tdt+(—x2+5x—3)~/ te_tdt+(z22—3x+3)-/ e tdt,
0 0 0
nejblizéi bod je f(x) = 600x2 — 2520z + 720.

CVICENI 7

5. a) T*(y1,vy2,u3) = (y1 +y2 + 2y3,u1 — y2 +v3) = T (y1,y2,93);  b) T*(y1,y2,43) = (y1 + (1 + i)ya +
Y3, 11 — Y2 — 21y3), T*(y1, y2,y3) = (y1 + (1 — D)y2 +ys, —iy1 — y2 + 2iy3); ) T*((yn)) = T*((yn)) = (y2,Y3, Y4, - - .);
d) T*((yn)) = T*((yn)) = (07y17y27y37 i )’ e) T*((yn)) = (y1,iy2,y3,iy4, o ')a T*((yn)) = (yla _iy27 Y3, _iy47 o )a
£) T*((yn)) = T*((yn)) = (1 — 292,92 — Y1, Y3, ¥4, --); - 8) T"((yn)) = Okl B)nzrs 0) T ((yn)) = ko k)ntss
DT (g)(t) = 209(t%); ) T"(9) = x 1, 9-

CVICENI 8
1 — 5 =92 2 = %40 44X b) by — A
. ) HsOH 21 b) [l = L) = + ) 60— 3
3. = (Jy g@)tmdt)>" g € Ly([0,1])  b) T* = (Joyt"d )y, 1€ M([0,1])

p(t
c) T*(( ))(t) = anl yn cos(nt) (fada konverguje absolutne v Loo([0,27])) ) T*((yn))(t) = > ory yn cos(nt) (fada
konverguje v prostoru Lo([0,27])) e) T*(u) = p+ wu([0,1])(61 — do) ) T*(p)(A) = p({t € [0,1] : 1 -t € A})
pro A C [0,1] borelovskou  g) T*(u)(A) = u({t € [-1,1] : 2 € A}) pro A C [-1,1] borelovskou h) T*(u)(A) =
J41([t,1]) dt pro A C [0, 1] borelovskou
CVICENT 9

1. a)ano b)ne c¢)ano d)ano e)ne f)ano g)ne h)ano 1i)ne



CVICENI 11

1. Pro nasledujici operatory ukazte ze T' € L(X) a uréete o(T') a op(T).
a) X =Vly, T((xy)) = (2,23, ...);

b) X =/ls, T((zy)) = (0,21, x2,...);

c) X =4a, T((zn)) = (—x2, 21, —%$4,1’3, —%1'6,1'3,...);

(v tomto piikladu uvazujte pouze prostory nad té&lesem komplexnich ¢isel)

d) X =co @1 4o, T(z,y) = (y,0) pro (z,y) € co X la;

e) X =L, T((zn)) = (1,22 — F,23 — T, 24 — 5, .. .);

2. Necht X = ¢y, nebo X = ¢, pro néjaké p € [1,00). Necht je dale dana posloupnost (an)5>; € {s a operator
T : X — X definovany predpisem
T(x) = (anTyn)oq, z e X.

Ukazte, ze T' € L(X, X), najdéte o(T") a op,(T) a zjistéte, kdy je T" kompaktni.

3. Dalsi vhodné priklady:
a) teoreti¢t&jsi k vySetfovani spektra viz. [4, piiklady 41,43,45,46];
b) pocitaci k vySetfovani spektra viz. [8, ptiklady 3,4,7-10].

[4] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-pr3.pdf

[8] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ "kalenda/data/ufals-spektrum.pdf

Vysledky:
1. a)op(T) ={Ax e K: |\ <1}, 0(T) = Bg b)op(T) =0, o(T) = Bk c¢)op(T) = {=£
o(T) ={0}Uop(T) d) o(T) =op(T) = {0} ¢) op(T) =0, o(T) = {1}

n € N},
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Na cviceni jsme se vénovali predevsim piikladim na vypocet spektra ze sbirky fesenych ptikladt. Dalsi priklady k
procviceni jsou nize.

1. Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) Necht X je Banachuv a T € L£(X) ma levy inverz S; a pravy inverz So. Dokaite, Ze T je invertovatelny a
S1 =959 = 71

b) Necht X je Banachiiv a T' € £(X) je invertibilni (tj. T' je izomorfismus X na X). Ukazte, ze A € o(T') pravé kdyz
A leo(T™h).

c) Necht X je Banachuv a T' € £L(X) je izometrie X na X. Ukazte, Ze pak o(T) C {A € K: || =1}.

2. Necht T : /5 — /5 je definovan predpisem

T((wa) = (2)% ), web

n n=1’

a) Naleznéte predpis pro T*;  b) Dokazte, ze operator T*T je kompaktni a samoadjungovany;
c) Diagonalizujte T*T, tj. naleznéte posloupnost ¢isel {\,} a ortonormalni posloupnost {z,} splijici

[o¢]
T Ty = Z A, 2n) 20, x € {o.

n=1

K(s,t) = {Ei—:))t 0<t<s,

a definujme operator T € L£(Ly(]0, 1])) rovnosti

3. Necht

1
T(f)(s):/o K(s,t)f(t)dt, s e 0,1].

Dokazte, Ze:

a) T je kompaktni samoadjungovany operator;

b) Pro kazdé f € Ly([0,1]) je T'f spojita funkce s.v. a pro kazdé f € C([0,1]) plati ze (T'f)" = —f s.v,;

c¢) Vlastni ¢isla operatoru T' jsou ¢isla ng—lﬁ, n € N, odpovidajici vlastni vektory jsou sin(nmx) a kazdy vlastni prostor
je jednorozmérny.

d) Z Hilbert-Schmidtovy véty pak odvodte, Ze

2.2
nem
n=1

00 1
Tf(x)= Z ! (/0 f(t) sin(nwt) dt) sin(nt), f € Lo([0,1]).

CVICENI 13

Na cviceni jsme se vénovali pfedevsim piikladiim na Fourierovu transformaci ze sbirky resenych piikladi.



