I. Banachovy a Hilbertovy prostory

1. Zakladni vlastnosti
K je R nebo C
Definice 1. Necht' X je vektorovy prostor nad K. Funkei ||-||: X — [0, c0) nazyvadme normou na X, pokud
(i) |||l = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0,
(i) [z +yll <[zl + [yl pro viechna z,y € X,
(iil) [Jaz|| = |af - ||z|| pro viechnaz € X a a € K.
Dvojici (X, ||-||) nazyvame normovanym linedrnim prostorem.
Tvrzeni 2. Necht' (X, ||-||) je normovany linedrni prostor nad K.
(a) Funkce p(x,y) = ||z — y| pro x,y € X je translacné invarianini metrika na X.
(b) Norma je 1-lipschitzovskd (a tedy spojitd) funkce na X.
(c) Zobrazeni +: X x X = X a-: K x X — X jsou spojitd.
e Uzavienou kouli o stfedu z € X a poloméru r > 0 budeme znacit Bx (z,7), tj. Bx(z,7) = {y € X; ||z —y|| < r}.
e Otevfenou kouli o stfedu 2 € X a poloméru r > 0 budeme znalit Ux (z,7), §j. Ux(z,7) ={y € X; |lz —y| < r}.
e Mnozina Bx = Bx(0, 1) se nazyvd jednotkové koule v X.
e Mnozina Ux = Ux (0, 1) se nazyvd oteviend jednotkové koule v X.
e MnoZina Sx = {z € X; |z|| = 1} se nazyva jednotkova sféra.
Definice 3. Banachiiv prostor je normovany linedrni prostor, ktery je Gplny v metrice dané normou.
Tvrzeni 4. Necht’ X je normovany linedrni prostor a’Y jeho podprostor.
(a) Je-li'Y Banachiiv, pak Y je uzavieny v X.
(b) Je-li X Banachiiv, pak'Y je Banachiiv, pravé kdy Y je uzavienyv X.
Priklad 5. Na pfednasce byly ddle zminény tyto piiklady Banachovych prostort (p € [1, co)):
(K [1llp); Lp(€, A, 11 K); £,(1) C(K)s 5 c0.
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Priklad 6. Dalsi piiklady Banachovych prostori:
coo (je normovany linedrni, neni Banachiv); co(I) (a jesté orientatné: C' ([0, 1]), M(K)).

Definice 7 (ekvivalentni normy). Necht' X je vektorovy prostor a ||-||1, ||-||2 jsou normy na X . Rekneme, Ze normy ||-||1 a ||-||2
jsou ekvivalentni, pokud existuji A, B > 0 takové, Ze pro kazdé = € X plati A||z|2 < ||z|1 < Blz||2-

Véta 8. Na konecnérozmérném vektorovém prostoru jsou vSechny normy ekvivalentni.

Lemma 9. Necht’ X je vektorovy prostor, ||-||1 a ||-||2 jsou normy na X, B1 = Bx |.|,), B2 = Bx,|.|,) @ a,b > 0. Pak
allz|l2 < ||zl < bllx||2 pro kazdé x € X, prdvé kdyZ aBy C Bs C bBjy. Specidlné, ||-||1 = ||-||2 prdvé tehdy, kdyZ By = Ba.

Tvrzeni 10. Necht' X je vektorovy prostor, ||-||1 a ||-||2 jsou normy na X a By = B(x ).|,), B2 = B(x||.||)- Ndsledujici tvrzeni
Jjsou ekvivalentni:

(i) Normy ||-||1 a ||-||2 jsou ekvivalentni.
(ii) Existuji a,b > 0 takovd, Ze aB1 C By C bBj.
(iii) Zobrazeni Id: (X, |||[1) — (X, ||-||2) je homeomorfismus.
(iv) Oteviené mnoZiny v (X, ||-||1) splyvaji s otevienymi mnoZinami v (X, ||-||2).

(v) |xn — x||1 — 0, pravé kdyZ ||z, — z||2 = O pro {z,} C X, z € X.



Definice 11. Necht' X je vektorovy prostor. Rekneme, 7e mnozina M C X je konvexni, pokud pro kazdé z,y € M a X € [0, 1]
plati, Ze \x + (1 — Ny € M.

Necht z1,...,z, € X.Rekneme, e = € X je konvexni kombinaci vektor 1, . . ., x,, s koeficienty A1, ..., A\, € R, jestlize
z=> 1" Nw;aplatl, Ze Ay,..., A\, > 0ad> A\ =1

Fakt 12. Koule v normovaném linedrnim prostoru jsou konvexni mnoZiny.

Definice 13. Necht X je vektorovy prostor a M C X. Konvexnim obalem M nazveme mnoZinu conv M = ({C D> M,
C' C X je konvexni}.

Tvrzeni 14. Necht’ X je vektorovy prostora M C X. Pak
conv M = {Z)\ixi; TlyeeesTn € My, oy Ay > O’Z)‘i =1,ne N}.
i=1 i=1
Definice 15. Necht' X je vektorovy prostor. Rekneme, 7e mnozina M C X je symetrickd, pokud —M = M.

Fakt 16. Necht' M je symetrickd konvexni podmnoZina normovaného linedrniho prostoru X, kterd obsahuje U (z,7), resp.
B(z,r) pro ndjaké x € X. Pak U(0,7) C M, resp. B(0,r) C M.

Definice 17. Necht' X je normovany linedrni prostor a M C X. Pak definujeme uzavreny linedrni obal M jako span M =
({Y D M; Y uzavieny podprostor X } a uzavieny konvexni obal M jako conv M = (\{C D M; C C X je uzaviend konvexni}.

Fakt 18. Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je podprostor X a C C X je konvexni. Pak Y je podprostor X a C je
konvexni mnoZina.

Tvrzeni 19. Necht' X je normovany linedrni prostor a M C X. Pak Span M = span M a conv M = conv M.

Véta 20. Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y C X uzavFeny podprostor a Z C X konelnérozmérny podprostor. Pak
span(Y U Z) je uzavreny.

Dusledek 21. Necht’ X je normovany linedrni prostor. KazZdy konecnérozmérny podprostor X je uzavieny v X.

Konec 2. prednasky

2. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 22. Necht' {z,} C X. Rekneme, 7e fada >0 | @y konverguje k x € X, pokud x = limpy_,o Zgﬂ z,. Rada
3o | m, je konvergentni, pokud existuje z € X tak, Ze ¥ = 3 ° | x,,. Rada je absolutné konvergentni, pokud 3> ||z, || <
+00.

Fakt 23. Necht' X je normovany linedrni prostor a’y .. | x, je konvergentni fada v X. Pak

) )
> || <D llenll
n=1 n=1

Véta 24 (Test tplnosti). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak X je Banachiiv, prdvé kdy? kaZdd absolutné konvergentni
fada je konvergentni.

Definice 25. Necht' X je normovany linedrn prostor, I' je mnoZina a {x, }.cr je kolekce prvki prostoru X. Symbol . . 2,

nazveme zobecnénou fadou. Déle F(T') znadf systém vech koneénych podmnoZin I'. Rekneme, Ze zobecnéna fada 3 ver Ty
konverguje (tZ konverguje bezpodminecné) k = € X pokud plati

Ve>0 3FeF([I) VF € F(I),F' DF:

I—Z%

YEF

< €.

Existuje-li takové = € X, fkdme, Ze je zobecnénd fada ~er T (bezpodminecné) konvergentni a x nazyvame jejim souctem.
Konverguje-li zobecnénd fada redlnych &isel 3. p[|x ||, pak se zobecnénd fada ). . z- nazyvd absolutné konvergentni. Pro

'yeFl
I' = ( klademe 3 .z, = 0.

Definice 26. Rekneme, 7e zobecnén4 fada >
pokud

2~ v normovaném linedrnim prostoru spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku,

> o

YEF'

vel

Ve>0 JFeF{I) VF e FI),F'nF=0: <e.




Véta 27 (Nutnd podminka konvergence). Necht’ Z’yEF 2~ je konvergentni zobecnénd rada v normovaném linedrnim prostoru

X. Pak je jeji soucet je urcen jednoznacné a (||x||) € ¢o(I).

yel’

Véta 28. Necht’ X je Banachiiv prostor.
(a) Zobecnénd rada v X je konvergentni prdvé tehdy, kdyZ splituje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.
(b) KaZdd absolutné konvergentni zobecnénd rada v X je konvergentni.

(c) Je-li zobecnénd fada ), x v X konvergenti a A C T, pak je i zobecnénd Fada ), 2~ konvergentni.

~yel YEA

Tvrzeni 29. Necht ~yer G~ je zobecnénd fada nezdpornych Cisel. Pak tato Fada konverguje, prdavé kdyZ
Sup{z ay; F e ]—“(F)} < +o0.
YEF

Potom plati

> a, = sup{za,y; Fe f(r)}.

yell yEF
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Tvrzeni 30. Necht’ X je normovany linedrni prostor a {x,} C X. Pak zobecnénd fada Y,
pravé kdyz Fada Y, x,, je absolumé konvergenmi.

nen Tn je absolutné konvergentni,

Definice 31. Necht' {z,,} je posloupnost v normovaném linedrnim prostoru X a z € X. Rekneme, 7e 220:1 ., konverguje
bezpodminené (k x), pokud konverguje zobecnénd fada > z, (k).

neN
Véta 32. Necht’ {x,} je posloupnost v Banachové prostoru X. Pak ndsledujict tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) D07, @, konverguje bezpodminené.
(i) > 00, Tr(n) konverguje pro kaidou permutaci w: N — N ke stejnému souctu.
(iii) >0, Tr(n) konverguje pro kaidou permutaci w: N — N,
Véta 33. KaZdd absolutné konvergentni fada v Banachové prostoru je bezpodminecné konvergentni.
Kazdd rada v R je absolutné konvergentni, praveé kdyZ je bezpodminecné konvergentni.
3. Linearni operatory a funkcionaly

Pfipomeiime si, Ze zobrazeni T: X — Y mezi vektorovymi prostory X, Y nad K se nazyva linedrni, pokud T'(x + y) =
T(x) +T(y) aT(ax) = oT(x) pro viechnaz,y € X aa € K.

Fakt 34. Necht' X, Y jsou vektorové prostory, T: X — Y je linedrni zobrazeni a M C X. Pak T(—M) = —T(M) a
T(conv M) = conv T'(M). Specidlné, je-li M symetrickd, pak T (M) je symetrickd, a je-li M konvexni, pak T'(M) je konvexni.

Tvrzeni 35. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a T: X — Y je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) T je spojité.
(ii) T je spojité v jednom bodé.
(iii) T je spojité v 0.
(iv) Existuje C > 0 tak, Ze ||T(x)|| < C||z|| pro kazdé x € X.
(v) T je lipschitzovské.
(vi) T je stejnomérné spojité.
(vii) T(A) je omezend pro kaZdou omezenou A C X.
(viii) T(Bx) je omezend.

(ix) T(U(0,6)) je omezend pro néjaké § > 0.



Prostor £(X,Y") s normou
17|l = sup [|T(x)].-
r€EBx
je normovany linedrni prostor.
Lemma 36. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostoryaT € L(X,Y).
(@) [|T(@)|| < I T([l|=]| pro kazdé = € X.

T(x
(0) T = 50, IT(@)] = supyex g0y LG = sup, ey, [T ()]

(c) IT|| =inf{C > 0; ||T(x)| < C|x| pro kaZdé x € X}.
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Fakt 37. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory a {T,} C L(X,Y) je posloupnost operdtorii konvergujicich k T €
L(X,Y) v prostoru L(X,Y). Pak {T,,} konverguje k T bodové, 1. pro kaZdé x € X plati T,,(z) — T (x) v prostoru Y.

Fakt 38. Necht’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostory, S € L(X,Y)aT € L(Y, Z). Pak |T o S|| < ||T||||S|-
Véta 39. Necht’ X je normovany linedrni prostor a’Y je Banachiiv prostor. Pak L(X,Y) je Banachiiv prostor.

Definice 40. Necht' X je normovany linedrni prostor nad K. Prostor £(X,K) zna¢ime X* a nazyvame jej dudlnim prostorem
k prostoru X.

Véta 41. Je-li X normovany linedrni prostor, je prostor X* iiplny.
Definice 42. Necht' X, Y jsou normované linearni prostory a 7' € £(X,Y). Rikdme, Ze T je
e izomorfismus X na'Y (nebo jen izomorfismus), pokud 7 je bijekce X na Y a inverzni operdtor T~ je spojity;
e izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do), pokud T je izomorfismus X na Rng T’
e izometrie X na’Y (nebo jen izometrie), pokud T jena a | T'(z) — T'(y)|| = ||z — y|| pro viechna z,y € X;
e izometrie X do Y (nebo jen izometrie do), pokud | T(x) — T'(y)|| = || — y|| pro vSechna z,y € X.
Rikame, Ze prostory X a 'Y jsou
e izomorfni, pokud existuje linedrni izomorfismus X na Y’
o izometrické, pokud existuje linedrn{ izometrie X na Y.
Rikdme, Ze prostor X je
e izomorfné vnoren do Y, pokud existuje linearni izomorfismus X do Y;
e izometricky vnoten do Y, pokud existuje linedrni izometrie X do Y.
Pozndmka 43. Uvédomme si, Ze linedrn{ zobrazeni T: X — Y je izometrie do, pravé kdyz | T(z)|| = ||z|| pro kazdé =z € X.
Tvrzeni 44. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory.

(a) T € L(X,Y) je izomorfismus do prdvé tehdy, kdy? existuji konstanty Cy, Cy > 0 takové, Ze Cy||z| < ||T'(x)| < Cal|z|| pro
kaZdé v € X.

(b) Je-li X izomorfnisY a X je Banachuv, je i Y Banachiiv.

(c) Je-li X Banachiiva T € L(X,Y) je izomorfismus do, pak Rug T je uzavieny v'Y.
Fakt 45. Necht’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostoryaT € L(X,Y), S € L(Y, Z).
(a) Jsou-li S, T izomorfismy do, pak S o T je izomorfismus do.

(b) Jsou-li S, T izometrie do, pak S o T je izometrie do.

Véta 46. Necht' X, XaY ]sou normované linedrni prostory, X je husty v XaY ]e lipiny. Necht’ ddle T € L(X,Y). Pak
existuje pravé jeden operdtor T € L(X,Y) rozsitujici T, 1j. T'x = T. Navic plati |T|| = ||T||.

Priklad 47. Kdykoliv X je nekone¢né-dimenzionalni Banachlv prostor (nebo obecné&ji normovany linearni prostor), pak existuje
linearni zobrazeni f : X — K, které neni spojité.

Konec 5. prednasky



4. Konecnérozmérné prostory

Lemma 48 (o skoro kolmici, Frigyes Riesz (1918)). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Je-li Y vlastni uzavieny podprostor
X, pak pro kazdé e > 0 existuje x € Sx takové, Ze dist(x,Y) > 1 —e.

Véta 49. Necht’ X je normovany linedrni prostor nad K. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) dim X < oo.

(ii) Existuje n € N takové, Ze X je izomorfni s (K™, ||-||2)-

(iii) Bx je kompakini.

(iv) KaZdé linedrni zobrazeni z X do néjakého normovaného linedrniho prostoru je spojité.
(v) KaZdd linedrni forma na X je spojitd.

(vi) KaZdé dvé normy na X jsou ekvivalentni.

5. Operace s normovanymi linearnimi prostory, projekce a dopliky
Jsou-li (X, |||l x) a (Y, |||ly) normované linedrni prostory nad K a 1 < p < oo, pak funkce (z,y) — ||(x,y)||,. kde
|5 + ||yl|® » ro p < 00,
(2,9, = (H % ||1/HY) prop (1
max{||z||x, [lylly}  prop= oo,
je norma na vektorovém prostoru X x Y.

Definice 50. Necht' (X, ||-||x) a (Y, ||-|ly-) jsou normované linedrni prostory a 1 < p < occ. Pak prostorem X &, ¥ rozumime
normovany linedrni prostor (X x Y, ||-||,), kde norma |||, je dand vzorcem (1).
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Necht’ X je vektorovy prostor nad K a Y je jeho podprostor. Definujme relaci ekvivalence ~ na X jako

r~y&Sc—yey.
Pro z € X pak definujeme 7 jako tiidu ekvivalence obsahujici x, tedy
T={yeX;y~at={yeX;y—aze¥Y}t=a+Y.

Na mnoZiné
XY ={z; x € X}
definujeme operace T+ J =z + yaaZ = azproz,j € X/Y aa € K.
Definice 51. Necht' X je vektorovy prostor a Y je jeho podprostor. Pak vektorovy prostor X /Y nazyvdme faktorprostorem

prostoru X podle Y nebo téZ kvocientem X podle Y. Déle definujeme tzv. kanonické kvocientové zobrazeni q: X — X/Y
pfedpisem ¢(z) = 7.

Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y jeho uzavieny podprostor. Pak (X/Y||-||x/y ) je normovany linedrni prostor s
normou

~ o _inf ~ ity — ol —

[Zlx/y = infllyll = inf lle + il = inf lo — o]
= dist(z + Y,0) = dist(z, Y),

Tato norma se nazyva kanonickd kvocientovd norma.

Tvrzeni 52. Necht’ X je normovany linedrni prostor a 'Y jeho uzavieny podprostor. Pak kanonické kvocientové zobrazeni
q: X = X/Y je spojity linedrni operdtor, ktery je na a spliuje q(Ux ) = Ux y. Je-li Y vlastni, pak ||q|| = 1.

Véta 53. Necht' X je Banachiiv prostor a'Y jeho uzavieny podprostor. Pak XY je téZ Banachiiv prostor.

Definice 54. Necht' X je vektorovy prostor a A, B jsou jeho podprostory. Rikdme, e X je direktnim (1¢% algebraickym) souctem
AaB (znatime X = A® B)pokud AN B = {0} aX = A+ B = span(4 U B). Je-li A podprostor X, pak kazdy podprostor
B C X spliujici A ® B = X se nazyva algebraicky dopinék A v X.

Definice 55. Necht' X je vektorovy prostor. Linedrni zobrazeni P: X — X se nazyv (linedrni) projekce, pokud P2 = Po P =
P.



Fakt 56. Necht’ X je vektorovy prostor.
(a) Je-li P: X — X linedrni projekce, pak Prng p = Idrng p-
(b) Je-liY podprostor X a P: X — 'Y linedrni zobrazeni spliiujici Py = Idy, pak P je projekce X na'Y.

Tvrzeni 57. Necht' X je vektorovy prostor. Jsou-li P4, Pg projekce prislusné rozkladu X = A & B, pak P + P = Idx,
Rng P4 = A, Ker P4 = B, Rng Pg = B a Ker Pg = A. Na druhou stranu, je-li P linedrni projekce v X, pak X = A ® B,
kde A=Rng P, B=Ker Pa P = Pa.

Véta 58. Necht’ X je vektorovy prostor a'Y jeho podprostor.

(a) ProstorY md algebraicky doplnék v X.
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(b) Je-li A algebraicky doplnékY v X, je A algebraicky izomorfni s XY ; specidlné dim(A) = dim(X/Y").

Definice 59. Je-li X vektorovy prostor a Y jeho podprostor, pak kodimenzi'Y (zna¢ime codim Y') rozumime dimenzi libovolného
algebraického dopliiku Y (coZ je rovno dimenzi X/Y).

Definice 60. Je-li X normovany linedrn{ prostor a X = A & B, pak fikame, Ze X je topologickym souctem A a B, pokud jsou
pifsluiné projekce P4 a Pp spojité. Tento fakt zna¢ime X = A @ B. Je-li A podprostor X, pak kazdy podprostor B C X
spliiujici A ¢ B = X se nazyva fopologicky dopinék A v X. Ma-li A topologicky doplnék, pak fikdme, Ze je komplementovany
(v X).

Véta 61. Necht’ X je normovany linedrni prostor a'Y, Z jsou jeho podprostory splitujici X =Y & Z. Pak X =Y & Z, prdvé
kdyZ zobrazeniT: X —Y &1 Z, T(x) = (Py(z), Pz (x)) je izomorfismus.

Véta 62. Necht’ X je Banachiiv prostor a'Y,Z C X jeho podprostory splitujici X =Y @ Z. Pak X =Y @y Z, pravé kdyZ Y a
Z jsou uzavrené.

Véta 63. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory. Pak

o Y je isomorfni komplementovanému podprostoru X, pravé kdy? existuji spojité linedrni operdtory S : X - Y aT : Y —
X spliiujici S o T = Idy;

o Y je isometrické 1-komplementovanému podprostoru X, prdavé kdy? existuji spojité linedrni operdtory S : X — Y a

T:Y — X spliyjici S o T = Idy a max{||S|,||T]|} < 1.

6. Hilbertovy prostory

Definice 64. Skaldrnim souc¢inem na vektorovém prostoru X nad K rozumime funkei (-,-): X x X — K s nésledujicimi
vlastnostmi:

(i) funkce x — (z,y) je linedrni pro kazdé y € X,
(i) (z,y) = (y,z) prokazdé z,y € X,
(iii) (z,z) > O0prokazdé z € X,
(iv) (z,x) = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0.
Dvojici (X, (-, -)) nazyvdme prostor se skaldrnim soucinem.
Tvrzeni 65 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak
(i) [(z,y)| </ (@, 2)\/(y,y) pro kadé z,y € X.
(ii) Funkce |z| = \/(z,z) prox € X je norma na X.
Fakt 66. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a x,y € X. Pak
lz +ylI* = [|lz[* + lly]|* + 2Re(z, y).
Tvrzeni 67 (rovnobéznikové pravidlo). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro vSechna x,y € X plati

lz+ 1 + e = yl* = 2(1l=[I* + lly1*).-



Definice 68. Necht' X je prostor se skaldrnim soucinem. Prvky z,y € X se nazyvaji ortogondlni (na sebe kolmé), pokud
(x,y) = 0. Tento fakt znalime téZ x L y. Prvek x je ortogonélni (kolmy) k mnoziné A C X, pokud je ortogondlni ke kazdému
jejimu prvku, coz znacime x L A. MnozZiny A, B C X jsou ortogondlni, pokud x L y pro kazdé x € A, y € B, coZ znaCime
A 1 B.Mnozina A+ = {z € X; z | A} se nazyvd ortogondini doplnék A.

Fakt 69 (Pythagorova véta, asi 500 p.n.l.). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a x,y € X. Je-li x L y, pak
lz £ yl* = [lz[* + |y [|*.
Obecnéji, jsou-li x1, ..., x, € X navzdjem ortogondlni, pak
[ e e e N el i i | o
Lemma 70. Ortogondlni doplnék mnoZiny v prostoru se skaldrnim soucinem je uzavieny podprostor.

Lemma 71. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Jsou-li x, z € X takové, Ze (x,y) = (z,y) prokaZdé y € X, pak x = z.

Definice 72. Prostor se skaldrnim soucinem (X, (-, -)) se nazyva Hilberniiv prostor, pokud je iplny v metrice indukované skalar-
nim soudinem, tj. pokud (X, ||-||) je Banachiv prostor, kde ||z| = \/(z, z).

Tvrzeni 73. Necht' (X, (-,-)) je prostor se skaldrnim soucinem nad K. Pak funkce (-,-): X x X — K je lipschitzovskd na
omezenych mnoZindch (a tedy spojitd).

Tvrzeni 74 (polarizacni vzorec). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro vSechna x,y € X plati

(@,y) = 3 (lz +ylI* = llz - yl*)

v redlném pripade, resp.
(@,y) = 3 (lz+yl* = llz = ylI* + illz + iy||* — il|l= — iy]|*)

v komplexnim pripadé.

Dusledek 75. Necht’ X, Y jsou prostory se skaldrnim soucinemaT: X — Y je linedrni izometrie do. Pak T zachovdvd skaldrni
soucin, tj. (T'(z),T(y)) = (z,y) pro kaZdé z,y € X.

Konec 8. prednasky

Véta 76 (Jordan - von Neumann). Necht' (X, ||-||) je normovany linedrni prostor. Pak ||-|| je generovand néjakym skaldrnim

Vv o

soucinem, pravé kdy? ||-|| spliiuje rovnobéznikové pravidlo (tj. rovnost z Tvrzeni 67).
Poznamka: diukaz Véty 76 predveden pouze pro redlny pripad

Véta 77 (Frigyes Riesz, 1934). Necht’ C' je uzaviend neprdzdnd konvexni mnoZina v Hilbertové prostoru H. Pak pro kaZdé
x € H existuje pravé jedno y € C tak, Ze |z — y|| = dist(z, C).

Lemma 78 (F. Riesz, 1934). Necht' X je prostor se skaldrnim soucinem, Y je jeho podprostor a x € X. Pak y € Y spliiuje
|z — y|| = dist(z,Y) prdvé tehdy, kdyZ x —y € Y.

Véta 79 (F. Riesz, 1934). Necht'Y je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H. Pak H =Y @, Y+ a projekce Py : H —Y
prislusnd rozkladu H =Y & Y+ md ndsledujici vlastnosti:

(i) | Py (z) — x| = dist(x,Y) < ||z|| pro kazdé = € H,
(ii) ||Py|| < 1.

Véta 80. Necht’ H je Hilbertiiv prostor a {,}5, C H je posloupnost navzdjem ortogondlnich prvkii. Pak Fada | @y
konverguje bezpodminecné, prdvé kdyZ konverguje.

Konec 9. prednasky
Definice 81. Je-li X prostor se skaldarnim sou¢inem a A C X, fekneme, Ze mnoZina A je
e ortogondlni, pokud x L y pro vSechna x,y € A, x # y;
e ortonormdlni, pokud A je ortogondlnia A C Sx;
e maximdlini ortonormdlni, pokud A je ortonormdlni a neexistuje ortonormdlni mnoZina obsahujici A riznd od A;

e iipiny ortonormdlni, pokud A je ortonormdlni a span A = X



e ortonormdini bdze, pokud A = {e; v € I'} je ortonormdlni mnoZina a kazdé = € X lze vyjadfit jako v = Z’yEF Ty
pro né&jaké skaldry z.
Fakt 82. Je-li A ortonormdini mnoZina v prostoru se skaldrnim soucinem, pak ||x — y| = /2 pro kazdé dva prvky z,y € A,

T £ .
Véta 83. Kazdy prostor se skaldrnim soucinem obsahuje maximdlini ortonormdlni systém.

Véta 84 (Besselova nerovnost). Je-li {e, }er ortonormdlni soustava v prostoru X se skaldrnim soucinem, plati' y |z, €+) |2 <
|z||? pro kazdé x € X.

Véta 85. Necht’ H je Hilbertiiv prostor a {e~ }cr je ortonormdlni systém v H. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) ||z||*> = > erl(@, e)|? pro kazdé x € X (tzv. Parsevalova rovnost).
(ii) x =3 cr(z,ey)ey prokaidé x € X.
(iii) {e4} je ortonormdini bdze.
(iv) X =span{e,; v €T}
(v) {e~} je maximdlini ortonormdlni systém.
Dusledek 86. Kazdy Hilbertiiv prostor md ortonormdlni bdzi.
Konec 10. prednasky

Véta 87 (Ernst Sigismund Fischer (1907), Frigyes Riesz (1907)). Je-li {e. } er ortonormdini bdze Hilbertova prostoru H, je
zobrazeni T: H — (5(T), T'(x) = {(z,ey)}yer izometrie H a {5(T"). Tedy kazdy Hilbertiiv prostor je izometricky prostoru
£5(T") pro vhodnou mnoZinu T.

Véta 88 (vyjadfeni ortogondlni projekce). Necht’ H je Hilbertitv prostor a'Y jeho uzavieny podprostor. Necht’ (e;) je s je néjakd
ortonormdlni bdze prostoruY . Pak projekci na'Y podél Y+ (tzv. ortogondlni projekci) lze vyjddrit vzorcem

Pz = Z<I,€j>€j, r e H.
JjeJ

Véta 89 (Heinrich Lowig (1934), F. Riesz (1934)). Necht’ H je Hilbertiiv prostor. Pro kazdé y € H oznacme f, € H* funkciondl
definovany jako f,(x) = (z,y) pro x € H. Pak zobrazeni I: H — H*, I(y) = fy je sdruZené linedrni izometrie H na H*.

Lemma 90. Necht' X je vektorovy prostor, f je linedrni forma na X a x € X \ Ker f. Pak X = Ker f @ span{z}. Tedy
codimKer f = 1.
7. Redlné a komplexni normované linearni prostory

Definice 91. Necht’ X je komplexni normovany linearni prostor. Symbolem X i oznaéme prostor X uvazovany jako redlny. Tj.
Xr je tatdZ mnoZina jako X uvaZovand s operac{ s¢itdni jako v X, s ndsobenim redlnym Cislem jako v X a se stejné definovanou
normou.

Véta 92 (redlnd verze komplexniho normovaného linedrntho prostoru). Necht’ X je komplexni normovany linedrni prostor. Pak
plati:

(i) Xr je redlny normovany linedrni prostor.

(ii) XRg je tplny, pravé kdyz X je uplny.
(iii) ¢ : X — C je linedrni, pravé kdyZ Re ¢ : Xr — R je linedrni a Im p(x) = — Re p(ix) pro kaZdé x € X.
Pl = llell

(v) Je-liy € (XRr)*, pak existuje prdvé jeden funkciondl ¢ € X* takovy, Ze ¥(x) = Rep(z) pro x € Xg. Je ddn vzorcem
o(x) = ¥(x) — i (ix) a spliwje ||| = o]l

(vi) Prostory (Xgr)* a (X*)g jsou izometrické.

(iv) Je-li p € X*, pak funkciondl () = Re p(x), x € Xg, patii do (Xg)* a plati

Definice 93. Necht’ X je redlny normovany linedrn{ prostor. Na X x X definujeme:
i (581,562) + (y17y2) = (‘rl + Y1, 22 + y2)’ T1,T2,Y1,Y2 € X,

o (a1 +ian) - (x1,22) = (011 — apxe, 12 + 1), 1,3 € Raxy,xs € X.



o |[(z1,22)||x. =sup{||(cosa)z1 + (sina)za||x; a € [0,2m)}, 21,22 € X.
Symbolem (X¢, ||-||) zna¢ime komplexni normovany linedrni prostor (X x X, +, -, |||l x¢)-

Véta 94 (komplexifikace). Je-li X redlny normovany linedrni prostor, pak je (Xc, ||-||) komplexni normovany linedrni prostor.
Je-li navic X Banachuv, pak je X¢ Banachiiv.

Poznamka: dikaz Véty 94 pouze naznacen.
Konec 11. prednasky

II. Hahnova-Banachova véta a dualita
1. Hahnova-Banachova véta
Definice 95. Necht' X je vektorovy prostor nad K. Funkce p: X — R se nazyva sublinedrni funkciondl, pokud plati
e p(x +y) < pla) + ply) pro kazdé v,y € X,
e p(tx) =tp(z) prokazdé x € X at € [0, +00).
Funkce p: X — [0, +00) se nazyva pseudonorma, pokud plati
e p(z +y) < p(z) + p(y) prokazdé z,y € X,
o p(ax) = |a|p(x) prokazdé r € X aa € K.
Véta 96 (Hans Hahn (1927), Stefan Banach (1929)). Necht’ X je vektorovy prostor a'Y je podprostor X.

(a) Je-li X redlny, p je sublinedrni funkciondl na X a f je linedrni forma na'Y spliyjict f(xz) < p(x) pro kaZdé x € Y, pak
existuje linedrni forma F na X takovd, Ze Fly = f a F(x) < p(x) pro kaZdé x € X.

(b) Je-li p pseudonorma na X a f je linedrni forma na'Y splitujici | f(z)| < p(x) pro kazdé x € Y, pak existuje linedrni forma
F na X takovd, Ze Fly = f a |F(z)| < p(x) pro kaZdé v € X.

Véta 97 (Hahnova-Banachova). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je podprostor X a f € Y*. Pak existuje F € X*
takové, Ze F'ly = fa||F| = ||f]-

Disledek 98. Necht' X je netrividlni normovany linedrni prostor. Pro kazdé x € X existuje f € Sx~ takové, Ze f(x) = ||z||.
Odtud plyne, Ze jsou-li x,y € X rizné body, pak existuje f € X* takovy, Ze f(x) # f(y) (Fikdme, Ze X* oddéluje body X ).

Dusledek 99 (Dudlni vyjddieni normy). Je-li X normovany linedrni prostor a © € X, pak ||z|| = maxscp,.

f(@)].

Véta 100 (Oddélovani bodu a podprostoru). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je uzavieny podprostor X ax ¢ Y. Pak
existuje [ € Sx- tak, Ze fly = 0a f(z) = dist(z,Y) > 0.

Véta 101 (Oddélovani konvexnich mnoZin). Necht’ X je normovany linedrni prostor a A, B C X jsou disjunktni konvexni
mnoziny. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Je-li A oteviend, pak existuje f € X* takovy, Ze Re f(x) < inf Re f pro kaZdé x € A.

(b) Je-li A uzaviend a B kompaktni, pak existuje f € X* takovy, Ze sup 4 Re f < infg Re f.
Konec 12. prednasky

Véta 102. Necht’ X je normovany linedrni prostor.

(a) KaZdy konecnérozmérny podprostor X je komplementovany.

(b) KaZdy uzavieny podprostor X konecné kodimenze je komplementovany.



2. Dualni a adjungované operatory - zaklady
Definice 103. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory a 7' € £(X,Y"). Operdtor T*: Y* — X* definovany pfedpisem
T*f(z) = f(Tx)

pro f € Y* ax € X senazyva dudlni (nebo téZ adjungovany) operator k T'. (Ve Vété 104 dokazeme, Ze T je dobfe definovany.)
Operidtor (T™*)* (tj. operdtor dudlni k 7™*) zna&ime T**.

Véta 104. Necht’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostory.

(a) Je-liT € L(X,Y),jeT*f € X* prokaZdé f € Y*. Ddale T* € L(Y*, X*) a | T*| = ||T|
(b) Zobrazeni T — T* je linedrni izometrie z L(X,Y) do L(Y™*, X ™).

(c) Necht T € L(X,Y)a S € L(Y,Z). Pak (SoT)* =T* o S*. Ddle Id%; = Idx-.

Véta 105. Necht’ Hy, Ho jsou Hilbertovy prostoryaT € L(Hy, Hs). Pak existuje jednoznacné urceny operdtor T* € L(Ho, Hy)
takovy, Ze pro kazdé y € Hy a x € Hy plati
<TJ,‘, y>H2 = <x7 T*y>H1 :
Ddle plati, Ze T* = Ifl oT"oly kde I;: Hy — H, j = 1,2 jsou pFislusné sdruzené linedrni izometrie z Véty 89.
Definice 106. Operator T z predchazejici véty nazyvame hilbertovsky adjungovanym operatorem k 7T'.

Véta 107. Necht’ Hy, Ho, Hs jsou Hilbertovy prostory.

(a) Je-liT € L(Hy, Hy), je T** = (T*)* =T.
Konec 13. predndsky

(b) Zobrazeni T — T* je sdruZené linedrni izometrie L(Hy, Hy) na L(Hs, Hy).

(c) Necht' T € L(Hy,Hz)a S € L(Hy, H3). Pak (S oT)* =T* o S*. Ddle (Idy,)* = Idy,.

3. Reprezentace duala

Definice 108. Necht p € R, p > 1, nebo p = co. Cislo g € R, ¢ > 1, nebo ¢ = 0o nazyvame sdruzZenym exponentem k p, pokud
plati ; + ¢ = 1, pfi¢em? pouZivime konvenci, Ze 5 = 0.

Véta 109 (Reprezentace dudll ke klasickym prostordm). Necht' I # (.

(a) Prostor co(I)* je linedrné izometricky s prostorem {1 (I) pomoci zobrazeni I: {1(I) — co(I)*, I(y) = f, kde

fy(x) = Zmzyz

il
(b) Je-li1l < p < o0 a q je sdruZeny exponent k p, pak prostor £,(I)* je linedrné izometricky s prostorem £, (I) pomoci zobrazeni
L lg(I) = 6,(1)7, I(y) = [y, kde
fy(m) = Z TilYi-

iel

Konec 14. predndsky

(c) Je-li (2, S, p) libovolny prostor s mirou, 1 < p < 00 a q je sdruZeny exponent k p, pak prostor L, (11)* je linedrné izometricky
s prostorem Ly (1) pomoci zobrazeni I: Lq(p) — Ly(1)*, I(g) = @g, kde

wg(f) = /Qfg dp.

(d) Je-li (0, S, p) prostor se o-konecnou mirou, pak prostor Ly (u)* je linedrné izometricky s prostorem L, (u) pomoci zobra-
zeni I: Lo (1) = Li(p)*, I(g) = @g, kde

0g(f)= [ fgdu.
Q

Poznamka: dikaz piipadd (c) a (d) byl na pfendsce proveden pouze pro piipad konecné miry p a pro p = 1, pro pfipad
kone¢né miry 1 a p > 1 bylo ukdzano Ze se jednd o izometrii (Ze je v tomto piipad€ I na bylo pouze naznaceno).
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Véta 110. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a 1 < p < oo. Necht' q je sdruZeny exponent k p. Pak zobrazeni
I: X*®,Y* = (X @, Y)* dané predpisem

1(f,9)(z,y) = f(2) + 9(y)
Jje linedrni izometrie X* @, Y* na (X &, Y)*.
Konec 15. prednasky

Definice 111. Necht' K je kompaktni prostor. Rekneme, Ze linedrni funkcional A na C'(K) je nezdporny, jestlize A(f) > 0 pro
kazdou nezédpornou funkci f € C'(K).

Véta 112 (O reprezentaci nezdpornych linedrnich funkciondld na C(K)). Necht' K je kompakini prostor a A je nezdporny
linedrni funkciondl na C(K). Pak existuje jednoznacné urcend reguldrni borelovskd nezdpornd mira u na K spliiujici A(f) =
S fdppro kazdé f € C(K).

Véta 113 (Rieszova véta o reprezentaci C(K)*). Je-li K kompakini prostor, pak prostor C(K)* je linedrné izometricky s
prostorem M (K) v§ech reguldrnich borelovskych komplexnich (resp. znaménkovych) mér na K pomoci zobrazeni I: M (K) —
C(K)*, I(p) = @, kde

ou(f) = /K fdp.

Poznamka: dikazy Vét 112 a 113 na pfednésce nebyly.

4. Anihilatory, dualita kvocienta a podprostoru
Definice 114. Je-li X normovany linedrn{ prostor a A C X, pak definujeme tzv. anihildtor mnoZziny A jako
At ={f € X*; f(x) =0prokazdé x € A}.
Pro mnoZinu B C X* pak definujeme tzv. zpétny anihildtor jako
B, ={z € X; f(x) =0prokazdé f € B}.
Lemma 115. Necht’ X je normovany linedrni prostora A C X, B C X*. Pak
(a) At je uzavieny podprostor X*,
(b) B, je uzavieny podprostor X,
(c) (A+), =span 4,
(d) (By)* > span B.
Véta 116. Necht’ X je normovany linedrni prostor a'Y je jeho podprostor.
(a) Necht'Y je uzavieny. Zobrazeni I: Y+ — (X/Y)* dané predpisem
1(H)(@) = f()
je linedrni izometrie Y+ na (X/Y)*.

(b) Zobrazeni I: X* Y+ — Y* dané predpisem

je linedrni izometrie X* /Y * na Y*.
Tedy (X/Y)* Ize identifikovat s Y+ a Y* Ize identifikovat s X* /Y *.
Véta 117. Jsou-li X, Y normované linedrni prostory a T € L(X,Y), pak plati
(a) KerT* = (RngT)*,
(b) KerT = (RngT™) |,
(c) RugT = (KerT*) |,

(d) T* je prosty, pravé kdyZ Rng T je husty.
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5. Druhy dual a reflexivita

Definice 118. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Symbolem X ** zna¢ime (X*)*, tj. duél k prostoru X*. Tento prostor
nazyvame druhym dudlem.

Je-liz € X, pak definujeme tzv. evaluacni funkciondl e, € X** piedpisem €,,(f) = f(x) pro kazdé f € X*.

Definice 119. Necht' X je normovany linedrni prostor. Zobrazeni ¢: X — X** dané predpisem e(x) = &, se nazyvd kanonické
vnoreni X do X™**.

Tvrzeni 120. Necht' X je normovany linedrni prostor. Pak kanonické vnoreni ¢: X — X** je linedrni izometrie do. Je-li tedy
X navic Banachiiv, pak €(X) je uzavieny podprostor X**

Konec 16. prednasky

Tvrzeni 121 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory, ex: X — X  acecy:Y — Y™ jsou
kanonickd vnorFeni do druhych dudliia T € L(X,Y). Pak

T**oex =eyoT.

Véta 122. Pro kaZdy normovany linedrni prostor X existuje jeho ziiplnéni, tj. Banachiiv prostor takovy, Ze X je jeho husty
podprostor. Pro kaZdy prostor se skaldrnim soucinem X existuje jeho ziiplnéni, tj. Hilbertitv prostor takovy, Ze X je jeho husty

Vv

podprostor. Tato rozSiteni jsou urcena jednoznacné az na izometrii, tj. jsou-li X1, Xo dvé ziplnéni X, pak existuje linedrni
izometrie X1 na X, kterd je na X identitou.

Véta 123. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory aT € L(X,Y).

(a) T je izomorfismus na, pravé kdyZ T* je izomorfismus na. V tomto pripadé navic plati (T*)~! = (T—1)*.
(b) T je izometrie na, pravé kdyZ T* je izometrie na.

Specidlné, jsou-li X a'Y “linedrné izometrické” pak jsou také X* a Y* “linedrné izometrické”.

Definice 124. Banachiv prostor X se nazyva reflexivni, pokud X** = ¢(X).

Véta 125. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X reflexivni.

(b) Uzavieny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivni.

(c) Prostor X je reflexivni prdvé tehdy, kdyZ jeho dudl X* je reflexivni.

(d) Je-li X reflexivni a Y jeho uzavieny podprostor, pak je XY reflexivni.

Priklady 126.

(a) Prostor L, (1) je reflexivni pro libovolnou miru pal < p < oo.

(b) Kazdy Hilberttv prostor je relexivni.

(c) Kazdy konecnérozmérny prostor je reflexivni.

(d) Prostory co, £1, s, L1([0,1]), Lo ([0, 1]) @ C(]0, 1]) nejsou reflexivni.

(e) Existuje Banachilv prostor J (tzv. JamesGv prostor), ktery neni reflexivni, i kdyZ je izometricky s J**.
Véta 127 (James). Banachiiv prostor X je reflexivni, pravé kdy? pro kazdé x* € X* existuje © € By spliyjict ||z*|| = x*(z).

Poznamka: na prednasce byla vynechdn diikaz slozitejsi implikace ve Vété 127.
Konec 17. prednasky
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6. Slabé konvergence posloupnosti

Definice 128. Necht' X je normovany linearni prostor.

(a) Rekneme, 7e posloupnost {zn} v prostoru X slabé konverguje k x € X (znaéime x,, 2 2), pokud pro kazdé z* € X* plati
x*(xy) — z*(x).

(b) Rekneme, e posloupnost {z*} v prostoru X* slabé s hvézdickou konverguje k x* € X* (znaéime z; EN x*), pokud pro
kazdé x € X plati 2} (z) — z*(z).

Lemma 129. Necht’ X je normovany linedrni prostor, {x,,} posloupnost v X a {x}} posloupnost v X*.
(a) Existuje nejvyse jedno x € X spliiujici x,, ~ .
(b) Existuje nejvyse jedno x* € X* spliiujici }, Yy

(c) Pokud x € X ax,, — x, pak x, — .
(d) Pokud x* € X* ax}, % x*, pak x}, vy o,

Véta 130. Necht’ X je separabilni normovany linedrni prostor a {x},} omezend posloupnost v X*. Pak {x},} md w*-konvergentni
podposloupnost.

Véta 131. Banachiiv prostor X je reflexivni, pravé kdy? kaZdd omezend poslopnost {x,} v X md slabé konvergentni podpo-
sloupnost.

Poznamka: na prednasce byl vynechén diikaz slozitejsi implikace ve Vété 131.

Véta 132. Necht’ X je normovany linedrni prostor a X* je separabilni. Pak X je separabilni.

III. Omezené operatory v Banachovych prostorech

1. Kompaktni operatory

Definice 133. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostoryal': X — Y je linedrni zobrazeni. Pak T se nazyva kompaktni ope-
rdtor, pokud pro kazdou omezenou A C X je mnoZina T'(A) relativné kompaktni v Y. MnoZinu v8ech kompaktnich linedrnich
operdtorti z X do Y znalime K(X,Y).

Linearni operator 1" se nazyva konecnérozmérny, pokud RngT" ma konecnou dimenzi. V dal$sim budeme pracovat takika
vyhradné se spojitymi konecnérozmérnymi operatory, oznacime proto mnoZinu vSech konecnérozmérnych spojitych linearnich
operdtora z X do Y jako F(X,Y).

Tvrzeni 134. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory. Kazdy kompaktni linedrni operdtor z X do Y je automaticky
spojity. Ddle, je-li T: X — 'Y linedrni, pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je kompaktni.

(ii) T(Bx) je relativné kompakmni.
(iii) Je-li {x,} omezend posloupnost v X, pak posloupnost {T (x,,)} md konvergentni podposloupnost.
Véta 135. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Operdtor T € L(X,Y) je konecnérozmérny prdvé tehdy, kdy? existuji fr,...,fn € X* ay1,...,yn € Y takové, Ze
T(x) =1, fi(x)y; pro kazdé x € X.

(b) K(X,Y) je podprostor L(X,Y) a F(X,Y) je podprostor K(X,Y).
(c) K(X,Y) je uzavieny podprostor L(X,Y).

(d) SloZime-li kompaktni linedrni operdtor se spojitym linedrnim operdtorem zleva Ci zprava, dostaneme opét kompaktni operd-
tor.

Konec 18. prednasky
Véta 136 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je Banachiiv prostor a T € L(X,Y). Pak T* je
kompakitni, pravé kdyZ T je kompakini.
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2. ijlnost v Banachovych prostorech

Véta 137 (Princip stejnomérné omezenosti). Necht’ X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostora A C L(X,Y).
Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) sup{||T||; T € A} < +o0.
(ii) Pro kaZdé x € X je sup{||T(z)|; T € A} < +oc.

Dusledek 138. Necht’ X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a {T,,} je posloupnost v L(X,Y") takovd, Ze pro
kaZdé x € X existuje T'(z) = limy, oo T (). Pak T € L(X,Y) a ||T|| < liminf||T, || € R.

Tvrzeni 139. Necht’ X je Banachiiv prostor, {x}} je posloupnost v X*, x* € X* a D C X spliiujespan D = X. Pak z7, EN ¥,
pravé kdyz {z}} je omezend a 7, (d) — x*(d) pro kazdé d € D.

Tvrzeni 140. Necht' X je Banachiiv prostor, {x,} je posloupnost v X, x € X a D C X* spliiuje 5pan D = X*. Pak x, — ,
pravé kdy? {x,} je omezend a d(x,,) — d(x) pro kaZdé d € D.

Priklady 141. Pro nésledujici Banachovz prostory X, posloupnost {x,,} v X a z € X plati:

(a) Pokud X = ¢y nebo X = ¢, pro p € (1,00), pak x,, — z, pravé kdy? {x,,} je omezend a x,,(i) — x(4),i € N;
(b) Pokud X = ¢, prop € [1, 0], pak z,, N pravé kdyz {x,} je omezend a x,, (i) — x(i), i € N;

(c) Pokud X = C(K), pak z,, = x, pravé kdyZ {x,,} je omezend a x,, (k) — z(k), k € K;

(d) Pokud X = ¢y, pak =, — x, pravé kdyZ z,, U z (bez dikazu);

Definice 142. Zobrazeni f: X — Y mezi metrickymi prostory X, Y se nazyva oteviené, pokud f(G) je oteviend mnoZina v Y
pro kazdou otevienou mnozinu G C X.

Véta 143 (O otevieném zobrazent, Juliusz Pawetl Schauder, 1930). Necht’ XY jsou Banachovy prostory aT € L(X,Y) je na.
Pak T je oteviené zobrazend.

Lemma 144 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a T € L(X,Y). JestliZe
r,s > 0 jsou takovd, Ze U (0, s) C T(U(0,r)), pak dokonce U(0,s) C T(U(0,7)).

Konec 19. prednasky

Dusledek 145 (S. Banach, 1929). Necht’ X,Y jsou Banachovy prostorya T € L(X,Y). Pak T je izomorfismus X na'Y, pravé
kdyZ'T je prosty a na.

Dusledek 146. Necht' X, Y jsou Banachovy prostory aT € L(X,Y) je na. Pak plati:
(a) Existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé y € Y existuje v € T~ (y) splitujici || z|| < c||y]|-

(b) Zobrazeni T: X /KerT — Y dané predpisem T (Z) = T(x) je linedrni izomorfismus na. Tedy prostor Y je izomorfni s
X/KerT.

Definice 147. Je-li f: X — Y zobrazeni mnoZiny X do mnoziny Y, pak mnoZinu

graf f = {(z,y) € X xY; y = f(x)}

nazyvame grafem zobrazeni f. Rikdme, 7e zobrazeni f: X — Y, kde X, Y jsou metrické prostory, md uzavieny graf, pokud
mnozina graf f je uzaviend v X x Y.

Véta 148 (O uzavieném grafu, S. Banach, 1932). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory aT: X — 'Y je linedrni zobrazeni. Pak
T je spojité, pravé kdyZ md uzavieny graf.

3. Spektralni teorie (zejména) kompaktnich operatoru

Tvrzeni 149. Necht’ X je Banachiiv prostor aT € L(X). Pak T je invertibilni, prdvé kdy? T je bijekce.

Tvrzeni 150. Necht’ X je Banachiiv prostor.

(a) PokudT € L(X)a |T| <1, pak Idx — T je inveribilni a plati (Ildx —T)~' =32 JT™.

(b) Pokud je T invertovatelny a ||S — T < W pak S je invertovatelny a S™' = T—1Y">° (I — ST~)". Specidiné,
mnoZina vSech invertibilnich operdtorii v L(X) je oteviend.
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Definice 151. Necht' X je normovany linedrni prostor nad K a 7' € £(X). Cislo A € K nazyvéame viastnim islem operitoru
T, pokud Ker(AI — T') # {0}, tj. pokud T'(x) = Az pro n&jaké z € X, & # 0. Prostor Ker(A\I — T') pak nazyvame viastnim
prostorem prislusnym ¢islu A. Nenulové prvky vlastniho prostoru piislusného ¢islu A se nazyvaji viastni vektory piislusné ¢islu
A. MnoZina v8ech vlastnich &isel operdtoru T' se nazyvéa bodové spektrum operétoru T a znalf se o, (T).

Spektrum operdtoru T je mnoZzina vSech Cisel A € K, pro kterd operator A\I — T neni invertibilni. Spektrum operatoru 7T’
znacime o (7).

Konec 20. prednasky

Rezolventni mnoZina operdtoru T je p(T) := K \ o(T). Rezolventni funkce je definovana jako p(T) > A — (M —T)~ ! €
L(X)

Véta 152. Necht’ X je Banachiiv prostor nad K a T € L(X). Pak o(T) je kompaktni podmnoZina K spliiujici o(T) C
Bx(0,||T||). Je-li X komplexni, pak o(T') je neprdzdné.

Poznamka: dikaz neprazdnosti spektra na prednasce nebyl.
Véta 153. Necht’ X je Banachiw prostor a T € L(X). Pak o(T*) = o(T'). Navic, pokud je X Hilbertivv, pak o(T*) = o(T)
Véta 154. Necht' X je Banachiiv prostora T € K(X).
(a) Jestlize Rug(T) je uzavieny, pak dim Rng(T) < oo.
(b) Jestlize dim X = oo, pak 0 € o(T).
(c) Jestlize A € K\ {0}, pak dimKer(AI — T') < co a Rng(A — T) je uzavieny.

Véta 155 (Fredholmova alternativa). Necht' X je Banachiiv prostor nad K, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak operdtor \I — T je
na, praveé kdyz je prosty.

Disledek 156. Necht’ X je Banachiiv prostor aT € K(X). Pak o(T) C {0} U op(T).

Lemma 157. Necht’ X je normovany linedrni prostor a T € L(X). Jsou-li A1,..., A\, riznd vlasini &isla operdtoru T
aziy,...,x, €X viastni vektory prislusné cislium X1, . . ., \,, pak jsou tyto vektory linedrné nezdvislé.

Véta 158. Necht' X je Banachiv prostor nad K a T € K(X). Pak pro kazdé r > 0 je mnoZina o(T) N {\ € K; |\ > r}
konecnd.

Dusledek 159. Necht' X je nekonecnérozmérny Banachiiv prostor a T € K(X). Potom o(T) = {0} U {\,}, kde {\,.} je
posloupnost, kterd je bud’ konecnd, nebo nekonecnd a konvergujici k 0, a je tvorena nenulovymi viastnimi Cisly operdtoru T,
pricemz kazdé z nich md konecnérozmérny vlastni podprostor.

Konec 21. prednasky
Véta 160 (Druhd Fredholmova véta). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € K(X)a X € K\ {0}. Pak
Rng(AMlx —T) = (Ker()\lxx — T*))J_,
Rug(Alx- — T*) = (Ker(Alx —T)) ™.
Véta 161 (Tteti Fredholmova véta). Necht’ X je Banachiiv prostor, T € (X)) a A € K\ {0}. Pak
dimKer(AMx —T') = codimRng(AMx — T') = dimKer(Alx« — T*) = codim Rng(AIx~ — T*) < 0.

Poznamka: Véty 160 a 161 na prednasce dokazany nebyly.

4. Samoadjungované kompaktni operatory na Hilbertové prostoru

Definice 162. Necht' H je Hilbertiiv prostor a T € L(H). Mnozina Ny = {(T'z,z); © € Sy} se nazyva numericky range
operatoru 7T'.

Tvrzeni 163. Necht' H je Hilberniv prostoraT € L(H).
(a) Nor+pr = a+ BNy pro libovolnd o, 8 € K.

(b) op(T) C N C Bg(0,[|T|]).

(c) o(T) C Nr.

Definice 164. Necht' H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Rekneme, 7e T je samoadjungovany pokud T = T*.
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Véta 165. Necht' H je netrividlni Hilbertiiv prostor a T € L(H). Pak T je samoadjungovany, pravé kdy? (Tx,y) = (z,Ty)
pro kazdé x,y € H. Prol' samoadjungovany plati ndsledujici tvrzeni:

(a) (Tz,z) € RprokaZdé x € H.

(b) Nr C R aoznacime-li my = inf Ny, My = sup N, pak ||T'|| = max{|mz|,|Mr|} a {mp, M7} C o(T) C [mp, M7],
a tedy &islo ||T|| nebo —||T|| lezi v o(T).

Definice 166. Necht’ A je mnoZinaa f: A — A je zobrazeni. Mnozina B C A se nazyvd invariantni vuci f, pokud f(B) C B,
tj. flg: B — B.

Lemma 167. Necht’ H je Hilbertiiv prostor a oznacme SA(H) = {T € L(H); T = T*}. PakproT € SA(H) plati ndsledujici
tvrzeni:

(a) X € op(T) prdvé tehdy, kdy? X € 0,(T™). Viastni prostor T p¥islusny viastnimu Cislu X je shodny s viastnim prostorem T*
prislusnym vilastnimu Cislu .

(b) Pokud A1, Ao jsou riznd viastni &isla T, pak Ker(MI —T) L Ker(Aol —T).
(¢) Pokud o(T) = {0}, pak T = 0.
(d) Necht'Y C H je uzavreny podprostor invariantni viici T i T*. Pak T'[y € SA(Y).

Véta 168 (spektralni rozklad samoadjungovaného kompaktniho operéatoru; D. Hilbert (1904), Erhard Schmidt (1907)). Necht’
H je netrividlni Hilbertiiv prostor a T € K(H) je samoadjungovany. Pak existuje ortonormdlni bdze B prostoru H tvoFend
viastnimi vektory T. Vektorii z B prislusnych nenulovym viastnim Cislium T je spocetné mnoho, a sefadime-li je libovolné do
prosté posloupnosti {e,}N_|, N € NU {00}, pak {e,} je ortonormdini bdze Rug T a pro kaZdé x € H je

N

Tr = Z An (T, en)en,

n=1
P

kde \,, je viastni Cislo pFislusné vlastnimu vektoru e.,.

Konec 22. prednasky

V. Konvoluce funkci a Fourierova transformace

1. Konvoluce funkci

Definice 169. Necht’ 1 je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry naR? a f, g: R? — K. Konvoluce funkce f s funkci g je funkce
f * g definovand jako

(F=9)e) = [ | Fwate = 9)duty)
pro takova = € R?, pro kter4 integral konverguje.
Poznamka: kdykoliv f je lebesgueovsky méfitelnd, pak funkce y — f(x — y) je lebesgueovsky méfitelna (bez dikazu).
Véta 170. Necht' i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry naR® a f, g, h: R* — K.
(a) Operace * je komutativni v ndsledujicim smyslu: funkce f x g a g x f maji stejny defini¢ni obor a jsou si na ném rovny.

(b) Operace * je distributivni vzhledem ke scitdni v ndsledujicim smyslu: plati fx(g+h) = fxg+fxha (f+g)xh = fxh+gxh
na defini¢nich oborech pravych stran.

Lemma 171. Necht’ i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R a f, g € Ly(u1). PoloZime-li F(x,y) = f(y)g(x — y) pro
2,y € R pak F € Li(p < p) al|F[ly = || fll1 ]9

Definice 172. Necht f: R? — K a y € R? Pak definujeme posun funkce f do bodu y jako funkci 7, f: R? — K danou
predpisem 7, f(¥) = f(x — y) pro x € R%

Véta 173. Necht’ y je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R% a f € L,(u1), 1 < p < oo. Pak zobrazeni 7: R — L, (u)
dané predpisem 7(x) = 1, f je stejnomérné spojité.

Véta 174. Necht' i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry naR% a f,g: R — K.

(a) Je-li f € L,(1) ag € Ly(u), kde 1 < p,q < oo jsou sdruZené exponenty, pak funkce f * g je definovdina v kaZdém bodé R™,
Jje stejnomérné spojitd a omezend a plati || f * gllco < || fllpllgllg-
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(b) Je-li f € LY°(u) a jestlite g € Loo(p) md kompaktni nosic, pak funkce f * g je definovdna v kazdém bodé R, je spojitd
a plati supp f * g C supp f + suppg.

(c) Jsou-li f, g mé¥itelné, D C RY mé¥itelnd a f * g je definovdna alespori na D, pak f * g je mé¥itelnd na D.
(d) Jsou-li f,g € Li(p), pak f * g je definovdna p-s. v. naR%, f x g € Ly(u) aplati || f = gll1 < ||f]l1]lg]l1-

Poznamka: dikaz ¢asti (c) na pfednasce vynechan.
Konec 23. prednasky

Definice 175. Necht d € N. Pak o = (ay,...,aq) € N& nazyvame multiindexem délky d. Riadem multiindexu o nazyvime
&islo Z?:l «; a znacime jej |c|.
Je-li @ multiindex délky d, pak symbolem D* ozna¢ime parcidlni derivaci fidu || danou multiindexem o, tj.

glal

DY = —(————
[e5] (e %7}
Ox{" - - 0x

(symboly 9z ve vyjadieni vyse vynechdvdme). Specidlng, pro a = 0 = (0,...,0) a f: R? — Kje D°f = f. Symbol D* se
téZ nazyva diferencidlni operator.
Definice 176. Necht' A C R%. MnoZina
D(A,K) = {p € C°(R%, K); supp ¢ je kompaktni podmnoZina A}
se nazyva prostor testovacich funkci na A.

Véta 177. Necht' p je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R? a f,g: R4 — K. Je-li f € L¥°(u) a g € D(RY), pak
f*g€C®RY) aDfx*g)= f* D*g pro kaZdy multiindex o délky d.

Definice 178. Necht' 1 je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R?. Funkci g: R? — R budeme nazyvat regularizacnim
Jjddrem (vzhledem k 1), pokud g je nezdpornd, g € L1(u) a ||g||1 = 1.

Véta 179. Necht i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R%, g je regularizacni jadro na R a f: R* — K. PoloZme
gn(z) = nig(nx) prox € R¥an € N.

(a) Pokud je f stejnomérné spojitd a omezend na R%, potom f x g, — f stejnomérné na R%.

L
(b) Pokud f € L,(1) al < p < oo, potom f * g, — f.
Poznamka: dikaz ¢ésti (b) na pfednasce vynechdn.

Diisledek 180. Necht’ i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R%, Q C R? je oteviend a 1 < p < oc. Pak mnoZina D(S2)
je hustd v prostoru L, (Q, (1) (ve smyslu restrikce na Q).

2. Fourierova transformace

1

e A4, kde A4 je Lebesgueova mira na R%.

Pro d € N poloZme g =

Definice 181. Necht' f € Lq(uq). Pak Fourierovou transformaci funkce f rozumime funkci ]?: R? — K definovanou jako

ft) = » f(2)e ") dpg(z) = » f(x)e "% d)g(z)

(2m) %
prot € R%.

Definice 182. Prostorem Cj,(R?) = O}, (R?, K) rozumime normovany linedrni prostor viech omezenych spojitych funkci na R?
s normou | f{lec = sup,eral f(2)[-

Definice 183. Prostorem Cy(R?) = Cy(R%, K) rozumime prostor spojitych funkci f na R? takovych, 7e pro kazdé ¢ > 0 je
mnozina {z € R%; |f(z)| > ¢} omezend. Na Cp(R?) uvazujeme normu || f||oo = sup,ega|f(z)|.

Je-li f: R? — K, pak fekneme, Ze lim ;|40 f (@) = 0, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje R > 0 takové, Ze |f(z)| < &
kdykoli z € R, ||z| > R.

Lemma 184 (Georg Friedrich Bernhard Riemann (1853), H. Lebesgue (1903)). Necht' f € L1 (pq). Pak

lim / f(@)e™ 482 dpg(z) = 0.
Il =00 Jra
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Konec 24. prednasky

Véta 185. Necht’ f,g € L1(pa) aj € {1,...,d}. Fourierova transformace md ndsledujici vlastmosti:

(a) f € Co(RY) a HfHDO < ||f|l1. Fourierova transformace je tedy spojité linedrni zobrazeni z prostoru Li(R?) do prostoru
Co(R?).

(b) Necht' y € R%. Pak Tyf( _“y’t)f(t) pro kazdé t € R? a naopak pro funkci h(x) = 9% f(x )plat T f

~

ak h(t) = f(ct) pro kaZdé t € RY.

\/v

(c) Je-lic>0ah(x) = f(2) p

=~

f.

(d) Je-li h(z) = f(—x), pak h

(e) f+g=Fg.
() foa F9Apa = fou 17 dpa.

(g) JestliZe pro funkci h(x) = —ix; f(x) plati h € Ly (pq), pak %(t) = () pro kazdé t € R

(h) Jestltze exzstuje viude na R? a jestlize -2 8 - € Ly(pa), pak 3 o ( )= itjf(t) pro kaZdé t € R%.

99

Lemma 186. Necht' f € L1(R%))\), g: R? — K je omezenda j € {1,...,d}. Jestllze s

gL e LiRY) a g% € Gy(RY), pak [pu 5EgdN = = [pu fHE AN

existuji viude na R? a jestliZe

Pozndmka: dikaz na prednasce pouze naznaéen pro d = 1.

Priklad 187. Definujme funkci g: R? — R predpisem g(z) = e~ Efalesl pak g € Li(pa),

it

w\m

QL\D

funkce g je nezdpornd a [, gdpug = 1.

Lemma 188. Necht' f,g € Li(pq). PoloZme g, (z) = nig(—nz) a hy(z) = g(%) prox € R*an € N. Pak f * gn(z) =
Jga Fe)et®) by, (4) dpa(t) pro kazdé x € R4 an € N.

Konec 25. prednasky
Véta 189 (o inverzi). Necht’ f € Li(uq). Je-li fe L1(pq), pak pro s. v. x € R plati

Sy = [ F0e e duatt) = f(~a).

Je-li navic f spojitd, pak vzorec plati pro viechna x € R%.

Disledek 190. Fourierova transformace F : Ly(ug) — Co(R?) je prosté zobrazeni. Je-li g € L1(ug) a g € Lyi(ua), pak
g € Rng F a F~1(g9)(z) = g(—x) pro s.v. z € R4

Dusledek 191. Jsou-li f,g € Li(uq) takové, Ze 1.3, fg, E € Li(uq), pak E =fxq
Definice 192. Schwartziv prostor na R? je definovan nasledujicim zptisobem:
Sq = {f € C*(R%,C); PD"f je omezend pro kazdé a € N¢ a kazdy polynom P na ]Rd}.

Lemma 193. Pro N € N je funkce x +— (1 + ||z||?)Y polynom na R%. Pro kaZdy polynom P na R? existuji N € Na C > 0
takovd, Ze |P(x)| < C(1 + ||z||*)N pro kazdé x € R4

Poznamka: na prednasce byl diikaz pouze naznacen

Lemma 194. Nechr d € N, 1 < p < oo, N>—ah( ) = ~ prox € R% Pak h € Ly,(pq).

1

(I+l=]1?)
Poznamka: na prednasce byl dikaz pouze naznacen

Tvrzeni 195. Schwartziiv prostor md ndsledujici viastnosti:

(a) D(R?) C S C Co(RY) NNy <peno Lp(Ha)-
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(b) Je-li f € Sg,a € R\ {0}, b€ R?ah(x) = f(ax + b), pak h € S,.
(c) Je-li f € S84 a a multiindex délky d, pak D* f € S.

(d) Je-li f € Sq ajestlize g € C®(RY) je omezend a md omezené vsechny parcidlni derivace viech vddii (specidlné, je-li
g € Sa), pak fg € Sa.

(e) Je-li f € Sqa P: R — C polynom, pak Pf € S,.
Poznamka: na prednasce byl predveden pouze dikaz Casti (a)

Tvrzeni 196. Necht' f € Sya o € Ng.

(a) Dof(t) = (it)* J(t) pro kaidé t € RY.

(b) D°f = @ kde m(z) = (—ix)*.

Definice 197. Pron € Ny a f € S;4 poloZme

() = ma [z o (14 lal?)Y - D*f() |

Definujeme ddle funkci o : Sy x Sg — [0, o) pfedpisem

o0

O'(f7g): ZQ_len{VN(f_g)vl}a f,gGSd.
N=0
Véta 198. (Sy, o) je uplny metricky prostor spliiujici ndsledujici vlasmosti:

(a) Je~li (f,) posloupnost v Sq a f € Sy, pak f, = f, pravé kdyz pro kazdé N € Ny a a € N¢ plati, Ze

(14 [|z|2)N - D fn(z) = (1 + ||2|P)N - D*f(x) stejnomérné na RY.

(b) JestliZe f,, — f v prostoru (Sq, o), pak f., — fv L,(uq) pro kaZdé 1 < p < cc.

(c) Je—li o multiindex délky d, P polynom na R* a g € Sy, pak zobrazeni f — D®f, f — Pf a f — gf jsou spojitd jakoZto
zobrazeni 7 (Sq,0) do (Sq,0).

Pozndmka: dikaz na prednasce byl vynechan

Véta 199. Fourierova transformace je homeomorfismus Sg na Sq. Navic, pro kazdé f € Sy plati, Ze

555>

f(x) = f(~x)prokazdé € R a f=f.

Poznamka: dikaz na prednasce byl vynechan
Dusledek 200. Pro f,g € Sy plati E = f* g. Specidlné, prostor S, je uzavreny na konvoluci.
Poznamka: dikaz na pfednasce byl vynechédn

~

Véta 201 (Michel Plancherel, 1910). Existuje prdvé jedna linedrni izometrie F: Lo(uq) — Lo(pq) na takovd, Ze F(f) = f pro
kaZdou f € La(pa) N L1 (pa)-

Poznamka: dikaz na pfednasce byl vynechén
Konec 26. prednasky
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