
I. KONVERGENCE LEBESGUEOVA INTEGRÁLU

Ur£ete, zda Lebesgueovy integrály existují a zda jsou konvergentní:
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II. INTEGRACE POSLOUPNOSTÍ A �AD FUNKCÍ

1. Spo£t¥te následující limity posloupností: a) lim
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2. Spo£t¥te následující limity: a) lim
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3. V následujících p°íkladech rozvi¬te integrovanou funkci v °adu, ov¥°te moºnost zám¥ny °ady
a integrálu a vyjád°ete integrál jako £íselnou °adu.
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III. INTEGRÁLY ZÁVISLÉ NA PARAMETRU

1. Ur£ete de�ni£ní obor následujících reálných funkcí (= mnoºinu v²ech a ∈ R, ºe F (a) ∈ R) a
dokaºte, ºe jsou na svém de�ni£ním oboru spojité.
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2. Rozhodn¥te, pro které hodnoty parametr· konvergují následující Lebesgueovy integrály a
spo£t¥te jejich hodnoty pomocí v¥ty o derivování integrál· závislých na parametru.
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IV. VÍCEROZM�RNÁ INTEGRACE

1. Spo£t¥te míru λ2(M) mnoºiny M (nepouºívejte v¥tu o substituci)

a)M = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 5, y ≤ 3, xy ≥ 1} b)M = {[x, y] ∈ R2 : x > 2, 0 < y < 1/x2}
c)M = {[x, y] ∈ R2 : x > 2, 0 < y < 1/x}
d)M je omezená k°ivkami: 2x− y = 0, 2x− y − 7 = 0, x− 4y + 7 = 0, x− 4y + 14 = 0

e)M je omezená k°ivkami: x = y2+b2

2b
, x = y2+a2

2a
(0 < b < a)

2. Spo£t¥te
∫ ∫

M
f(x, y) dλ2 (nepouºívejte v¥tu o substituci)

a)M = [0, 1]× [0, 1]; f(x, y) = x2

1+y2

b)M je ohrani£ená k°ivkami y = 0, y = 1− x, y = 1 + x; f(x, y) = x2 + y2

c)M je ohrani£ená k°ivkami y = x2, y2 = x; f(x, y) = x2 + y
d)M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ R2} (R > 0); f(x, y) = y2
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e)M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ x}; f(x, y) = 1√
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f)M je ohrani£ená k°ivkami y = 0, x = 1, y = x; f(x, y) =
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∫ ∫
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√
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4. Spo£t¥te míru λ2(M) mnoºiny M (v úlohách uvaºujte v²echny parametry kladné)

a)M = {[x, y] ∈ R2 : (x2 + y2)2 ≤ 2a2(x2 − y2)} (obsah plochy ohrani£ené lemniskátou)
b)M = {[x, y] ∈ R2 : (x2 + y2)3 < a2(x4 + y4)}
c)M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ R2, x2 + y2 ≤ 2Ry, x ≥ 0}
d)M = {[x, y] ∈ R2 : 2 < x+ y < 3, x < y < 3x} e)M = {[x, y] ∈ R2 : (x+ y)3 < axy, x > 0, y > 0}
f)M = {[x, y] ∈ R2 : a < xy < b, py < x < qy (0 < a < b, 0 < p < q)

g)M je ohrani£ená k°ivkou
(
x2

a2
+ y2

b2

)2
= x2 + y2

5. Pomocí Fubiniovy v¥ty spo£t¥te hodnoty následujících Lebesgueových integrál·
(m·ºete pouºívat tzv. Laplace·v integál, tj.
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∫ ∞
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∫ ∞
0

log(1 + a2x2)− log(1 + b2x2)

x2
dx (a, b ∈ R) f)

∫ ∞
0

(e−a
2/x2 − e−b2/x2) dx (a, b ∈ R)

g)
∫ 1

0

xb − xa

log x
dx (a > −1, b > −1)

6. Spo£t¥te míru λ3(M) mnoºiny M(v úlohách uvaºujte v²echny parametry kladné)

a)M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 2az, x2 + y2 ≤ z2}
b)M = {[x, y, z] ∈ R3 : (x+ y + z)2 < ay, x > 0, y > 0, z > 0}



c)M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ R2, x2 + y2 ≤ Rx} (objem Vivianiho okénka)
d)M = {[x, y, z] ∈ R3 : (R−

√
x2 + y2)2 + z2 ≤ a2}, R > a (objem anuloidu)
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f)M = {[x, y, z] ∈ R3 : c(x2 + y2) + a2z ≤ a2c, z ≥ 0}
g)M = {[x, y, z] ∈ R3 : y2

2
+ z2

3
≤ 1

x2+2x+3
} (p°íklad ze zkou²kové písemky v akademickém roce 2009/10)

7. Spo£t¥te
∫ ∫ ∫

M
f(x, y, z) dλ3 (v úlohách uvaºujte v²echny parametry kladné)

a)M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ R2, x2 + y2 + z2 ≤ 2Rz}; f(x, y, z) = z2

b)M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
≤ 1}; f(x, y, z) = x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2

c)M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 3z, x2 + y2 + z2 ≤ 4 }; f(x, y, z) = z
d)M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ z }; f(x, y, z) =

√
x2 + y2 + z2


