I. TAYLORUV POLYNOM

Piipomenme si definice elementarnich funkci:
. 00 n I2n+1 00 n CE2” = 00 "
a) sin(x) =32 o (—=1)" Gy b) cos(z) =32, o(=1)" Gy c)et = "%

1. Dokazte, Ze Tayloriv polynom k-tého fadu v bodé 0 pro funkce f je roven poly-
nomu P:
(tyto vysledky lze dale povazovat za znamé rozvoje a pouzivat je v dalsich vypoctech)

a) f(x) = (1 + LC)a (a c R), P(:L‘) = Zfi 0 ( ):C kde (n) — a-(a—l)-(a—n2!)...(a—n+1)
b) f(x) =log(1+x), P(x) = Zizl( 1)n+1:cn

2. Najdéte Tayloriv polynom k-tého fadu v bodé 0 pro funkce:

a) tggx), k =4 b) cos(sinx), k =5 c¢) sin(sinz), & = 6 d) sin(l —cosz), k = 3 e)
ii‘ﬂfil‘Q’ k = 4

f) e2 =% k=5 g)

k=4 h)log(cosz), k=6

el — 1 Y
3. Odhadnéte absolutni chybu aproximace danych funkci na danych intervalech:
a) smxwx—%g, r €[-1/2,1/2] b) \/1+x%1+§—%, z € [0,1]

4. Spoctéte /5 s presnosti 1074

5. Spoctéte limity

»

x

—e T Tginzg — (1

a) lim ST e ® b) lim ¢ s x( +2) ¢) lim (Va® + 25 — Vb — 25)

z—0 :13'4 x—0 $3 r—00

m 2 1 a2 im (L L

d) xh_{glox WV +1++vVr—1-2V1) e) glﬁl_r)r(l) o (a > 0) f)1:101_>1r% (-1
g) lim (z —2%log(1+ 1)) h) lim2 (2 — <) 4 lim ((2® — 2® + Z)er — Vab + 1)

T—>00 i z xz—0 T T sinx T—>00

1 — (cosx)™m™®

j) alclao 3

6. VySetrete konvergenci rad

a)y >, [\/Lﬁ + log (,/1 + - \/Lﬁ)] b) >, [2 tg <%> sin <\/Lﬁ) — ﬂ
c) Yo, [sm (f) log (1 - %ﬁ)} d) S0 (e/m — 1 — L)(arcsin
e) Y o, arctg (ﬁ — \/%5) f) Y02, (sind —arcsin2) g) > sin (L — arcsin 1)

7. Jak je tieba zvolit koeficienty a,b € R, aby platil vztah x—(a+bcosz)sinz = o(z?), v —
07?

II. MOCNINNE RADY
1. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych rad. Urcete oblasti ab-

solutni konvergence, neabsolutni konvergence a divergence.
7

00 n n o8] —1)"n? " oo n"_ n oo 3 2
a) Zn:l mx b) En:l(l + 7%)( Y C) Zn=1 m.f[,' d) Zn 1 L('x + 1)
e) Cnli " (a>0) ) 00, 2pat (a> 1) g) Yoo, BT 1) 10 e (a,b > 0)




) S0 (D By e (a,b>0) §) S g;'>),x (t&7ké na kruznici)

III. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE - UVOD

Vyjadiete primitivni funkce na maximalnich intervalech existence

1. Priklady na integrovani "piimo":
a) [29 +1 —5e" +u% —coswdr b) [2e3 — 5 —adr ) [Ty

2. Priklady na integrovani pom0c1 substituce:

a) [tgxzdz b) [cotgzdz ¢ fCOSQﬁ dz  d) [{Zzdz  e) th}gxdx f) fﬁdx g)
[t da

z log z log(log x)

3. Dalsi priklady k procviéeni

(1——)«/ Vzdz b) m V=) g, ¢) [(2°+3°)2dz d) [{Z5dx e) [

f x8+1 dz
g) [Hsin(2)dz h) [cos?zdx i)

1
= d f)

dr j) [ 22 coszdx

2z
24222424 1+sin? z

4. Priklady na integrovani "per partes":
a) [23sinzdx  b) [e“coszdr c¢) [logadr d) [a2"e*dz ,n € N e) [zlogadx f)
[ ze* cosxdx

5. Dalsi priklady k procviceni:

a) [ \/Sclonb—ﬁd b) IW&T c) [HSEFdx d) 93211, dz e) [arctgzdr f) [2?sin(2z)dx

g) [Vzlogxrdx h) [z?e 2 dax 1)f(1°%) dz j) [2%* dz k) [e¥®dr 1) [xsiny/zde

Vyjadiete primitivni funkce na maximalnich intervalech existence

6. Priklady na integrovani pomoci druhé véty o substituci:

a f\/4—$2d$ b)fmdx C)fmdx(a>0)
d) [/=2dz (a>0) e) [z/57dzx (a>0)

7. Priklady, kde se musi funkce "lepit":
a) [|z|dz  b) [|cosz|dz ¢) [Vabdr d) [sin|2z —1|dze) [|sina + cosz|dx

f) [max{z,2?}de g) [e ldz h) [[2z+1[dz i) [arcsinsin %5 do

IV. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE - INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI
Vyjadiete primitivni funkce na maximalnich intervalech existence

1. Pf‘iklady na "integrovani racionalnich funkci":
2343222 x? 2 43—
de b) [T el gy o) [2Eldy d) [ —5dz e)f%dx

x2+42z+1 1)(z2+z+1)

a) [ (2x+3)(3x+2 )(@+1)

25 Lt g3
+zttad a4+l
f) f 3 —-32243x—1 dz

2. Vyjadrete primitivni funkce na maximalnich 1ntervalech existence

1—/x z Y24z
le\fdx b) H\/de c) [ +\/2J;7dx d)f 2dx e)fe%urez sde f) f1+ew/2+iw/3+ew/6 dz
f\/lTw— -

Vitx+vx




3. Vyjédrete primitivni funkce na max1maln1ch intervalech existence

tg* z+1 + 1
a) f 31nac+tgac dz b) f sin? xisfnmcos;t dz C) f 5223 i_:;;;z dz d) f cos? x(4sm z—1) dz e) f (24+cosz)sinz dw

f) sm x dl’ g) f i sin dZL’

Ttsin? z sin® z+cos3 z

Vyjédrete primitivni funkce na maximélnich intervalech existence
sinxcosx 1 1
dz b f dz ¢ f (sin? z+2 cos? z)2 dz d) f 2sinz dz

f 5+Cosac 1+sm T —cos x+5

f\/x2+a2dx (a>0) f) [Va?—a?*dx (a>0)

dz (a>0) ¢) [ dz d) [ ——F—A——dx

d b _a? 1
f Vz X f Va2+a? 1+vVz2+2z+2 (z—1)V22—3z+2

6. Preved'te “[ /22 — 3z + 1dz” na integral z racionalni funkce pomoci nasledujicich

substituci: a) t = Va2 =3z +1—2 b)t=va*—3zv+1+z c)“t=,/1=17

7. BONUS - priklady ze zkouékovych pisemek na FSV:
dx b)dex L dr d) [ o= cosz—L g

cos z(sin? x+1) C) f (V224at+T—2)3+V22 72 sinxz—1

2x
a) f (2z+3) (v 2z+3+ 22+3)
8. BONUS - priklady ze zkouskovych pisemek na MFF:
1 inz 2 lo; 2(1’)—‘1—3
a) f (e2%+er—2)(e2%+1) dz b) f sinx—sl—cosz—fi dz C) f +\/m dz d) f $10g4(a:)§w10g2(z)—6$ dz

V. NEWTONUV INTEGRAL
Vypoctéte nasledujici Newtonovy integraly

1. f02 |[1-z|dz b) (}OgQ re ®dzr c) fo% 22 cos x dz fe |logz|dz e) [, 197 /T = cos 2z dw
) log 2 o g) foa 22vVa? — 22dx h) O2Tr 1+€Cosz dr,e € [O 1) i) f_ll —a2 P o dz,
ab 7é 0

1 T 27
i) flﬂﬂﬂdm K [l g

0 sin?z+costz

3 1 9] 1 5w 1
2. f4 22 \/ d b) 1 zv—22442-3 dz C> f—l /zF1++/(x+1)3 dz d) fO sin? 242 cos? x dz
2m/3 d
e) f7r/3 smxx/l—i-cosaz r
3. Vypoctéte nasledujici integraly
o) 1 61 sin(z2
a) [y mmmdr D) [ T =dz <) Jy x2+si§1(x)2) dz
d*) fle % tg? \/log(x2?) + 1dz (pocitejte jako “zobecnény Riemantv integral”)

4. Vypoctéte plochy ohranicené nasledujicimi krivkami

a) f(x) =2?, g(z) = Vz, z €[0,1] b) fz) =2", g(x) = Yz, 566[0,1], ne N\ {1}
c) f(x) =sinz, g(xr) = —sinz, x € [0,7] d) f(z) =2% g(z) =2, h(z) =0, z € [0,00)

e) f(z) =+vV1—22% g(x)=—vV1—22 z€[-1,1]

VI. MOCNINNE RADY - SCITANI CISELNYCH RAD
1. Sec¢téte rady vSude na intervalu konvergence:

oo gidnts 0 n 0o " o9 n 00 n o
a) Zn:O Tl b) Zn:l nr C) Zn:l n(n——|—1) d) Zn:l 71237 e) Zn:l( 1) +1n2$ f) En:l n<n+

2n 4n 2n

oo T o] T : n : oo n— x o] 2_
2)2"  g) ano n)! h) ano (4n)! i) En 1(” 1)(""‘3)552 j) Zn=1<_1) ln(gn_l) k) Zn:l 3 nlv Zz

2. Sectéte rady:

n



N3

00 1" [e'e] n o) -1 oo n(n+1 o) —1)"n fe’e) 1"
)Y S DY oY X M oY, S DY rany
(%s) —1)n—1 (%s) n . 00 —1)"n?
) 2ne % h) > —o(=1) (iﬁf)gn D2 %

3. Vyjadriete néasledujici funkce jako mocninnou fadu o stiedu 0:

a)e b) arctgz ¢ sinz  d) = ) (1 + 2)log(l + x)

11—z

g2

VII. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU
1. Vysetrete konvergenci nasledujicich integralu

1 x? 1 1 % logsinx
fO { de b) fO W dz C) fO 6‘/5%1 dz fO ebmz 1 e) 0 ez—iosm dx f) f02 lgT dx
L dz h) GRS N dz j) fl P (1—z)t " dr k) [T aPe Vo da

0 sin? x cos? x 0 sin?z(l—sinx)P 0

1) fO \/Elog(l—i-ez)

2. Vysetrete konvergenci nésledujl'cich integrala
a) [F==tde b) [T de (o > 1) c) [[TakEEntdy  d) [Cavarctg’xdr e) [ (tga)*da

) 8 1 % T+sinx
f) fOE r® (% - SL’) tg7$d1’ f2 xplnqm da

3. Pomoci B-C podminky ukazte, Ze nasleduJ101 integraly nejsou konvergentni:
o] 0 |sinz o0 |cosx 00 sin?
a) [M2dy (a<0) b) [OlEdqy o) [leetdqy q) [t gy

T

4. Pomoci metod “per partes” a “substituce” rozhodnéte o konvergenci nasledujicich
integrali:
a) floo e dw (€ (0,1]) D) fooo Sin(x2

5. VySetrete konvergenci (absolutni i neabsolutni) nasledujicich integrali:

a) [o7 2z cos (zt) dz b) [F VECST § ) [ STy d) 7502 2 arctg o da (stadi vySetiit

0 1 z x’+
oo log(1
e) —Og( ) cos x da

0 T

neabsolutni konvergenci)
6. BONUS - priklady ze zkouskovych pisemek na MFF:
0o 1\E sin(v/) U tohoto piikladu muzete bez ovérovani pouzit informaci,
[ (14 1)7 snty@) g, U tohoto piikladu muvet vin , ,
0 z ze existuje okoli nekonecna, na kterém je funkce (1 + 1/x)* rostouci.

b) [ 22—;20)‘%{”) dz (@« € R) ¢) [;7cos(z® + 1) da

VIII. METRICKE PROSTORY
1. Ovérte, zda nasledujici formule definuji metriku na R:

a) p(x,y) =2 =y’ b) plz,y) = 2" —=4?| ) p(a,y) = (x —y)*

2. At py, po jsou metriky na mnoziné P. Musi byt i funkce p definovana niZe metrikou
na P?

a)p = pr+p2 b)p = max{p,p2} ¢)p = min{p1,p2} d)p = max{p,1} e)p =
min{p;, 1}

3. Na mnoziné P = {A C N: A je konetna} definujme p(A,B) = |(A\ B)U (B \ A4)| pro
A, B € P. Je p metrika?

4. Na prostoru C([0,1]) uvazujme supremovou metriku, tj. p(f, g) = max{|f(t) — g(t)| :



€ [0,1]}. Spocitejte py(z, z?).

5. Na prostoru C([0,1]) uvazujme integralni metriku, tj. p;(f,g) fo |f(z (x)| dz.
a) Spocitejte p;(z,2%).  b) Pro jaké a € (0,1) je vzdalenost p;(az, x?) nejmensf mozna7

6. At (P, p) je metricky prostor, f : [0,00) — [0,00) je funkce spliujici
(i) f(x) =0+ 2=0

(i) r<s+t—=f(r) < f(s)+ /()
Polozme o(x,y) = f(p(x,y)). Dokazte, Ze ¢ je potom metrika na P.

Pomoci tohoto tvrzeni dokazte, ze o(z,y) = £ @9) 56 metrika na P.

-~ 14p(zy)
7. Rekneme, ze p je pseudometrika na P, pokud pro kazdé z,y, z € P plati
pla,x) =0, p(x,y) = ply, x), p(x, z) < p(x,y) + ply, 2).
Necht na mnoziné P méame posloupnost pseudometrik p,, n € N spliujici
Ve,ye Pyx#y IneN:  p,(x,y) #0.

Dokazte, Ze potom p(z,y) = > o7, 5= min{p,(z,y), 1} definuje metriku na P.

Toto tvrzeni aplikujte na dikaz toho, Ze pokud na C(R) definuji p,(f,g) = sup{|f(z) — g(z)| :
x € [—n,n]}, pak p(f,9) = >n’ | 5= min{p,(f,g), 1} je metrika na C(R).

8. Rozhodnéte, zda néasledujici mnoziny jsou oteviené (resp. uzaviené). Zjistéte je-
jich vnitrek, uzavér a hranici.

a) A={(z,y) eR*: 2>0,y<0} b)B={feC[0,1]: ()—2}
C)C:{fEC[O,l]:f() (0,2)} d)D={fecCl0,1]: fo )dz = 0}

9. Plati v metrickych prostorech nasledujici rovnosti? Plati alespon jedna inkluze?
a) ANB=ANB b)Int(A\ B) =Int(A) \ Int(B) «¢) H(A) = A\ A (uvazujte A otevienou)

10. UvaZujme na R? libovolnou metriku p. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou prav-

diva? Ktera jsou pravdiva, pokud p(z,y) = ||z — y|| pro n&jakou normu na R?*?
a) 5B(0,1) = B(0,5) (0 znaci nulovy vektor, 5A definujeme jako mnozinu {5a : a € A} pro
ACR?)

b) 5B(z,1) =z + B(0,5), x € R> ¢) Int(B(0,1)) = B(0,1) d) B(0,1) = B(0,1)

11. At P je metricky prostor, x # y jsou dva body z P. DokaZte:
a) {z} je uzaviend mnozina. b) Exi stuji disjunktni oteviené mnoziny U, V zex €¢ U ay € V.

12. Dokazte nasledujici ekvivalence pro uzavienou mnozinu A v metrickém prostoru
P:
Int(A)=0«+ P\A=P,

dist(z,A) =02 € A (plati toto tvrzeni i kdyZ A neni uzaviena?)

13. At A C P je podmnoZina metrického prostoru (P, p). DokaZte:
a) Int(A) = U{U C A: Uje oteviena} b)A=){F D A: F je uzaviena}



IX. FUNKCE VICE PROMENNYCH - LIMITY A SPOJITOST
1. Lze nasledujici funkce spojité rozsirit na R??
22492 \/Jm—l sin(z3+13) z2y? a3 —q3
a) Wy—kl—l b) x2+y? C) m2+y2y d) x2y2+(lit—y)2 e) :c——g?j

NS |
f) (@+y)singsing, g

2xy ) T4y i Ty
x24y? Nz Va2 4y?

X. FUNKCE VICE PROMENNYCH - DERIVACE
1. Spoctéte parcialni derivace funkci vSude, kde existuji
a) z™y" b)e™ c¢)zytyztze d)|z|-ly| e)ly+cosz| f)|siny—sinz| g)|cosy—sinz|

b (5) Dot Dsin@) K fry) =TI f0,0) =0 ) VaiEE m) i

2. Maji nasledujici funkce totalni diferencial v bodé [0,0]? (pokud v tomto bodé
funkce neni definovana, spojité ji dodefinujte)

. . . N 22y(|z
VTR D) YR Olayl ) YBEE o) (Ph)singls e me g Sl
3. Spoctéte gradient nasledujicich funkci vSude, kde existuje:

a)log(y/a* +y*) b)e™ «¢)

4. Predpokladejte, Zze z,y maji malou absolutni hodnotu. Odvod'te pribliZzné vzorce
pro nasledujici vyrazy:

a) (1+2™)(1+y") b)arctg lfxyy

,]) (1 +x2y2)7x2iy2 k) (1.2 + y2)x2y2

5. Objem valce s podstavou o poloméru r a vysce h je dan vzorcem V = 7r2h. Je-li
vyska h = 5 cm zméiena s presnosti na 0.005 cm a polomér podstavy r = 3 cm je zméfen
s presnosti na 0.01 cm, urcete, s jakou nejvétsi moznou chybou je urcen objem valce
V.

6. Spoctéte gradient nasledujicich funkci vSude, kde existuje:
z v z -
a) ly—sinz| b)|siny—sinz| c) <£> d)zz e)a¥ f) f(z,y) =e T+ f(0,0) =0

Y
7. Spocitejte priblizné tak, Ze nahradite prirustek vhodné funkce jejim diferenciadlem:

/(1.02)3 + (1.97)3  b) 0.971% 1.04202 ) QL0 1.002 - (2.003)? - (3.004)3
a) ¢/(L02) + (LOT)° ) 0 ) T ) 1002 (2.008)" - (3.004




