I. TAYLORUV POLYNOM

Piipomenme si definice elementarnich funkci:

. 00 n I2n+1 00 n CE2” = 00 "
a) sin(x) = 3. o (—=1)" Gy b) cos(z) =320 (=1)" Gy c)et =3 o5
1. Najdéte Tayloriv polynom k-tého fddu v bodé 0 pro funkce:

a) tgg:p), k =4 b) cos(sinx), k =5 c¢) sin(sinz), k = 6 d) sin(l —cosz), k = 3 e)
—xtx2)

f) 62:6*962’ k=5 g) =%, k=4 h)log(cosz), k=6

eT_17

2. Spoctéte limity

M
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T—00 z—0 X xz—0 7T s
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3. Spoététe limity (pfiklady ze zkouskovych pisemek na FSV):

i sin(et™) — 1) + 2sin(cos(x) — 1) bY 1 log(1 + xsinz) — exp(xsinx) + cos(x sin x)
) iy A )t =
@ og(1 + x*) 20 sind z

4. Vysettete konvergenci fad

) T [ e (Y14 3= )| 0 (208 () —sin(35) - 7]
) Do [Sin (%ﬁ) —log (1 + Q/Lﬁ)} d) 3, (V" — 1 — L) (arcsin L — ﬁ)
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3= S|=

e) Y o7 arctg (% — \/Lﬁ) f) >0, (sint —arcsind) g) Y- sin (
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II. MOCNINNE RADY

1. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad. Uréete oblasti ab-
solutni konvergence, neabsolutni konvergence a divergence.

a) Yool Fam (peR) b)Y, FHEEL ) o) 0 (145 d) o2, ea (0> 0)
1+2cosM

e) ZZ‘; —(3+(_nl)n)n " f) Z;'il anai:bn (a,b>0) g) fozl (%L + %) z" (a,b>0) h) Ziil ( n 4 ) "
. 00 n2
2. Rozviiite funkee f(z) = 113, 9(z) = 555, h(z) = %5 v mocninné fady se stiedem

v bodé& z, kde a) 2y =0, b) 2y = —1, ¢) y = 7; a stanovte polomér konvergence té&chto
rad.

3. Rozvifite funkce f(r) = exp(x), g(z) = vexp(x), h(r) = z*exp(r) v mocninné fady se
stfedem v bodé z(, kde a) zo =0, b) 2y = 1, ¢) zp = —8; a stanovte polomér konver-
gence téchto rad.

4. Rozviite funkce f(z) = sin(z), g(z) = xsin(z), h(z) = 2?sin(r) v mocninné fady se

stfedem v bodé zo, kde a) o =0, b) o = 7/6, ¢) o = 2; a stanovte polomér konver-
gence téchto rad.

5. Vyjadrete nasledujici funkce jako mocninnou fadu o sti¥edu O:

a)e ™ b)arctgr c¢)sinfz  d) (1+z)log(l+z) e)arctg (fﬁé) f) log /1=




III. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE - UVOD

Vyjadrete primitivni funkce na maximalnich intervalech existence

1. Piiklady na integrovani "pfimo":
a) [29 4+ L —5e" +a3 —coszdr b) [2e% — Y5 —adr ) [LERO Qe d) [2(1-2)0de

2. Piiklady, kde se musi funkce "lepit":
a) [|z|dz  b) [|cosz|dz ¢) [Vabdr d) [sin|2z —1|dze) [|sinz + cosz|dx
f) [max{z,2?}dz g) [e Fldz h) [[22+1|dx

3. Priklady na integrovani p0m0c1 substituce:
a) [tgxdr b) [cotgrdr ¢) [Lodr d) [i5ade o) [opnde f) [ F=de g

1
f zlog z log(log x) dz

4. Dalsi priklady k procviceni:

a) [((1-%)Vayade b)fmda: ¢) [(27+3%)?dx d)flf’;%dx e) [ mdr )

fx8+1 dz
g) [msin(z)de h) [cos’zdr i) [gmmmmdr j) [ oz coszdr k) [arcsinsin 797 do
(tézke)

5. Priklady na integrovani "per partes":
a) [2*sinzdz  b) [ecoszdr ¢) [logzdr d) [z"e¢*dz ,n € N ) [zlogzdr f)

f ze® cosx dx

6. Dalsi priklady k procv1cen1

a)f\/s%dx b)Ide ¢) alrfgf dz d) gf%dx e) [arctgzdz f) [2?sin(2z)dx

g) [Vxlog®zdxr h) [22e dx i) f(loix)z dv i) [2%¢"dz k) [eVTdx 1) [xsinyzde

V. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE - POKRACOVANT
Vyjadiete primitivni funkce na maximalnich intervalech existence
a)f\/4—x2dl' b)fmdx(a>0) )f*’x2+a2d:c(a>0) f5x3§3_€x;xlldx
) [ mmmmemde ) [Tt dr ) [Va?—d?de (a>0) h) [oE=d

x a2’ 43z-2 1 1 2log?(x)+3
f (=) (a2 +z+1)2 dz b) f 4 dw C) f e2®4e*—2 dz d f 14e*/24ex/34ex/6 dz e) f xlog?(z)—z log? (z)—6x

tg 41 sin® z+sin x sin? z sin x
3' a) f smx+tgx dz b) f sin2 z+sinz cos x dx C) f cos3 z+cos dz f 1+sinZz da e) f sin® z+cos3 @ dz
f 5+COS.Z‘ dz f 2sin x—cos z+5 dz

dx dx

1 1
a) [ 1+¢5 dz b) [ Va2 12212 c) J (z—1)Vz?—3z+2
5. Pievedte “[ /22 — 3z + 1dz” na integral z racionélni funkce pomoci nasledujicich

substituci: a)t=+v22—-3rx+1—2 b)“ = /iign

6. a) f sinm—s&—i::loﬁx—i‘l d.flj b) f 1’+\/1xz+l‘ d.’L‘



V. NEWTONUV INTEGRAL

Vypocététe nasledujici integraly

1. a) f02 [1—-z|dz D) Olonge_”” dr «¢) fo% z?coszdr d) [i|logz|dz e) 01007r V1 — cos 2z dx
f) Olog2 Ver —1dz  g) [[2*Va? —a2dz  h) 02” 1+€1COSZ, de,e €10,1) i) f_ll m dz,

ab # 0

. 1 T 2T 1
J) ffl x2+x+1 dz k) 0 sin?z+costz d

3 1 00 1 5T 1 67 sin(z?)
2. a) fl v/ —x24+4x—3 dz b) ffl VaFI++/(x+1)3 dz C) 0 sin?xz4+2cos2z dz d) 0 x2+sin(x2) dz

e) fﬂ rsinx de’ f) fel,gﬁn|00810g%| g) /4 (sinx—cosx)2”+1 dl‘ h) f57f/6 cos 2z dZL’

0 1+cos?z 0 sin z+cos w/6 |sinxz—cosz|

VI. MOCNINNE RADY - SCITANI CISELNYCH RAD
1. Sectéte rady vSude na intervalu konvergence:

oo génts [e's] n 00 " 00 n 00 n n
a) Zn:O Tl b) Zn:l nx C) Zn:l m d) Zn:l an e) Zn:l(_l) +1n2x
f) Z'ZOZI n(n + 2)xn g) Zf:l(_l)n_l n(Zmnil)

2. Sectéte rady:
00 1™ o] n o] 1™ oo  n(n+l o] —1)mn3 o) 1™
a) Yo, B8 YR o S X M o X S DX et
oo —1)n—1 oo n 2n . 00 —1)"n?
) ol G W T (s )Y, SEE




VII. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU

1. Vyéetrete konvergenci nasledujicich integrala
1 2 1
fo A de D) g Temdr 9 Amdr d)
l us

1 2 1 [ —— 1
O sin? z cos? x da h) fO sin? z(1—sin z)P dx 1) fO Vzlog(l+e®)

! dx dr f) fog logsin® -

1
0 e‘““z esnz_1 e fO e* —cos T VT

dr j) folxp_l(l—:v)q_ldx k) ¥ aPe VT da

2. Vysetiete konvergenci nasledujicich integrala
a) [P E=tde b) [T®Ede (> 1) ¢ [Ty d) [Ca¥arctg’ zdr e) [ (tgx)*da

) 8 1 x 1 x+sin x
f) [z z° (7—; — x) tg?zdr  g) f;o mdx

3. Pomoci B-C podminky ukazte, ze nasledUJ1c1 integraly nejsou konvergentni:
foo sin x dl’ O./ < O) fOO |sm$| dx fOO |coms;t\ dz d) j‘ﬂ—oo sin;x dx

T

4. Pomoci metod “per partes” a “substituce” rozhodnéte o konvergenci nasledujicich
integrali:
a) [T dz (a € (0,1])  b) [ sin(z?) dx

1 T

5. VySetiete konvergenci (absolutni i neabsolutni) nésledujicich integrali:

a) [5° 2w cos (zf) de b) [F ng” de ) [oine gy () [0 sinz x§+1 arctg x dx (staci vySettit
neabsolutni konvergenci) —e) [ w cos x dx

6. BONUS - priklady ze zkouSkovych pisemek na MFF:

foo ( 1 )ac sin(v/7) U tohoto piikladu muzete bez ovéfovani pouzit informaci,
0 & ze existuje okoli nekone¢na, na kterém je funkce (1 + 1/x)* rostouci.

b) [ Ll%ggx)a dz (a € R) ¢) [ cos(a® +1)da

Dalsi priklady ze zkouskovych pisemek jsou napf. na strance doc. Zeleného zde:
http://www.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/mff/MA_2/index_MA_2.php

VIIL. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU
1. Spoctéte obsah plochy vymezené kiivkami:
A)y=1 a y=% by=2" a y=2-z cjy=21> a y=x
2 y_ —1
b2

d)y?*=2z+1 a :U—y—lz() e) &+

2. Spoététe délku grafu funkce: a) f(z) =22, 2 €[0,4] b) f(z)=2%, v €0,1]

3. Spoététe délky nasledujicich kiivek: a)y =logz, v € [V3,V/8] b)z= % _ logy =
[1,6] C) 2 4 y2 -1 d) 1:2/3 4 y2/3 — a2/3

4. Urcete objem a povrch plasté télesa vzniklého rotaci mnozZiny

{(z,y) €R?: 2° + (y — b)* < a?} (0<a<b)

5. VySetfete konvergenci fad a) > >, —L— b)Y > L

n=2 nlogn



VIII. METRICKE PROSTORY

1. Ovérte, zda nasledujici formule definuji metriku na R:
a) p(z,y) = [2° —y°|  b) p(z,y) = |2? — |

2. At py, po jsou metriky na mnozin& P. Musi byt i funkce p definovana niZe metrikou
na P?
a) p=max{py,p2} b)p=min{p1,p2} ¢)p=min{p;,1}

3. Na prostoru C([0, 1]) uvaZujme supremovou metriku, tj. ps(f, g) = max{|f(t) — g(t)| :
t €0,1]}.

a) Spotitejte ps(x, z?).

b) Pro n € N a z € [0,1] definujme f,(z) = % a gn(z) = 17057 Je posloupnost funkei
(fn)22, konvergentni v metrice ps k funkci f(z) = 0, x € [0,1]? Plati analogické tvrzeni pro

posloupnost (g,)> ;7

4. Na prostoru C([0,1]) uvazZujme integralni metriku, tj. p;(f, ) fo |f(z (x)| dz.
a) Spocitejte p;(z,2%).  b) Pro jaké a € (0,1) je vzdalenost p;(az, x?) nejmensi moznaﬂ

5. Uvazujme na R? libovolnou metriku p. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
Ktera jsou pravdiva, pokud p(z,y) = ||z — y|| pro n&jakou normu na R??

a) 5B(0,1) = B(0,5) (0 znadi nulovy vektor, 5A definujeme jako mnozinu {5a : a € A} pro
A C R?)

b) 5B(z,1) =  + B(0,5), x € R?

6. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou oteviené (resp. uzaviené). Zjist&te jejich
vnitfek, uzavér a hranici.

a)N b)Q o) {t:neN} d){[z,y) eR*: 2>0,y<0} e){lz,yl €R?: |a+y| > a+y}
0 {lr,g] €B: o=yl =z —y} g){[r,y] €B2: 2>+ + 20y = 5}

h) {[z,y,2] eR®: 2 >0,y > 0,2 +y=2,2 <0} ){feC[Ol] f(3) =2}

D{feco: f3)e 0.2} ¥ {feCo1]: [jflz)dr=0}



IX. FUNKCE VICE PROMENNYCH - LIMITY, SPOJITOST, DERIVACE

1.P#ifad’te grafy funkci k pifedpistim:
a) b) c)

i) 22 +9y? i) exp(x) +y iil) —2?2—y? W)z+y v)z*—y* vi)zl+y

2. Zjistéte, zda existuji limity a pokud ano, spoctéte je:

i vyl ; x?y? . z—y . so1 s 1
g (x’yl)lg%o’o) =+ b) (w,yl)lg%o,o) e © (x,yl)lg%o,o) = (a:,yl)lg%o,o)(x +y)singsing
e) lim SR o) gy 2 g T;ffo PN "”fri’l oy
(z)—(00) TFV (z,y)—(0,0) /&2 +y?+1-1 (2,y)—(0,0) &'V (2,)—(0,0) V22 +y?

1 .
i lim (14 x22y?)=2+2 ] lim (22 4+ 42" k lim Sty m =
) (m,y)a(o,m( v) J) (m,yw(o,m( v) ) (@y)-08) * ) (@)= (0,0) &Y’
' _a(@+y*)? ‘ 1—cos(z?+y?) ; e o7+’
m) (x,ylgéom Teotetr W) (z,yl)lin(o,O) g ©) (z,yl)lin(o,O) wityt

3. Lze nasledujici funkce spojité rozsifit na R??

2’y ; ; in — 2 .2
DI W Crpindind o= e

4. Spoctéte parcialni derivace funkci vSude, kde existuji
a)z™y"  b)e™ ) zytyzt+ze d)|z|-ly| e)ly+cosz| f)|siny—sinz| g)|cosy—sinz|
b (2)° et Jsin(e?) k) f(ey) =T pro(e,y) £ 0, £0,0) = (0,0) 1)zt

5. Urcete a nakreslete defini¢ni obor a vySetrete parcialni derivace funkci
(ze zkouskovych pisemek na FSV)

a) Ve —e  b)log = o) Ve et d) 22 —y?  e) a1rcsin€’j—j57 f) logff—%l

1-]y|




6. Maji nasledujici funkce totalni diferencial v bodé& [0,0]? (pokud v tomto bodé&
funkce neni definovana, spojité ji dodefinujte)

a) Vat+y? b)Vr+y? o) lvyl d) Vat+yd e) (P +yP)sings  f) i
7. VySetiete, ve kterych bodech maji nasledujici funkce totalni diferenciil a spocététe
jej
1.57 5
a) f(z,y) = T pro [z,y] #[0,0], £(0,0) =0 b) max{z® ¢’}
8. At I = (Fy, F) : R® — R? je zobrazeni definované piedpisem

(xsinysin z, 22 sin m) pro (z,y,z) € R*\ {(0,0,0)}

Flews) = {(0,0) pro (z,y,2) = (0,0,0).

a) Ukazte, ze v bodé (m, 1,0) existuje derivace zobrazeni F' a spo¢téte jeji reprezentujici matici.
b) Spoctéte %(0,0,0), pokud existuje.

9. At F = (F, F) : R® — R? je zobrazeni definované piedpisem
F(z,y,2) = (x + 1)(y + 1)*(z + 1)?,sin z cos(y + 22)).

Zobrazeni G : R? — R3 ma v bodé (1,0) derivaci reprezentovanou matici

2 1
-1 1
0 1

a) UkaZte, 7e zobrazeni G o F' ma v bodé (0,0,0) derivaci a spo¢téte piislusnou reprezentujici
matici.
b) Spoctéte derivaci funkce F v bodé (0,0, 0) podle vektoru (2,0, 1).

10. At F = (Fy, Fy, F3, F)) : R? = R* je zobrazeni definované predpisem

x
Plawg) = (arcts(e +20). 0+, (2 + 2 e
1+ y|
a) Ukazte, ze v bodé (1, —1) existuje derivace funkce F' a spoctéte jeji reprezentujici matici.
b) Spoctéte %(0,0), pokud existuje.

11. Spoctéte parcialni derivace funkce F

a) f: R? — R déana predpisem f(z,y) = 22+9?%; @1, 2 : R — R dany piedpisy o1 (r, s,t) = 2r+s,
©o(r,8,t) =t; F: R> — R déana predpisem F(r,s,t) = f(pi(r,s,t), 02(r, s,1))

b) f : R® — R dana piedpisem f(z,y,2) = = + y*> + 2z; @1, 02,03 : R? — R déany pred-
pisy ©1(s,t) = 3st, pa(s,t) = s% + 2t, p3(s,t) = t; F : R? — R dana predpisem F(s,t) =
f((:Ol(Sv t)a ¢2(S7 t)a 903(57 t))



