
I. TAYLOR�V POLYNOM

P°ipome¬me si de�nice elementárních funkcí:

a) sin(x) =
∑∞

n=0(−1)n
x2n+1

(2n+1)!
b) cos(x) =

∑∞
n=0(−1)n

x2n

(2n)!
c) ex =

∑∞
n=0

xn

n!

1. Najd¥te Taylor·v polynom k-tého °ádu v bod¥ 0 pro funkce:

a) tg(x), k = 4 b) cos(sinx), k = 5 c) sin(sinx), k = 6 d) sin(1 − cosx), k = 3 e)
1+x+x2

1−x+x2 , k = 4

f) e2x−x
2
, k = 5 g) x

ex−1 , k = 4 h) log(cos x), k = 6

2. Spo£t¥te limity

a) lim
x→0

cosx− e−x
2

2

x4
b) lim

x→0

ex sinx− x(1 + x)

x3
c) lim

x→∞
(

6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5)

d) lim
x→∞

x3/2(
√
x+ 1 +

√
x− 1− 2

√
x) e) lim

x→0

ax + a−x − 2

x2
(a > 0) f) lim

x→0

(
1
x
− 1

sinx

)
g) lim

x→∞
(x− x2 log(1 + 1

x
)) h) lim

x→0

1
x

(
1
x
− cosx

sinx

)
i) lim

x→∞
((x3 − x2 + x

2
)e

1
x −
√
x6 + 1)

j) lim
x→0

1− (cosx)sinx

x3
k) lim

x→0

√
1− 2x+ x3 − 3

√
1− 3x+ x2 − x2

6

sinx− x

3. Spo£t¥te limity (p°íklady ze zkou²kových písemek na FSV):

a) lim
x→0

sin(e(x
2) − 1) + 2 sin(cos(x)− 1)

log(1 + x4)
b) lim

x→0

log(1 + x sinx)− exp(x sinx) + cos(x sinx)

sin4 x

4. Vy²et°ete konvergenci °ad

a)
∑∞

n=1

[
1√
n
+ log

(√
1 + 1

n
− 1√

n

)]
b)
∑∞

n=1

[
2 tg

(
1
3√n

)
− sin

(
1
3√n

)
− 1

n

]
c)
∑∞

n=1

[
sin
(

1√
n

)
− log

(
1 + 1

3√n

)]
d)
∑∞

n=1(e
1/n − 1− 1

n
)(arcsin 1

n
− 1√

n
)

e)
∑∞

n=1 arctg
(

1
n
− 1√

n

)
f)
∑∞

n=1

(
sin 1

n
− arcsin 1

n

)
g)
∑∞

n=1 sin
(
1
n
− arcsin 1

n

)



II. MOCNINNÉ �ADY

1. Nalezn¥te polom¥r konvergence následujících mocninných °ad. Ur£ete oblasti ab-
solutní konvergence, neabsolutní konvergence a divergence.

a)
∑∞

n=1
1
np
xn (p ∈ R) b)

∑∞
n=1

3n+(−2)n
n

(x+1)n c)
∑∞

n=1(1+
1
n
)n

2
xn d)

∑∞
n=1

1
a
√
nx

n (a > 0)

e)
∑∞

n=1
(3+(−1)n)n

n
xn f)

∑∞
n=1

xn

an+bn
(a, b > 0) g)

∑∞
n=1

(
an

n
+ bn

n2

)
xn (a, b > 0) h)

∑∞
n=1

(
1+2 cos

πn
4

)n
n

xn

i)
∑∞

n=1
1
2n
xn

2

2. Rozvi¬te funkce f(x) = 1
1−x , g(x) =

1
(1−x)2 , h(z) =

x
(1−x)2 v mocninné °ady se st°edem

v bod¥ x0, kde a) x0 = 0, b) x0 = −1, c) x0 = 7; a stanovte polom¥r konvergence t¥chto
°ad.

3. Rozvi¬te funkce f(x) = exp(x), g(x) = x exp(x), h(x) = x2 exp(x) v mocninné °ady se
st°edem v bod¥ x0, kde a) x0 = 0, b) x0 = 1, c) x0 = −8; a stanovte polom¥r konver-
gence t¥chto °ad.

4. Rozvi¬te funkce f(x) = sin(x), g(x) = x sin(x), h(x) = x2 sin(x) v mocninné °ady se
st°edem v bod¥ x0, kde a) x0 = 0, b) x0 = π/6, c) x0 = 2; a stanovte polom¥r konver-
gence t¥chto °ad.

5. Vyjád°ete následující funkce jako mocninnou °adu o st°edu 0:

a) e−x
2

b) arctg x c) sin2 x d) (1 + x) log(1 + x) e) arctg
(
2−2x
1+4x

)
f) log

√
1+x
1−x



III. HLEDÁNÍ PRIMITIVNÍ FUNKCE - ÚVOD

Vyjád°ete primitivní funkce na maximálních intervalech existence

1. P°íklady na integrování "p°ímo":
a)
∫
x9 + 1

x
− 5ex+ x−3− cosx dx b)

∫
2e3x− 5

√
5− x dx c)

∫
x2+3x+6

x4
dx d)

∫
x(1− x)10 dx

2. P°íklady, kde se musí funkce "lepit":
a)
∫
|x| dx b)

∫
| cosx| dx c)

∫ √
x6 dx d)

∫
sin |2x− 1| dx e)

∫
| sinx+ cosx| dx

f)
∫
max{x, x2} dx g)

∫
e−|x| dx h)

∫
|2x+ 1| dx

3. P°íklady na integrování pomocí substituce:
a)
∫
tg x dx b)

∫
cotg x dx c)

∫
x2

cos2 x3
dx d)

∫
x

1+x4
dx e)

∫
1

x log x
dx f)

∫
x√
x2+5

dx g)∫
1

x log x log(log x)
dx

4. Dal²í p°íklady k procvi£ení:

a)
∫ (

1− 1
x2

)√
x
√
x dx b)

∫ (
√
2x− 3√3x)

2

x
dx c)

∫
(2x+3x)2 dx d)

∫
x2

1+x2
dx e)

∫
1√

2−5x dx f)∫
x3

x8+1
dx

g)
∫

1
x2

sin( 1
x
) dx h)

∫
cos2 x dx i)

∫
2x

2+2x2+x4
dx j)

∫
sinx

1+sin4 x
cosx dx k)

∫
arcsin sin 4x

x2+1
dx

(t¥ºké)

5. P°íklady na integrování "per partes":
a)
∫
x3 sinx dx b)

∫
ex cosx dx c)

∫
log x dx d)

∫
xnex dx , n ∈ N e)

∫
x log x dx f)∫

xex cosx dx

6. Dal²í p°íklady k procvi£ení:
a)
∫

sinx√
cos3 x

dx b)
∫

x2

(8x3+27)2/3
dx c)

∫
arctg x
1+x2

dx d)
∫

22x

9x−4x dx e)
∫
arctg x dx f)

∫
x2 sin(2x) dx

g)
∫ √

x log2 x dx h)
∫
x2e−2x dx i)

∫ (
log x
x

)2
dx j)

∫
x5ex

3
dx k)

∫
e
√
x dx l)

∫
x sin

√
x dx

IV. HLEDÁNÍ PRIMITIVNÍ FUNKCE - POKRA�OVÁNÍ
Vyjád°ete primitivní funkce na maximálních intervalech existence

1. a)
∫ √

4− x2 dx b)
∫

1
(x2+a2)3/2

dx (a > 0) c)
∫ √

x2 + a2 dx (a > 0) d)
∫

5x3+3x2−x−1
x2+2x+1

dx

e)
∫

1
(2x+3)(3x+2)(x+1)

dx f)
∫

x5+x4+x3+x2+x+1
x3−3x2+3x−1 dx g)

∫ √
x2 − a2 dx (a > 0) h)

∫
x2√
x2−2 dx

2. a)
∫

x2+3x−2
(x−1)(x2+x+1)2

dx b)
∫

1
x4+1

dx c)
∫

1
e2x+ex−2 dx d)

∫
1

1+ex/2+ex/3+ex/6
dx e)

∫ 2 log2(x)+3

x log4(x)−x log2(x)−6x dx

3. a)
∫

1
sinx+tg x

dx b)
∫

tg2 x+1
sin2 x+sinx cosx

dx c)
∫

sin3 x+sinx
cos3 x+cosx

dx d)
∫

sin2 x
1+sin2 x

dx e)
∫

sinx
sin3 x+cos3 x

dx

f)
∫

1
5+cosx

dx g)
∫

1
2 sinx−cosx+5

dx

4. a)
∫

1
1+
√
x
dx b)

∫
1

1+
√
x2+2x+2

dx c)
∫

1
(x−1)

√
x2−3x+2

dx

5. P°eve¤te �
∫ √

x2 − 3x+ 1dx� na integrál z racionální funkce pomocí následujících

substitucí: a) t =
√
x2 − 3x+ 1− x b) �t =

√
x−x1
x−x2 �

6. a)
∫

sinx
sinx+cosx−3 dx b)

∫
1

x+
√
x2+x

dx



V. NEWTON�V INTEGRÁL

Vypo£t¥te následující integrály
1. a)

∫ 2

0
|1−x| dx b)

∫ log 2

0
xe−x dx c)

∫ 2π

0
x2 cosx dx d)

∫ e
1
e
| log x| dx e)

∫ 100π

0

√
1− cos 2x dx

f)
∫ log 2

0

√
ex − 1 dx g)

∫ a
0
x2
√
a2 − x2 dx h)

∫ 2π

0
1

1+ε cosx
dx, ε ∈ [0, 1) i)

∫ 1

−1
1

a2 sin2 x+b2 cos2 x
dx,

ab 6= 0
j)
∫ 1

−1
x

x2+x+1
dx k)

∫ 2π

0
1

sin4 x+cos4 x
dx

2. a)
∫ 3

1
1

x
√
−x2+4x−3 dx b)

∫∞
−1

1√
x+1+
√

(x+1)3
dx c)

∫ 5π

0
1

sin2 x+2 cos2 x
dx d)

∫ 6π

0
x sin(x2)
2+sin(x2)

dx

e)
∫ π
0

x sinx
1+cos2 x

dx f)
∫ 1

e−2πn | cos log 1
x
| g)

∫ π/4
0

(
sinx−cosx
sinx+cosx

)2n+1
dx h)

∫ 5π/6

π/6
cos 2x

| sinx−cosx| dx

VI. MOCNINNÉ �ADY - S�ÍTÁNÍ �ÍSELNÝCH �AD
1. Se£t¥te °ady v²ude na intervalu konvergence:
a)
∑∞

n=0
x4n+5

n!
b)
∑∞

n=1 nx
n c)

∑∞
n=1

xn

n(n+1)
d)
∑∞

n=1 n
2xn e)

∑∞
n=1(−1)n+1n2xn

f)
∑∞

n=1 n(n+ 2)xn g)
∑∞

n=1(−1)n−1
x2n

n(2n−1)

2. Se£t¥te °ady:

a)
∑∞

n=1
(−1)n
n

b)
∑∞

n=1
n
2n

c)
∑∞

n=1
(−1)n
2n+1

d)
∑∞

n=1
n(n+1)

2n
e)
∑∞

n=1
(−1)nn3

3n
f)
∑∞

n=1
(−1)n

4n(2n+1)

g)
∑∞

n=1
(−1)n−1

4n2−1 h)
∑∞

n=1(−1)n
2n+3

(n+1)2n
i)
∑∞

n=1
(−1)nn2

2n n!



VII. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRÁLU

1. Vy²et°ete konvergenci následujících integrál·

a)
∫ 1

0

√
x√

1−x4 dx b)
∫ 1

0
x2

3
√

(1−x2)5
dx c)

∫ 1

0
1

e
√
x−1 dx d)

∫ 1

0

√
x

esin x−1 dx e)
∫ 1

0
1

ex−cosx dx f)
∫ π

2

0
log sinx√

x
dx

g)
∫ π

2

0
1

sinp x cosq x
dx h)

∫ π
2

0
1

sinq x(1−sinx)p dx i)
∫∞
0

1√
x log(1+ex)

dx j)
∫ 1

0
xp−1(1−x)q−1 dx k)

∫∞
0
xpe−

√
x dx

2. Vy²et°ete konvergenci následujících integrál·

a)
∫ π

2

0
1−cosx
xm

dx b)
∫∞
1

sinx
xα

dx (α > 1) c)
∫∞
1
xk x−sinx

x+sinx
dx d)

∫∞
0
xα arctgβ x dx e)

∫ π
2

0
(tg x)α dx

f)
∫ π

2

0
xα
(
π
2
− x
)β

tgγ x dx g)
∫∞
2

1
xp lnq x

dx

3. Pomocí B-C podmínky ukaºte, ºe následující integrály nejsou konvergentní:
a)
∫∞
1

sinx
xα

dx (α ≤ 0) b)
∫∞
1
| sinx|
x

dx c)
∫∞
1
| cosx|
x

dx d)
∫∞
π

sin2 x
x

dx

4. Pomocí metod �per partes� a �substituce� rozhodn¥te o konvergenci následujících
integrál·:
a)
∫∞
1

sinx
xα

dx (α ∈ (0, 1]) b)
∫∞
0

sin(x2) dx

5. Vy²et°ete konvergenci (absolutní i neabsolutní) následujících integrál·:

a)
∫∞
0

2x cos (x4) dx b)
∫∞
0

√
x cosx
x+8

dx c)
∫∞
0

sin2 x
xα

dx d)
∫∞
1

sinx
x

x2

x2+1
arctg x dx (sta£í vy²et°it

neabsolutní konvergenci) e)
∫∞
0

log(1+x)
x

cosx dx

6. BONUS - p°íklady ze zkou²kových písemek na MFF:

a)
∫∞
0

(
1 + 1

x

)x sin(
√
x)

x
dx

U tohoto p°íkladu m·ºete bez ov¥°ování pouºít informaci,
ºe existuje okolí nekone£na, na kterém je funkce (1 + 1/x)x rostoucí.

b)
∫∞
1

(x3−1)(log x)α
(2+x2)2

dx (α ∈ R) c)
∫∞
0

cos(xα + 1) dx

Dal²í p°íklady ze zkou²kových písemek jsou nap°. na stránce doc. Zeleného zde:
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zeleny/mff/MA_2/index_MA_2.php

VIII. APLIKACE UR�ITÉHO INTEGRÁLU
1. Spo£t¥te obsah plochy vymezené k°ivkami:
a) y = 1

1+x2
a y = x2

2
b) y = x2 a y = 2− x c) y = x2 a y =

√
x

d) y2 = 2x+ 1 a x− y − 1 = 0 e) x2

a2
+ y2

b2
= 1

2. Spo£t¥te délku grafu funkce: a) f(x) = x3/2, x ∈ [0, 4] b) f(x) = x2

2
, x ∈ [0, 1]

3. Spo£t¥te délky následujících k°ivek: a) y = log x, x ∈ [
√
3,
√
8] b) x = y2

4
− log y

2
, y ∈

[1, e] c) x2 + y2 = 1 d) x2/3 + y2/3 = a2/3

4. Ur£ete objem a povrch plá²t¥ t¥lesa vzniklého rotací mnoºiny

{(x, y) ∈ R2 : x2 + (y − b)2 ≤ a2} (0 ≤ a ≤ b)

5. Vy²et°ete konvergenci °ad a)
∑∞

n=2
1

n logn
b)
∑∞

n=2
1

n log2 n



VIII. METRICKÉ PROSTORY

1. Ov¥°te, zda následující formule de�nují metriku na R:
a) ρ(x, y) = |x3 − y3| b) ρ(x, y) = |x2 − y2|

2. A´ ρ1, ρ2 jsou metriky na mnoºin¥ P . Musí být i funkce ρ de�novaná níºe metrikou
na P?
a) ρ = max{ρ1, ρ2} b) ρ = min{ρ1, ρ2} c) ρ = min{ρ1, 1}

3. Na prostoru C([0, 1]) uvaºujme supremovou metriku, tj. ρs(f, g) = max{|f(t)− g(t)| :
t ∈ [0, 1]}.
a) Spo£ítejte ρs(x, x2).
b) Pro n ∈ N a x ∈ [0, 1] de�nujme fn(x) = sin(nx+3)√

n+1
a gn(x) = nx

1+n2x2
. Je posloupnost funkcí

(fn)
∞
n=1 konvergentní v metrice ρs k funkci f(x) = 0, x ∈ [0, 1]? Platí analogické tvrzení pro

posloupnost (gn)∞n=1?

4. Na prostoru C([0, 1]) uvaºujme integrální metriku, tj. ρi(f, g) =
∫ 1

0
|f(x)− g(x)| dx.

a) Spo£ítejte ρi(x, x2). b) Pro jaké a ∈ (0, 1) je vzdálenost ρi(ax, x2) nejmen²í moºná?

5. Uvaºujme na R2 libovolnou metriku ρ. Která z následujících tvrzení jsou pravdivá?
Která jsou pravdivá, pokud ρ(x, y) = ‖x− y‖ pro n¥jakou normu na R2?
a) 5B(0, 1) = B(0, 5) (0 zna£í nulový vektor, 5A de�nujeme jako mnozinu {5a : a ∈ A} pro
A ⊂ R2)
b) 5B(x, 1) = x+B(0, 5), x ∈ R2

6. Rozhodn¥te, zda následující mnoºiny jsou otev°ené (resp. uzav°ené). Zjist¥te jejich
vnit°ek, uzáv¥r a hranici.
a) N b) Q c) { 1

n
: n ∈ N} d) {[x, y] ∈ R2 : x > 0, y ≤ 0} e) {[x, y] ∈ R2 : |x+y| > x+y}

f) {[x, y] ∈ R2 : |x− y| = x− y} g) {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 + 2xy = 5}
h) {[x, y, z] ∈ R3 : x ≥ 0, y > 0, x+ y = 2, z ≤ 0} i) {f ∈ C[0, 1] : f(1

2
) = 2}

j) {f ∈ C[0, 1] : f(1
2
) ∈ (0, 2)} k) {f ∈ C[0, 1] :

∫ 1

0
f(x) dx = 0}



IX. FUNKCE VÍCE PROM�NNÝCH - LIMITY, SPOJITOST, DERIVACE

1.P°i°a¤te grafy funkcí k p°edpis·m:

a) b) c)

d) e) f)

i) x2 + y2 ii) exp(x) + y iii) −x2 − y2 iv) x+ y v) x2 − y2 vi) x4 + y

2. Zjist¥te, zda existují limity a pokud ano, spo£t¥te je:

a) lim
(x,y)→(0,0)

√
x2y2+1−1
x2+y2

b) lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2y2+(x−y)2 c) lim
(x,y)→(0,0)
x+y 6=0

x−y
x+y

d) lim
(x,y)→(0,0)

xy 6=0

(x+ y) sin 1
x
sin 1

y

e) lim
(x,y)→(0,0)

sin(x3+y3)
x2+y2

f) lim
(x,y)→(0,0)

x2+y2√
x2+y2+1−1

g) lim
(x,y)→(0,0)

yx2

x4+y2
h) lim

(x,y)→(0,0)

x+y√
x2+y2

i) lim
(x,y)→(0,0)

(1 + x2y2)
1

x2+y2 j) lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)x
2y2 k) lim

(x,y)→(0,3)

sin(xy)
x

l) lim
(x,y)→(0,0)

x6

x3+y3

m) lim
(x,y)→(0,0)

x(x2+y2)2

1−cos(x2+y2) n) lim
(x,y)→(0,0)

1−cos(x2+y2)
(x2+y2)x2y2

o) lim
(x,y)→(0,0)

e
− 1
x2+y2

x4+y4

3. Lze následující funkce spojit¥ roz²í°it na R2?

a) x3−y3
x−y b) (x+ y) sin 1

x
sin 1

y
c) sin(xy)

x
d) 1−cos(x2+y2)

(x2+y2)x2y2

4. Spo£t¥te parciální derivace funkcí v²ude, kde existují

a) xmyn b) exy c) xy+yz+zx d) |x|·|y| e) |y+cos x| f) | sin y−sinx| g) | cos y−sinx|
h)
(
x
y

)z
i) x

y
z j) sin(xy) k) f(x, y) = e

−π
x2+3xy+3y2 pro (x, y) 6= 0 , f(0, 0) = (0, 0) l)

√
x+ y2

5. Ur£ete a nakreslete de�ni£ní obor a vy²et°ete parciální derivace funkcí
(ze zkou²kových písemek na FSV)

a)
√
exy − e b) log 1−|x|

1−|y| c)
√
ex2+y2 − e4 d)

√
x2 − y2 e) arcsin y2+7

x+5
f) log x2+y+1

1−
√
x



6. Mají následující funkce totální diferenciál v bod¥ [0, 0]? (pokud v tomto bod¥
funkce není de�nována, spojit¥ ji dode�nujte)

a)
√
x2 + y2 b) 3

√
x+ y2 c) |xy| d) 3

√
x3 + y3 e) (x2 + y2) sin 1

x2+y2
f) e−

1
x2+y2

7. Vy²et°ete, ve kterých bodech mají následující funkce totální diferenciál a spo£t¥te
jej
a) f(x, y) = x5−y5

x4+y4
pro [x, y] 6= [0, 0], f(0, 0) = 0 b) max{x3, y3}

8. A´ F = (F1, F2) : R3 → R2 je zobrazení de�nované p°edpisem

F (x, y, z) =

{
(x sin y sin z, x2 sin 1

x2+y2+z2
) pro (x, y, z) ∈ R3 \ {(0, 0, 0)}

(0, 0) pro (x, y, z) = (0, 0, 0).

a) Ukaºte, ºe v bod¥ (π, 1, 0) existuje derivace zobrazení F a spo£t¥te její reprezentující matici.
b) Spo£t¥te ∂F2

∂x
(0, 0, 0), pokud existuje.

9. A´ F = (F1, F2) : R3 → R2 je zobrazení de�nované p°edpisem

F (x, y, z) = ((x+ 1)(y + 1)2(z + 1)3, sinx cos(y + 2z)).

Zobrazení G : R2 → R3 má v bod¥ (1, 0) derivaci reprezentovanou maticí 2 1
−1 1
0 1

 .

a) Ukaºte, ºe zobrazení G ◦ F má v bod¥ (0, 0, 0) derivaci a spo£t¥te p°íslu²nou reprezentující
matici.
b) Spo£t¥te derivaci funkce F1 v bod¥ (0, 0, 0) podle vektoru (2, 0, 1).

10. A´ F = (F1, F2, F3, F4) : R2 → R4 je zobrazení de�nované p°edpisem

F (x, y) =

(
arctg(x+ 2y), x+ y, (x2 + y2)

|x|
1 + |y|

, yex
)
.

a) Ukaºte, ºe v bod¥ (1,−1) existuje derivace funkce F a spo£t¥te její reprezentující matici.
b) Spo£t¥te ∂F3

∂x
(0, 0), pokud existuje.

11. Spo£t¥te parciální derivace funkce F

a) f : R2 → R dána p°edpisem f(x, y) = x2+y2; ϕ1, ϕ2 : R3 → R dány p°edpisy ϕ1(r, s, t) = 2r+s,
ϕ2(r, s, t) = t; F : R3 → R dána p°edpisem F (r, s, t) = f(ϕ1(r, s, t), ϕ2(r, s, t))
b) f : R3 → R dána p°edpisem f(x, y, z) = x + y2 + 2z; ϕ1, ϕ2, ϕ3 : R2 → R dány p°ed-
pisy ϕ1(s, t) = 3st, ϕ2(s, t) = s2 + 2t, ϕ3(s, t) = t; F : R2 → R dána p°edpisem F (s, t) =
f(ϕ1(s, t), ϕ2(s, t), ϕ3(s, t))


