VYSLEDKY

I. TAYLORUV POLYNOM

1. a)a+ias® b l-la?+ 52t oo—1a8+ 15 )T e l+20+22% 22 f)1+220+2%—
20— 20t — £ab @)1 -t 4 St — ot h)—%2—1—12x4—%x6

2. a)—% Dbl ol d)-1 elog’a 0 gl h)i )i jHi k-6

3. a)5 b)-3

4. a) AK (absolutné konverguje) b) D (diverguje) ¢)D d)AK e)D f)AK g) AK

I1. MOCNINNE RADY
1. a) R=1; pokud p > 1 pak AK pro |z| <1 a D jinak; pokud p € (0, 1] pak AK pro |z| < 1, K pro z = —1
a D pro x = 1; pokud p < 0, pak AK pro |z| < 1 a D jinak
b) R=1/3, AK pro |z + 1| < R, K pro x = —4/3, D pro x = —2/3
c) Rz%, AK pro |z| < R, jinak D d) R=1, pokud a > 1 pak AK pro |z| < R a jinak D, pokud a < 1 pak
AK pro |[z] < Rajinak D e) R =1/4, AK pro |z| < R, jinak D  f) R=max{a, b}, AK pro |z| < R, jinak
D g R—W, AK pro |z| < R, D pro |z| > R; pokud b > a pak AK pro |z| = R; pokud a > b pak K
proz =—1/aaDproxz=1/a h)R=1/3, AK pro |z| < R, jinak D i) R=1, AK pro |z| < R, jinak D
2. a) f(z) = X2 g2™ g(x) = Y2 o(n+ 1", h(z) = Y2 na”, polomér konvergence 1. b) f(z) =
S g (@), g(z) = D02 B (1), h(z) = —14+570° | (52 — ;ntlz) (z+1)", polomér konvergence 2.
00 —1)nt! o (n —1)" n n n(—1)7*!
) F(x) = S0 Tt =T, g(a) = T G o7y hr) = 2, (T 4 e o
7)™, polomér konvergence 6.
3.Polomér konvergence je vady +oo. a) f(z) = > o L5, glz) =Y 0, %, h(z)=>"7", ””Z—f b) f(z) =
Sie (e = 1% ge) = (0 - V@) + 7@) = e+ 22ye (g +4) (0= 1 h(e) = (0~ V() +
2a — Df@) + fl2) = e+ 3e(e — 1) + X (gl + ol +4) @ - 17 0 @) = T, @
o) = (o + 9f(2) ~ 8() = 5+ T & (Gt = 5) (4 8 hia) = (o + 8)gle) — 8gla) = % +
B+8)+ 5 (o —mw) (v +8)"
4.Polomér konvergence je vidy +oo. a) f(z) = Y00 (—1)"Eis g(x) = S0 (—1)" 2

0 n x2nt3 (2n+1)!’ =0
Zn=0<_1) @n+1)!

2n+2
@t h(z) =

b) sinz = sin(z—1-+5) = sin(z—1) cos()-+eos(z—1) sin(%) = B 2 (—)rE T g (qpnlo DT
(@) = (2= E)f(a) + EF(@) = - h(z) = (v — £)gla) + Eo(z) = ... (ncbo take h(z) = (z — §)2/(z) + 5(x -
5)f(2) + 2 f(2)

¢) sinz = sin(x — 2) cos(2) + cos(x — 2)sin(2) = COSQZZO:O(—l)n% +sin2) " (-1 )”(m@ig?n, g(x) =

(x=2)f(x)+2f(x) = ..., h(z) = (z—2)g(x)+2g(x) = ... (nebo take h(z) = (x—2)%f(z)+4(z—2) f(x)+4f(x))
5. a) 210(—1)“2" re€R b)Y ()T, w e (—1,1)

c) o) — 5o % morxeR d)a+d 7 (- )”*1;{2—:1) e) arctg 2+ o %Linlx ] <
/2 1) 30, S lel <1

I1I. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE - UVOD
Vysledky jsou uvedeny vzdy ”az na konstantu”:

1. a) ’”1—1(;) + log || — 5e” — 557 — sinx na (—00,0) a (0,00) b) 2e* + 55

it 2
¢) -1 — 3 — Zna(-00,0)a(0,00) d) -a 11) + a 12)

6
—z)3
6

, v €R




2. a 2|x|x reR

| sinz + 4k v €[5 +2kn, T+ 2kn],k € Z 1113
_{ —sing +4k +2 € (T + 2km, 3% + 2k7),k € Z ¢) glzl2”, v €R
[ —3cos(2z—1) ZL‘Z%
Flz) = leosr—1)—1 z <4
F(x) = (—1)¥ —cosa:+81na:)+k2\/§ ve |- +km, -5+ (k+n], keZ
3
% 1’6( OO?O) e 2 <0 2 1
2 — +r) < —5
DF@=1 =  zelbl ore={ 72050 wrw={ 0 ST
: > 2 T2 73

L +1 ze(l,00)
3. a) —log|cos z| na kazdém z intervala (=% + kn, 5 + km), k € Z

b) log |sin z| na kazdém z intervalu (kr, (k + 1)7), k € Z

¢) 3 tg2® na kazdém z intervala (/=3 + kn, /5 + k), k € Z d) jarctgz?, z € R

e) log|logz| na (0,1) a (1,00) f) va2+5, z€R g) log|log(logz)| na (1,e) a (e, 00)
4. a) 4<;ij;% Dy =(0,00) b) 2z —2V722° +2V022, D; =R\ {0} o) A +2.8 +
d) z —arctgz, Dy =R ¢) —2y/2 =5z, Dy = (—00, %) f) jarctg(z?), Dy =R

g) cos(2), Dy =R\ {0} h)2Z+ smm) Dy =R i) arctg(z® +1), Dy =R j) ;arctg(sin®z), Dy =R

log9’ Dy =R

2log(1 + 2?) + w(wg — xl) +4log 7t r € (—o0, —x9]
—7t(x + 1) — 2log(1 + 2?) + 4log(z? + 1) € [~x9, —11]  AVIe=?

k) F(z) =< 2log(l+ 2?) € [- xl,xl] a  S5e s maR
m(x —x1) — 2log(l + %) + 4log(z7 + 1) € [x1, x9] Te= "0
2log(1 + z?) + 7(xy — 1) +4log It € [z, 00)

5.a) —a’ cosz+32? sinw+6x cosz—6sinz, x € R b) L(e"sinz+e"cosz), 2 € R ¢)zlogz—z, z € (0,00)
d) I, := [a"e"dx = 2"e” — nl,_q; I} := ze® — " xGR

e) %(QxQIng—xz), xz € (0,00) f) %ex(xsinx—i—xcosx—sinm), reR

6. a) \/TW’ = Upez (=5 +2km, 5 +2km) D) l\3/8m3+2 Df:R\{—% c) %arcthx, Df=R
d) — 21g logll—( )2, Df:R\{O} e) zarctgz — 3log(l+2?%), Dy =R
f) —2==Lcos(2z) + Zsin(2z), Dy =R g) 22/ (log” z — slogz+ %), Dy =(0,00)

=

(l’ +a+ ) Dy

) - :
b%ﬁ—war%

1) 2(6 — x)\/zcos/x — 6(2 — z)siny/z, Dy = (0,00)

IV. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE - POKRACOVANI
Vysledky jsou uvedeny vzdy ”az na konstantu”:

R i) —%(log2x+210gx—l—2), Dy =(0,00) j) 3(2z®—1)e*", D; =R
00)

1. a)2arcsin §+sin(2arcsin §) = 2arcsin §+£v/4 — 22, Df =(-2,2) b) Hsin(arctg ) = ave Dr =
R c¢) %x/x2~|—a2~|—“ log(z + Va2 +a?), Dy = R d) 5% —7:1:+810g]:1:~|—1]—|—2x+1, Dy = R\ {1}
) 4 (Rlogla+ 3 + Blogla + 2|~ 6loglo + 1), Dy —R\{~3,—1,~2} ) 5207+ 102-+20logla — 1|

15;1 — 3(1,_11)2, Df =R\ {1} g 2Va?—-a?— sgn(x)%log(\x] + Va? —a?), Dy = (—o00,a] U [a,0)
h) 2v/22 — 2 + sgn(x) log(|z| + Va2 — 2), Dy = (—o0, —v/2] U [V/2, )

2. a) g tilogle — 1l —glog (2% + 2 + 1)+ "z arctg (22), Dy =R\ {1} b) Llog(a?++/241)+
ﬁé arctg(v/2r+1) — ‘glog(az:2 —V2z+ 1)+ 2\1/5 arctg(v2x —1), Dy =R ¢) —Z+1logle® — 1|+ Llog(e” +
2), Dy =R\{0} d)z—3log(e*/%+1)—3log(Ve*/3 +1)—3arctg(e®/®), D; =R e) NG arctg(log(x)/v/2)+

9 log(z)—+/'3 o V3 .—/3
10v3 log(z)+V3 |’ Dy =(0,00) \ {ev”, eV}

1 l—cosx
3. a’) 4 log ’ 1+cosx| 2(cosx+1)

Dy =R\ Upepikm, 5+ kn} [da se fesit substituci t = cosz]



b) tgx + log W , D = R\ Upeglbm, 5 +km, 35 + kr} [dd se Tesit substituci ¢ = tgux]
c) 3log(cos?x + 1) — log(cos 7), Dy = R\ Uy {5 +k7}
arctg(tgx) — 7 L arctg(v2tga) + kr(1—1/v2) z€ (-2 +km, Z+knm), k€L

£ ot k(- 1/V2) r=g+hr, keZ
log () + faetg (M5572)  we (i Hkng b

¢) Flz) = @ =73 +kn pro k € Z
o () + s (342) 45 e o b

£) F(z) arctg([tg %)+k%€ prox € (—m + 2km,m + 2km), k € Z

€Tr) =

2\/5"‘]“7“[ prox =m+2km, k€ Z

- \/?g arctg <3tg\/%5+1> " Im\/?g pro x € (—7 + 2km, 7 + 2kw),k € Z

g xr) =
g\/?g+lg7r\/?5 prox =m+2kn, k €Z

4. a)2\/_—210g(1+\/5) D¢ = (0,00) b)x_xfm—log(\/szernLZ—x—l), D;=R

c) 2sgn(z — 1)4/2%, Dy = (—00,1) U (2, 00)
5. a) % b) x, = %‘?’, Ty = 3’2‘/5. Pak na intervalu (—oo, z3) vede na integral z %; na
2 2
intervalu (x1,00) vede na integral z —%
tg2 £+1 z 8tg -2 3

log ( m> + arctg(tg ) — \/% arctg ( \g/;—g ) — kr <\/L2§ — 1) ,

6. a)F(zx)= x € (—m+2km, 7w+ 2km), k € Z
—31log(2) + (—/mr—w/Q)(%—l), r=m7+2km ke€Z

) 110g(|2\/1'2+[)3—|—211/’+1|) m Df: (—OO,-l)U(0,00)

V. NEWTONUV INTEGRAL
a)l b)E2 o)dr d)2-2 ) 200v2 f)2-F g)%m h) 2 i) Zarctg(El) ) el

)T c) 22
s s 2tg(1872)+1
d) 57(m — 2v/3%) + \[73 + arctg(tg(187?)) — \% arctg (%)
e) % (substituce x = y + 7, poté rozdélit na soucet dvou integralii, z nichz jeden je nulovy jakozto integrél
e~ T —_e—(2nt+)7 677/271 lew
z liché funkce a druhy se spocte standardné)  f) ( 1_6)_(,r 22" (substituce = €Y, pak rozdélit

na soucet 2n integralu, kazdy z nich pfevést substituct [posunutl] na integral ptes (0,7), pouzi vlastnosti

exponencidly a dopocitat) g) —5= + 55 + ... + C 1) —|— = 1 log2 (substituci y = tgx lze prevést na

integral z racionalni funkce, pak aphkovat substituci z = a dop001tat) h) —1 (rozdélime na integral pres

+1

T 5w

intervaly (%,7%) a (§, %))

VI. MOCNINNE RADY - SCITANI CISELNYCH RAD
1. a)z%e*’, € R b) o T E(=1L1) ¢ log(£=%) —log(l —z) + 1, = € [—1,1] \ {0}, soucet je O
prox =0 d) (1(1:;?3, € (—1,1) e fﬁ;g, re(—1,1) f) fl(ij)”g, re (—1,1) g)2zarctgr — log(l +
2?), v € [-1,1]
2. a)—log2 b)2 ¢)Z—-1 d)8 ) f)2arctg(l/2)—1 g)Z—3 h)—-2log(3)—2 1i)—,




VII. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU
1. a) konverguje b) diverguje c¢) konverguje d) konverguje e) diverguje f) konverguje g) konverguje,
pokud p,g < 1  h) konverguje, pokud ¢ < 1 a p < % i) konverguje  j) konverguje, pokud p,q > 0
k) konverguje, pokud p > —1
2. a) konverguje, pokud m < 3  b) konverguje c¢) konverguje, pokud k < —1  d) konverguje, pokud
a< -1 <a+pf e)konverguje, pokud a € (—=1,1) f) konverguje, pokud o +~v > —1l a f—v > —1
g) konverguje, pokud p > 1 nebop=1a¢q>1
4. oba integraly jsou konverguji
5. a) konverguje (neabsolutné) b) konverguje (neabsolutné) c¢) konverguje, pokud o € (1,3)  d) neabsolutné
konverguje e) konverguje (neabsolutné)
6. a) konverguje (neabsolutné) b) konverguje, pokud a € (=2, —1) c¢) konverguje pro a < 0 a (neabso-
lutné) pro a > 1

VIII. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU
a)2arctgl —3 b)45 ¢)i d)2  e)mab
a) £(10%% —1) b) —é log(v/2 — 1) + L2
a)1+1log(3/2) b) <=2 c¢)2r  d)6a
. Objem = 2a?72b, povrch = 4m2ab

a) diverguje  b) konverguje

A I

VIII. METRICKE PROSTORY
1. a)ano b)ne
2. a)ano b)ne c¢)ano
3. d)1 ) f, ano, g, ne
4. a)g b)a= \/Li
5. obé tvrzeni plati pokud je metrika generovand normou, jinak ne (jako pfriklad lze vzit prostor s diskrétni
metrikou)
6. a)je uzaviend, ma prazdny vnitick, ON = N =N Db)IntQ = 0, 0Q = Q = R, Q nenf oteviend ani
uzaviend.  c¢) Mnozina neni uzaviend ani oteviend, vnitiek je prazdny, hranice i uzavér jsou {% :on €
N} U {0}. d) Mnozina nen{ uzaviend ani oteviend. Vnitiek je {[z,y] € R? : =z > 0,y < 0}, uzaver
{[z,y] e R* : 2 >0,y < 0}, hranice{[z,y] e R? : 2 >0& y<0& (z =0Vy=0)} e) Oteviend,
uzaver {[z,y] : x4y < 0}, hranice {[z,y] : =z +y = 0}. f) Uzaviend, vnitiek {[z,y] : x > y}, hranice
{lz,y] : * =y}. g) Uzaviend, prazdny vnitfek. h) Ani uzaviena ani oteviend, vnittek prazdny, hranice i
uzaver {[z,y,2] ER3: x>0,y > 0,x+y=2,2<0}. i) Uzaviend, prazdny vnitfek. j) Oteviena, uzaveér
{fecCl0,1]: f(3) €[0,2]}, hranice {f € C[0,1] : f(5) € {0,2}} k) Uzavfend, prdzdny vnitiek.



IX. FUNKCE VICE PROMENNYCH - LIMITY, SPOJITOST, DERIVACE

1. a)-v), b)-i), ¢)-vi), d)-ii), e)-iii), f)-iv)

2. a)0 b) Limita neexistuje c¢) Limita neexistuje d)0 e)0 f)2 g) Limita neexistuje h) Limita
neexistuje i) 1 j)1 k) Limita neexistuje, protoze funkce neni definovdna na prstencovém okoli bodu
(0,3), limita ptes mnozinu {(z,y) € R?: z # 0} je 3. 1) Limita neexistuje, protoze funkce nen{ definovéna
na prstencovém okoli bodu (0,0), limita pres mnozinu {(x,y) € R? : z # —y} také neexistuje. m)0
n) Limita neexistuje, protoze funkce neni definovédna na prstencovém okoli bodu (0,0), limita pfes mnozinu
{(z,y) e R?: zy # 0} je +oo.  0)0

3. a)ano, f(z,r) =32 b)ne c¢)ano, f(0,y)=y d)ne

4. a) % = ma™ y", gg = nx™y" ! pro (z,y) € R%. D) g—i = ye", g—ch = ze™ pro (z,y) € R «¢) g—i =

y+z, 5 =ty 5 = x+y pro (z,y,2) € R%. d) g(x,y) = |y|sgnz prox # 0. 5L (z,y) = [z|sgny proy # 0.
6f(0 O) 85 (0,0)=0.2 (O y)proy #0a 8f J(2,0) prox # 0 neexistuji. ) gi (x,y) = —sgn(y+cosz)-sinz,
gg(:v y) = sgn(y + Cosx) pokud y # —cosuz. gf(as —cosx) neexistuje pro x € R. 8f(knr (=)L) =
0 pro k € Z. (m —cosx) neexistuje pro x # kmr. f) x(:p,y) = coszsgn(sinx — siny), 6y(ac,y) =
— cosysgn(smx —siny), pokud sinz # siny. $L(Z +kr, T +ir) = g—i(g +km, % +1m) = 0. V ostatnich bodech
parcidlni derivace neexistuji.  g) %(x,y) = —cosxsgn(cosy — sinx), %(m,y) = —sinysgn(cosy — sinx),
pokud sin x # cos z. ‘?—i(ﬂ +km, (k+20)m) = ﬂ(E + km + 2lm, km) = 0. V ostatnich bodech parcialni derivace
z—1 z—1 z
neexistuji.  h) Pokud z,y > 0 nebo x,y < 0, pak 3 8f =5 <2> RS- <£) ; % = <£> -logf.

y e Yy Yy Yy

i) Pokud z > 0 a z # 0, akﬁzg-x’_l,af:m%-lo x-l;ﬂ:—w%-lox 4. j) Pokud = > 0, pak
p z Oy ) z? Oz g p
0 f) 0 o 2243 9 -t 32+6
o = cos(a?)-av1y; af = cos(z¥)-aV-logz. k) gL = e TR (x2+(3:fy+§; )25 a_gjj = ¢ o (@ 27jr(3§y+§;2)2

1
24/z+y2’

pro (z,y) # (0,0); v bodé (0,0) jsou obé parcidlni derivace nulové. 1) Pokud = > —y?, pak 3 8f =
y

of _

By \/ﬁ Jinak parcialni derivace nemaji smysl.
y

5. viz. vysledky zkouskovych pisemek zde:
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kalenda/edu.php?edutype=archpis

6. a)jne b)ne c¢)ano d)ne e)ano f)ano

A (A4 — (25— — Bt (zh 4yt — (25— ) dyd . L,
7. a) Vi(ry) = (R SR =) pro (2,y) # (0,0), v bode (0,0) totlnf difer-
encial neexistuje b)) Vf(z,y) = (32%0) pro x > vy, Vf(z,y) = (0,3y%) pro z < y, Vf(0,0) = (0,0), v

bodech (a,a) kde a # 0 totalni diferencidl neexistuje.

8. a) F'(r1,0) 0 0 msin 1
. a T, L, = . 3 2
27T S1n 1+17T2 — (13*7!'2)2 COS 1+17'r2 - (15,7.‘-2)2 COS 1+17r2 O
b) 22(0,0,0) = 0.
3 4 6
a) (GoF)(0,0)= 0 —2 -3
1 0 0

b) 8(2,071)F1(O, O, O) - 5


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kalenda/edu.php?edutype=archpis

12 1

10.a) F/(1,—1)= | L 1
2 =3

—e€ e

b) 2£(0,0) = 0.

11. a)%—f:8r+4s,%—§:4r+28 9F _ ot b)%—§:483+88t+3t

, & OF — 4s? + 35+ 8t +2

> Ot



