VYSLEDKY

I. L'HOSPITALOVO PRAVIDLO A TAYLORUV POLYNOM
1. a)2 b)-2 ¢ -1 di e-%t £)-2 g1 he’ i)a(lna—1)

3 2 2

2. a) z+ 32°, b) 1—%9&2—1—2‘1:104, c)x—%x + 2% d) 2 e) 1+ 22 + 222 — 2a?

f) 1+2x+x2—§x3—%x4— +=12°, g) 1—%:p+—x — —52*, h) —%—%x4—4—15x6
3. ) 5, b) 271

4. 1.65

5.a) —35, b) 5, ¢) 5. d) -1, e) log”a, £) 0, g) 5, h) 3, 1) §.) 5, k) -6

6. a)5 b)—3

II. MOCNINNE RADY

1. a)R=1; pokud p > 1 pak AK pro |z| <1 a D jinak; pokud p € (0, 1] pak AK pro |z| < 1, K pro z = ¢™®
kde a € (0,27) a D jinak; pokud p < 0, pak AK pro |z| <1 a D jinak
b) R=1/3, AK pro |z + 1] < R, K pro z = —1 + Re* kde a € (0,27), jinak D
c) R:%, AK pro |z| < R, jinak D d) R=1, pokud a > 1 pak AK pro |z|] < R a jinak D, pokud a < 1
pak AK pro |z|] < R a jinak D e)R = 1/4, AK pro |z] < R, K pro z = Re" kde a € (0,2m), ji—
nak D f) R=max{a,b}, AK pro |z| < R, jinak D g) R:m, AK pro |z] < R, AK pro |z| =
ab > a, Kproz = Re™ kde a € (0,27), jinak D h) R=1/3, AK pro |z| < R, K pro z = Re™® kde

€ (0,2m)\{& : k=1,...7}, jinak D i) R=1, AK pro |z| < R, jinak D

2. a)z% zeR D) w5 2 €(-1L1) ¢ log(£2) —log(1 —z) + 1, 0 # |z| < 1, soucet je 0 pro z =0

d) 485, v e (-1,1) o) (fiz;%?, re(-1,1) f) ‘ff‘”’;;%?, e(-1,1)
g) 2z arctgr —log(1 +2?), z € (—1,1) h) ”/3( +32—-9)+1, zeR i) 3(zcosz —sinz)
j)coshz, z € Rlhint: >~/ (21" =13, n,l)n 2”1 k) i(cosz + coshz), v € R

1) (1(5962’;”3), ze (-1 1)

fe'e) ’VLZ nx2n+1
3. a) Zn:O(_l) reR b) Zn 0( 1) In+1 ( 17 1)
. —1)ntlg2n—1 o n gntl 00 n\.n
¢) Yo 1—< S , T ER d>x+z (1) “n(nﬂ) e) 3300, (1= (=2))z", |z| < 1/2

n 2n—1 _ 00 p2n+l
f)arctg2 + 300 EE g2l g < 1/2 g) 000 na Y 2l <10 h) S i af <1
4.Polomér konvergence je vzdy +oo. a) f(2) =Y o0 %, g(2) = Y00, %, h(z)=>", 27;2 b) f(z) =

Sito sz = 1% g(2) = (2= DG+ f(2) = e+ Ty (ﬁ FE) =D h) = (2= 12(2) +
2z = Df() + f(2) = e+ 3e(z = 1) + Sole (g + i +41) (G = D o) f2) = 2, S8
9(2) = (= + () = 8f(2) = =% + Lo & (gl — &) (2 +8)" h(z) = (= + 8)g(2) — 89(2) = &% +
Be+8)+ T & (o — il + 8 8y

5.Polomér konvergence je vady +oo. a) f(z) = Y00 (—1)" A g(z) = S0 (1) A h(z) =

2n+3 (2n+1)1 (2n+1)1?
Zf:0<_1)n%

b) sin z = sin(z—§+%) = sin(z—F) cos(§)+cos(z—¢) sin(%) = fzn J(=1)" ((—2211), +3 Zn ol— )”%;
g(z) = (z - f(2)+5f(2)=..., h(z) = (2 — §)g(2) + §9(2) = ... (nebo take h(z) = (z — 2P f(2) + 5(z -
D7)+ 2I:) N 2

¢) sinz = sin(z — 2) cos(2) + cos(z — 2)sin(2) = cos?2 Zfzo(—l)”% +sin2) 7 (-1 )"(z@g,n, g(z) =

(z—2)f(z)+2f(z) = .., h(z) =(2—2)g(2)+2g(z) = ... (nebo take h(z) = (z—2)2f(2)+4(2—2) f(2) +4f(2))



I1I. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE - UVOD

V}'fsledky jsou uvedeny vzdy ”az na konstantu”:

6
1l.a) &% +log|x|—5e ———smxna( 00,0) a (0,00) b) §€3x+@7l‘6]&
c) —%—%—x%na( 00,0) a (0,00) d) {52 4 (=0
2. a) i|z|lr, z€eR
[ sinz + 4k v €[5 +2km, 5+ 2kn),k € Z 1113
_{_s1nx+4k+2 x € (% + 2km, 3% + 2km), k € Z c) 7lzlz’, x € R
—scos(2e—1) x>
F@) =1 120 — 1) 21 1
5 cos(2x T <
F(z) = —1)k—cosx+smx)+k‘2\/§ ve[-F+kn, -+ (k+1)n], keZ
3
= r € (—00,0)
) B ’ _[er—2 2<0 @) < —3
f) F(x) = 5 z € [0,1] g)F(a:)_{_e_x 2> 0 h>F($)_{a:2+x+% N
g‘i‘g IE(LOO)

3. a) —log|cosz| na kazdém z intervalti (=% + kn, 5 + km),k € Z

b) log|sin z| na kazdém z intervalu (kr, (k4 1)),k € Z

¢) 3 tg2® na kazdém z intervala (/=3 +kn, /5 +kr),k € Z d) jarctgz?, z € R

e) log |logz| na (0,1) a (1,00) f) V2245, x € R g) log|log(logx)| na (1,e) a (e, o)

4.2) oD Dy = (0,00) b) 20— 2V7205 + 3922, Dy =R\ {0} ©) i +2,% + &5 D, =R
d) z —arctgz, Dy =R e) —2y2—5x, Dy = (—o0,2) f) jarctg(a*), Dy =R

g) cos(1), Dy =R\ {0} h) 2+ sin(2z) QI , Dy =R i) arctg(z® + 1), Dy =R ) ;arctg(sin®z), Dy =R

2log(1 + 2?) + 7(zy — :171) +4log 2L T € (—00, —T]
—7(z + z1) — 2log(1 + z?) + 4log(x? + 1) € [—z9, —11] _ 4162
k) F(z) = { 2log(1+2?) € [~a1,21] a U omaR
m(x —x1) — 2log(1 + 2?) + 4log(z? + 1) € [x1, 2] T2 = 7
2log(1 + a?) + m(xy — x1) + 4log 2 € [xg,00)

5 a) —x3cosx+3$ sinz+6zcosz—6sinz, € R b) L(e®sinz+e”cosz), 2 €R ¢)zlogz—z, z € (0,00)
= [a"e"dx = 2"e® — nlp_1; [ == xe” —e,xER
e) %‘(2x210g33—x2), z € (0,00) f)3e(zsine+zcosz —sinz), r € R

6. a) \/%7 Dy =Upez(—% +2km, 5 + 2km) b) V83 +27, Dy =R\ {—2} ¢) jarctg’z, Dy =R
) — 210g zlog |1 — (3)*|, Dy =R\ {0} e) warctgz — Llog(l+2?), Dy =R

f) 2“4 cos(2z) 4+ £sin(2z), Dy =R g) 2232 (log?z — 2logz + 8), Dy = (0,00)
h) —<=(z*+z+3), Dy =R i) —1(log? x+210g:c+2), Dy =(0,00) j)i(2*—1)e”’, D; =R
k) \/5— eV, Dy = (0,00) 1) 2(6 — x)y/7cos /T — 6(2 — x)sin\/z, Dy = (0,00)

2(
7. a) 2arcsin 5 + sin(2 arcsin §) = 2arcsin § + $v4 — 22, Dy = (—2,2)

b) tg(arcsinz) = 7= Dy = (=1,1) c¢) & sin(arctg L) = a7 Dr=R
d) a(arcsin Z — cos(arcsin 2)) = aarcsin £ — va? — 1%, v € (—a,a)

e) 2a* (% — sin(2arcsin \/5) + g sin(4arcsin /), Dy = (0, 2a)

IV. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE - POKRACOVAVNI
Vysledky jsou uvedeny vzdy ”az na konstantu”:
1.a) + (Bloglz + 3|+ Llog|z + 2| —6loglaz+1]), Dy =R\ {-3,-1,-2}



2

b) 5% — 7w+810g|m+1|+2x+1, Dy =R\ {-1} c¢)x+log|lr—1]—log|z+1|, Dy =R\ {-1,1}
d) ‘/?Qlog(x +\/_x+1)—|—2ﬁarctg(\/§m—l—1) ‘/ilog( 2 \/_x%—l)—i—ﬁiarctg(\/im—l), D;=R
)39052?;1 + 2loglez — 1| — 1log(x2+:c+1)+3farctg(2”\”;£1) Dy =R\ {1}

£) 2 + 222 + 10z + 20log |z — 1| — 155 =305 Dy =R\ {1}

.a) 2y/z —2log(l + /x), Dy = (0,00) [d4 se Fe§it substituci t= /z]
b) 69/ + T~ 3(Yr T 1? - 207 F 1) + J(Ya 1) + B(Wa T 1) — 8(Ya $ )7 + Blog (1 + (V7 T 1)) —
6arctg (Vz + 1), Dy = (—1,00) [d& se Tesit substituci t= y/z + 1]
) 3(V2+a)'=3(V2+2)*=3log |[V2 + & — 1[+21og (V2 + 2)* + V2 + = + 2)— 4f arctg ( (%}?)H), D; =
R\ {—1} [da se reéit substituci t = /2 + x]
d) z —log(l1+¢€*) + =, Dy =R e) =%+ 3logle* — 1| + ¢ log(e” +2), Dy =R\ {0}
f) z — 3log(e™% + 1) — 3log(Ve®/3 + 1) — 3arctg(e*/®), Dy =R

1 Vatityz—1 V21 —
g) 510g <1/i+1,1/17 I s S Wy e Df - (1 OO)
l—cosx

l+cosx| B cosx—i—l)’

tgx + log W , Dy = R\ Upeplbm, 5+ km, 3% + kr} [dd se Tesit substituci ¢ = tgx]
og(cos® x + 1) —log(cos*z), Dy = R\ Upep{5 + km}
tgx+3flog‘ft“ 1‘ Dy =R\ Upepls + b, § +km,—% + kn}

@

3. a) tlog| Dy =R\ Upezikm, 5 +kn} [da se fesit substituci t = cosx]

o
~—

o

~

[\ %)
P~ OQ

=

Wi ol

V3tgz+1 |’

log(cos z 4 2) — 3 log(cosx + 1) + & log(1 — cosx) = % log ((1—0?18220805)?2)2) , Dy = R\ Upep{km}

arctg(tgx) — \/Lﬁ arctg(vV2tgz) + kn(1 —1/v2) z € (-3 +km Z+kn), keZ
o5 T hr(1-1/v2) v=2+4+kr, keL

%log (—tg(tgfoJrl) + f arctg (2%/%71) e (=5 +km 5 +km)
g) F(x) = o r=75+km pro k € Z

6
%log (—tg(tgxigf)”rl) + ‘[ arctg (th\;i 1) + ‘f” v € (54 kn,3% 4 kn)

arctg <\/7tg %)—l—k% pro z € (—m + 2km, 7w + 2km), k € Z
\[Jrk:”\f prox =m+ 2kn, k € Z

b) 1arctg(sin®z), Dy =R

D
~—

4. a) F(z) =

o) Fla) = 3\/ arctg (t\g/§> — 4(tgtggf+2) + kw%i proz € (=5 +km, 5 +kn), ke Z
%%‘{'k 32 proz =45 +km k €Z

d) F(z) = @arctg ( gfﬂ) + /m— pro z € (—7 + 2km, 7w + 2km), k € Z
55+ kg pro & = 7 + 2km, k € Z

¢) GV a2+“10g(x+x/:c2+a) D; =R

f) %\/l’ —a? — sgn( )a 1Og(|x] 422 — a2> Df _ (—OO,CL] U [CL, OO)

5. 2) £Va7 =2 + sn(e) log([e] + V&7 ~2), Dy = (=o0.~V2 U [V2.0)

b) $vx? + < 5 log(x 4+ Va? +a?), Dy =R
c)m—log(vw?%—Qw—l—Q—x—l) Dy=R d)2sgn(z—1) x+17Df_( 00,1) U (2,00)

6. a) _2(&2:);;1)2 b) _2((i22;ig31)2 )z = 3+2‘/5, Ty = %5 Pak na intervalu (—oo,x2) vede na integral z

2t2(z1—x2)2 . . . ‘ 2t2(z1—x2)?
s ha intervalu (z;,00) vede na integral z —

7. viz. vysledky ze zkouskovych pisemek z roku 2005/2006
(pozor, na uvedenych strankach je spatne vysledek prikladu d. Konkretne, pri substituci t = tg(x/2) je ve



vysledku spatne znamenko pred logaritmem “2log |t — 1]”)
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kalenda/pis-fsv/0506/pismiii.htm

8. a) 55 log(e” +2) — su + ¢ logle” — 1| + 2 log(e*” + 1) — 75 arctg(e”), Dy = (—3/2,00)
1 8tg Z—2
log ( %) -+ arctg(tg 5) — \/% arctg ( 3%8 ) — km (\/% — 1) ,
F(z) = x € (—m+2km,m+ 2km), k € Z
—31og(2) + (— k7r—7r/2)<——1> r=m7+2km ke

d) - arctg(log(x)/@ + g log |93 Dy = (0,00) \ {e¥%, 7Y%}

V. NEWTONUV INTEGRAL
a)l b)2e2 ojur d)2-2 ) 2002 )2-T g) %x h) 2 i) 2 arctg(“BL) ) kel

1.
\/?gﬁ k) 2V/2r
2. a)—log(1/2) = log2 b) % o d) gﬂw
71'2
e) 57(m — 2v/3%) + YT + arctg(tg(187?)) — \% arctg <2tg(lj§ )+1>

VIL. EXISTENCE NEWTONOVA INTEGRALU
1. a)existuje D) neexistuje c¢)existuje d)existuje e) neexistuje f) existuje g) existuje, pokud
p,qg <1 h)existuje, pokud ¢ < 1 ap < % i) existuje j) existuje, pokud p,q > 0 k) existuje, pokud
p>—1

2. a) existuje, pokud m <3 b) existuje, pokud k < —1 ¢) existuje, pokud @ < —1 < a+ 5 d) existuje,
pokud a € (—=1,1) e) existuje, pokud a +v > -1 a g —~v > —1 f) existuje, pokud p > 1 nebop =1 a
qg>1

4. oba integrély existuji

5. a)existuje b)existuje c) existuje, pokud o € (1,3) d) existuje e) existuje f) existuje g) existuje
pro a € (0,2)

6. a)existuje b) existuje, pokud a € (—2,—1) c¢) existuje pro a > 1

VIII. METRICKE PROSTORY
1. a)ano b)ne «c¢)ne
2. a)ano b)ano c¢)ne d)ne e)ano
3. ano
4. )1 g) f, ano, g, ne
5. a)i bla= \/Li
6. obé tvrzeni plati pokud je metrika generovand normou, jinak ne (jako priklad lze vzit prostor s diskrétni
metrikou)

10. a) je uzaviend, mé prazdny vnitiek, 0N = N = N b)IntQ = 0, 0Q = Q = R, Q neni oteviend
ani uzaviend. c¢) Mnozina neni uzaviend ani oteviend, vnitiek je prazdny, hranice i uzéver jsou { % n e
N} U {0}. d) Mnozina nen{ uzaviend ani oteviend. Vnittek je {[x,y] € R* : = > 0,y < 0}, uzdvér
{[z,y] e R* : = >0,y < 0}, hranice{[z,y] e R?*: 2 >0& y<0& (zx =0Vy=0)} e)Oteviens,
uzaver {[z,y] : = +y < 0}, hranice {[z,y] : = +y = 0}. f) Uzaviend, vnittek {[z,y] : x > y}, hranice
{lz,y] - * =y}. g) Uzaviend, prazdny vnitfek. h) Ani uzaviena ani oteviend, vnitiek prazdny, hranice i
uzaver {[z,y,2] ER3: x>0,y > 0,x+y=2,2<0}. i) Uzaviend, prazdny vnitfek. j) Oteviena, uzaveér


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kalenda/pis-fsv/0506/pismiii.htm

{feclo,1]: f(3) €[0,2]}, hranice {f € C[0,1] : f(3) € {0,2}} k) Uzavfend, prézdny vnitiek.

11. a)plati ANB C AN B ale naopak ne (tieba pro A = Q, B =R\ Q v R) b)plati Int(A\ B) C
Int(A) \ Int(B) ale naopak ne (tfeba pro A = [1,4], B =1[2,3] vR) c¢) rovnost plati pro A otevienou

12. pokud neni A uzaviend, ekvivalence neplati (napiiklad pro x =0 a A= (0,1) v R)

IX. FUNKCE VICE PROMENNYCH - LIMITY, DERIVACE
1. a)ano, f(0,0) =2 b)ano, f(0,0) =0 c¢)ano, f(0,00=0 d)ne e)ano, f(z,z) =3z> f)ano,
f(0,0)=0 g)ne h)ne i)ano, f(0,00=0 j)ano, f(0,0)=1 k) ano, f(0,0) =1

2. a)-v), b)-i), ¢)-vi), d)-ii), e)-iii), f)-iv)

. a ={[x,y] : * 4y > 1}, vrstevnice jsou kruznice. ={|z,y|: 1 <a*+y” <4}, vrstevnice
3. a)D; 2 442 > 1}, vrstevnice jsou kruznice.  b) D; 1 < 2% +y? < 4}, vistevni
jsou dvojice kruznic, v jednom piipadé kruznice. ¢) Dy = {[z,y| : —2* —1 <y < —z* 4 1}, vrstevnice jsou
dvojice parabol, v jednom piipadé parabola. d) D; = {[z,y] : 2km < 2% +y? < (2k + 1)7 pro néjaké k =
0,1,2,...}, vrstevnice jsou posloupnosti kruznic.
4. ) o ™y gg = nz™y" ! pro (z,y) € R*. b) 5L 9 — yemy, 85 = xe™ pro (z,y) € R*. ¢ g—i =
y+z, ay = x+y, af = x—i—y pro (z,y,2) € R3. d) gi(x y) = |y|sgnx prox # 0. ag(x,y) = |x| sgny proy # 0.
af 0,0 8f 0,0 —0 O ro Oaaf z,0) pro z # 0 neexistuji. e) 2L(x,y) = — sgn(y+cosz)-sinz
30, y) proy p j e (z,y gn(y :
gg(:c y) = sgn(y + cos x) pokud y # —cosuz. gf (x,—cosx) neexistuje pro x € R. 8f(k7r (—1)M1) =
0 pro k € Z. (x —cosz) neexistuje pro x # km. f) r("zc,y) = coszsgn(sinx — siny), 8y(ac,y) =
— cosysgn(smx —siny), pokud sin x # siny. %(g +km, 5 +lr) = g—i(% +km, 5 +1m) = 0. V ostatnich bodech
parcialni derivace neexistuji. 91 (x,y) = —cosasgn(cosy — sinz), L(z,y) = —sinysgn(cosy — sinx),
) & oz Y g Y Oy Y Yysg Yy
pokud sinz # cosz. 2L(Z + kr, (k+ 20)7) = 2L(Z 4 kr + 2im, kw) = 0. V ostatnich bodech parcidlni derivace
Oz \ 2 oy \2

z—1 z—1 z
neexistuji.  h) Pokud x,y > 0 nebo z,y < 0, pak ? = 5 . (g) ; g—g = —;—"5 . <§) ; % = <§) ~log§.

i) Pokud x > 0 a 2z # 0, pak 3 —af =Y.t 9 = gt gL U = gt L loga - %. j) Pokud z > 0, pak
z oy z) 0z

d 0 3 >t 2243 0 -t 3246

f = cos(z¥) -z~ y; 8f = cos(:cy)~xy~logx. k) a?: P FETWET .%, 8—5 — ¢ Ty re? %

1
2¢/z+y2’

pro (z,y) # (0,0); v bodé (0,0) jsou obé parcialni derivace nulové. 1) Pokud = > —y?, pak 3 3f =
Y

of

5y = T Jinak parcialni derivace nemaji smysl.
y

5. viz. vysledky zkouskovych pisemek zde: http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kalenda/edu.php?edutype=
archpis

6. a)ne b)ne c¢)ano d)ne e)ano f)ano

7. a)Vf(z,y) = (5:”(””4“(4;21;3?;1’5)4’”3, ’5y(‘”4izil;%zfy5)4y3) pro (z,y) # (0,0), v bodé (0, 0) totaln{ diferencial
neexistuje  b) Vf(z,y) = (32%,0) pro z > y, Vf(z,y) = (0,3y?) pro = < y, Vf(0,0) = (0,0), v bodech

(a,a) kde a # 0 totdlni diferencidl neexistuje


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kalenda/edu.php?edutype=archpis
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kalenda/edu.php?edutype=archpis

