
I. OPAKOVÁNÍ ST�EDO�KOLSKÉ LÁTKY, VÝROKY

1. �e²te následující nerovnosti a rovnosti v R:

a) x−2
2x−8 ≥ 1; b) x+2

x+3 >
2x+3
x+6 ; c) log 1

8
(x2 − 3x+ 3) ≥ 0; d) log (x2 + 1) = 2 log (3− x);

e) sin 2x < cosx; f) x ≤
∣∣∣x+2
x−3

∣∣∣ ; g) |x− |x+ 1|| ≤ 2x;

h) |x− |x− 1|| = 1− |x|; i) x2+2
x+7 < 2(x− 7); j) log 7(49x

2) = 4 · (log 7x)
2.

2. Dokaºte:

a) Pro kaºdé a, b ∈ R: ||a| − |b|| ≤ |a− b|; b) Pro kaºdé a, b ∈ R: |a+ b| ≤ |a|+ |b|.
3. Na£rtn¥te graf funkce

a) f(x) = 1− | cos x2 |; b) g(x) = 1
2 + cos(π2 + |x|); c) h(x) = ||||x| − 1| − 1| − 1|;

d) i(x) =
∣∣∣3x+3
2x−4

∣∣∣; e) j(x) = | log |1− x||.

4. V závislosti na parametru c ∈ R ur£ete, pro která x ∈ R platí:

a) cx2 + x+ 1 > 0 b) cex ∈ (−1, 0] c) | cosx| − c > 0 d) log |x|+ c ∈ (−π/2, π/2)

5. Nech´ M zna£í mnoºinu v²ech muº· a Z mnoºinu v²ech ºen. Uvaºujme následující výrokové formy:
S(m, z): �Muº m je manºelem ºeny z.�;
L1(m, z): �Muº m miluje ºenu z.�; L2(m, z): ��ena z miluje muºe m.�.

Pomocí kvanti�kátor·, logických spojek a forem S, L1 a L2 zapi²te následující výroky:
a) Kaºdý ºenatý muº miluje svou manºelku. b) Kaºdou ºenu miluje n¥jaký muº.
c) Kaºdá ºena má nejvý² jednoho manºela.
d) Kaºdý muº má nejvý² jednu manºelku. (�íká tento výrok totéº, co c)?)
e) Existuje vdaná ºena. f) Existuje ºenatý muº. (�íká tento výrok totéº, co e)?)
g) Existují nev¥rné manºelky. (Manºelku prohlásíme za nev¥rnou, pokud miluje jiného muºe neº svého manºela.)
Následující výroky p°eloºte do £e²tiny.
h) ∃m ∈M∀z ∈ Z(¬S(m, z));
i) ∃z ∈ Z∀m ∈M(L1(m, z)⇒ ¬L2(m, z));
j) ∃z ∈ Z∀m ∈M(L2(m, z)⇒ ¬L1(m, z));
k) ∀z ∈ Z((∃m ∈M : L2(m, z))⇒ (∃m ∈M : L1(m, z) &¬L2(m, z)).

6. Uvaºme následující výroky:

(i) ∀x ∈M ∃y ∈M ∃z ∈M x = y + z (ii) ∃y ∈M ∀x ∈M ∃z ∈M x = y + z

(iii) ∃y ∈M ∃z ∈M ∀x ∈M x = y + z

Které z nich jsou pravdivé a které nepravdivé, je�li
a) M = N b) M = N ∪ {0} c) M = (0, 1) d) M = {0}?
7. Rozhodn¥te o správnosti následujících výrok· a napi²te jejich negace.
a) ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∀z ∈ N (z > x⇒ y < z); b) ∃y ∈ N ∀x ∈ N ∀z ∈ N (z > x⇒ y < z);
c) ∃x ∈ N ∀y ∈ N ∀z ∈ N (z > x⇒ y < z); d) ∃x ∈ N ∀y ∈ N ∀z ∈ N (z < x⇒ y > z);
e) ∀x ∈ R ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y ∈ R (|y − x| < δ ⇒ y < x+ ε

3).

8. Vyjád°ete co nejjednodu²²eji:
a) ∀ε > 0 ∀y ∈ R : |y − 7| < 5⇒ |f(y)− 15| < ε;
b) ∀x ∈ R ∃δ > 1∀y ∈ R ∀n ∈ N : |y − x| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < 1

n .



II. D�KAZOVÁ TECHNIKA, MNO�INY, ZOBRAZENÍ A MOHUTNOST

1. (Bernoulli) Nech´ x ∈ R, x ≥ −1, n ∈ N. Pak platí Bernoulliova nerovnost

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Dokaºte matematickou indukcí. Indukcí s krokem �n → n+2� dále ukaºte, ºe uvedená nerovnost platí i pro x ≥ −2.
Ukaºte na p°íklad¥, ºe pro x < −2 a obecné n ∈ N jiº Bernoulliova nerovnost neplatí.

2. Dokaºte indukcí: a)
∑n

k=1 k = 1
2n(n + 1) b)

∑n
k=1 k

3 = (1 + 2 + . . . + n)2 c)
∑n

k=0 q
k = 1−qn+1

1−q , q 6= 1

d)
∑n

k=1
1

(2k−1)(2k+1) =
n

2n+1 e) Pro x1, . . . , xn ∈ [0, π] platí, ºe |sin (
∑n

i=1 xi)| ≤
∑n

i=1 sin(xi)

f) n! ≤
(
n+1
2

)n (Hint: p°i d·kazu pouºijte Bernoulliho nerovnost)

3. Platí pro libovolné mnoºiny A, B a C následuj¢í vztahy? Své tvrzení dokaºte.

a) A∪B = B ⇔ A∩B = A b) A ⊂ B ⇔ A∪B = B c) (A∩B)\(B∩C) = (C∩B)\(A∩C) d) (A∩B)\(B∩C) =
(A ∩B) \ (A ∩ C) e) (A ∪B) \ C = A \ (C ∪B)

4. Uvaºujme zobrazení f : X → Y a mnoºiny A ⊂ X, B ⊂ X. Dokaºte následující rovnosti.

(i) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B),

(ii) f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B),

(iii) f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B),

(iv) f−1(A \B) = f−1(A) \ f−1(B).

5. Uvaºujme zobrazení f : X → Y a mnoºiny A ⊂ X, B ⊂ X. Ukaºte, ºe následující vztahy obecn¥ neplatí.

(i) f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B), (ii) f(A \B) = f(A) \ f(B).

6. Nech´ f : N→ N. Rozhodn¥te o platnosti následujících tvrzení:

(i) Je-li f(N) kone£ná, není f prosté.

(ii) Je-li f(N) nekone£ná, je f prosté.

(iii) Je-li N \ f(N) = ∅, je f prosté.

(iv) Je-li f prosté, je N \ f(N) = ∅.

7.Rozhodn¥te, zda jsou následující mnoºiny spo£etné. Své tvrzení dokaºte:

(i) Z (mnoºina celých £ísel)

(ii) Q (mnoºina racionálních £ísel)

(iii) R

(iv) mnoºina v²ech zobrazení z N do {0, 1}

(v) mnoºina v²ech iracionálních £ísel

(vi) mnoºina v²ech otev°ených interval· na R

(vii) mnoºina v²ech kone£ných podmnoºin N

(viii) mnoºina v²ech nekone£ných podmnoºin N

III. SUPREMA, INFIMA

1. Najd¥te suprema a in�ma následujících mnoºin (pokud existují). Existují maxima a minima?

a) A = {− 1
n ; n ∈ N}; b) B = {n+(−1)n

n ; n ∈ N};
c) C1 = {n2 −m2; n,m ∈ N}, C2 = {n2 −m2; n,m ∈ N, n > m}, C3 = {n2 −m2; n,m ∈ N, n ≤ m};
d) D1 = {2−n + 3−n; n ∈ N}, D2 = {2−n + 3−n; n ∈ Z};
e) E = {n(−1)n ; n ∈ N}; f) F = {5(−1)j3k ; j ∈ Z, k ∈ Z};



IV. LIMITY POSLOUPNOSTÍ

1. Vypo£t¥te p°ímo z de�nice limity:

a) lim
n→∞

1

n2
b) lim

n→∞

n2 + n

n3 + 3
c) lim

n→∞
(−1)n 2n

n3 + 1
= 0 d) lim

n→∞

sin(nπ7 )

n2
= 0

2. Spo£t¥te následující limity posloupností: a) lim
n→∞

2n2 + n− 3

n3 − 1
b) lim

n→∞

2n3 + 6n

n3 − 7n+ 7

c) lim
n→∞

2n5 + 3n− 2

n5 − 3n3 + 1
d) lim

n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)

e) lim
n→∞

(
3
√
n+ 11− 3

√
n
)

f) lim
n→∞

(−1)n
√
n(
√
n+ 1−

√
n) g) lim

n→∞

(n+ 4)100 − (n+ 3)100

(n+ 2)100 − n100
h) lim

n→∞

n2 + (n+ 1)2

(n+ 3)2 + (n+ 4)2

i) lim
n→∞

(n+ 4)27 − (n+ 1)27

(2n2 + 5)13 − (n2 − 1)13
j) lim
n→∞

(n2 − 1)(n+ 2)3 − n2

3n(n2 + 5)(n2 + 1)
k) lim

n→∞
(

√
n+
√
n−
√
n)

l) lim
n→∞

( 3
√
n+ 2− 3

√
n− 1) m) lim

n→∞
(
√
n2 + n+ 1− 3

√
n3 + 1) n) lim

n→∞

4
√
n+ 2− 4

√
n+ 1

3
√
n+ 3− 3

√
n

o) lim
n→∞

√
n2 + n+ 1− n− 1√

n
p) lim

n→∞

√
n+

√
n+
√
n+ 1

n+ 1

3. Spo£t¥te následující limity posloupností([·] zna£í celou £ást):

a) lim
n→∞

3n + 5n + n3

1 + 5n2 + 3 · 5n
b) lim

n→∞

(n7 + 1)8 − (n7 + 2)8

(n+ 1)50 − (n+ 2)50
c) lim

n→∞

√
n+

√
n2 +

√
n4 + 1

n+ 1

d) lim
n→∞

(−1)n · n · ( 3
√
n3 + 1−

√
n2 + 5) e) lim

n→∞

(√
n+
√
n−
√
n+ 6

)
3 + (−5)n + n! + 4n

nn + 8− 6n!

f) lim
n→∞

(n6 + n)5 − (n6 + 7n)5

(n5 + 1)6 − (n5 + 6)6
g) lim

n→∞

n+ [ 3
√
n]3

n− [
√
n+ 9]

h) lim
n→∞

3n + n5 + (n+ 1)!

n(n6 + n!)
i) lim
n→∞

n
√
5n + 4n + 3n + 2n

j) lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
k) lim

n→∞
n

√√
3n + 2 · 2n −

√
3n + 2n l) lim

n→∞

n
√
2n + 3n

2n
√
4n +

√
n

m) lim
n→∞

sin
(nπ

4

)
n
√
5 + n n) lim

n→∞

3n − [ 3
√
n!]

3n3 − [ 3
√
(n+ 1)!]

o) lim
n→∞

n
√
[n4 cosn]− n23n + 4n

p) lim
n→∞

(2√n− 3√n√
n+1

− cos nπ4
)

2n
1− n√2n q) lim

n→∞

6√n5+1− 5√n4−n3+
n√
n2√

n−
√
n

r) lim
n→∞

5+ 3√n3+n2−
√
n2+n√

n− 4√n

4. Spo£t¥te následující limity posloupností (p°íklady ze zkou²kových písemek na FSV):

a) lim
n→∞

((n10 + n3)7 − (n7 + 1)10) ·

(
3

√
(1 +

1

n9
)7 − 1

)7

b) lim
n→∞

(n+ 2
n)

30 − (n+ 1
n)

30√
(2 + n7)8 − 28

c) lim
n→∞

n
√
n n
√

(n+ 1)n + nn+1

[
√
n] + [2

√
n] + · · ·+ [n

√
n]

d) lim
n→∞

((
25 +

1

n

)6

−
(
5 +

1

n

)12
)
· 6
√

(n+ 2)7 − (n− 1)7

e) lim
n→∞

((n5 + 2)25 − (n+ 5)125) ·

((
1 +

1

25n4

)125

− 1

)31

f) lim
n→∞

√
n5 + 17 6

√
n−

√
n5 − 5 6

√
n+ 1

3
√
n5 + 18n− 16− 3

√
n5 − 9n

5. Ukaºte, ºe rekurentn¥ zadaná posloupnost {an}∞n=1 má limitu a ur£ete jí:
a) an+1 =

an+3
4 , a1 = 0 b) an+1 =

√
2 + an, a1 =

√
2 c) an+1 = an +

1
2(x− a

2
n), a1 = 0, 0 ≤ x ≤ 1

d) an+1 =
1
2(an +

1
an
), a1 > 0 e) an+1 =

an(a2n+3x)
3a2n+x

, a1 > 0, x ≥ 0 f) an+1 =
1
3(2an +

x
a2n
), a1 > 0, x > 0



6. Spo£t¥te limity posloupností: a) lim
n→∞

(
1 + 1

n

)3n b) lim
n→∞

(
1− 1

100+2n

)n
c) lim

n→∞

(
1 + 1

n2

)n
d) lim

n→∞

(
99
100 + 1

5n

)n e) n
√
n! + 3n + 4n

7. Pro posloupnost (an)
∞
n=1 ur£ete hodnoty lim supn→∞ an a lim infn→∞ an:

a) an = (−1)n
n + 1+(−1)n

2 b) an = (−1)n n2+1
n+1 c) an = 1+ n

n+1 cos
(
nπ
2

)
d) an =

(
1 + 1

n

)n
cos(nπ) e) an = n(−1)

n

f) an = n−1
n+1 cos

(
2nπ
3

)
g) an =

n
√

1 + 2n(−1)n

8. Pro posloupnost (an)
∞
n=1 najd¥te mnoºinu hromadných bod· H({an}):

a) an = n sin
(
nπ
4

)
b) an = 1+2(−1)n+1 +3(−1)

n(n−1)
2 c) an = 1+n sin

(
nπ
2

)
d) an = (1+ 1

n)
n(−1)n+ sin

(
nπ
4

)
e) an = (−1)n n+4

3n+1 + sin
(
nπ
2

)
n

√
4n+6n
3n+5n

9. Pro posloupnost (an)
∞
n=1 nalezn¥te co nejjednodu²²í posloupnost (bn)

∞
n=1 která se chová jako (an)

∞
n=1

ve smyslu lim
n→∞

an
bn
∈ (0,∞):

a) an = 2n2+4
n3+4n+6

b) an = 4n2+6n+2
2n+3n c) an = ( 3

√
n+ 2− 3

√
n+ 1) d) an =

√
n3+2− 3√n2+4
(n+2)20−n20

e) an = (1 + 1
n)
n

9√
n10+

8√
n7

4√
n5+

3√
n2

f) an = [(n+3)2]
n√nn+5n!+4n

g) an = n

√
1

((n+1)3−n3−3n2)n−1

10. Pomocí Bolzano-Cauchyovy podmínky a vztahu | cosx− cos y| ≤ |x− y|, x, y ∈ R dokaºte, ºe posloup-
nost (an)

∞
n=1 pro kterou platí a1 = 1, an+1 = cos

(
an
2

)
je konvergentní.

Ukázkové p°íklady k prvnímu zápo£tovému testu

V následujících p°íkladech ur£ete
lim
n→∞

an,

nebo dokaºte, ºe tato limita neexistuje.

a) an =
1

n(
√
n2 + 2− 3

√
n3 + 1)

b) an =
nn − (n+ 1)n

(n+ 1)n − (n+ 2)n

c) an = (−1)n 2
n + 4n+ 6

2n( n
√
5− 1)

d) an =
(n+ 2)711 − (n+ 8)711

(n11 + 3)71 − (n11 + 4)71

e) an = n

√(
1 +

1

n

)n
+ 3n f) an =

2n + 3n2 + [n!]

3n + 4n2 + [2n!]

g) Posloupnost zadaná rekurentn¥: a1 = 4, an+1 = (an)
2 − 6

h) Ur£ete hodnoty lim supn→∞ an a lim infn→∞ an pro posloupnost an = (1 + 1
n)
n(−1)n + sin

(
nπ
4

)



V. �ADY

1. Ur£ete, zda konvergují následující °ady:

a)
∑∞

n=1(−1)n
n2+3n+4
n2+5

b)
∑∞

n=1
n2

n3+1
c)
∑∞

n=1
1√

2n+1
√
2n+3

d)
∑∞

n=1
3

2n−2n e)
∑∞

n=1
2n+(−1)nn
3n+(−1)nn

f)
∑∞

n=1(
√
n3 + 1−

√
n3 − 1) g)

∑∞
n=1

3n+4n

4n+5n h)
∑∞

n=1

3√n2+4− 3√n2+1
3√n i)

∑∞
n=1

1
(2+ 1

n
)n

j)
∑∞

n=1
1

n n
√
n

k)
∑∞

n=1
nn−1√

(n2−n+1)n+1
l)
∑∞

n=1

√
n3+2− 3√n2+4
(n+2)20−n20 m)

∑∞
n=1

√
n+6−

√
n+1

n√nn+3n!+4n
n)
∑∞

n=1
n
3n o)

∑∞
n=1

n3+4n+1
4n+3n

2. Ur£ete, zda konvergují následující °ady:

a)
∑∞

n=1
2n

n! b)
∑∞

n=1
(n!)2

(2n)! c)
∑∞

n=1
enx

n , x ∈ R d)
∑∞

n=1
enx

n2 , x ∈ R e)
∑∞

n=1(
n−1
n+1)

n(n−1)

f)
∑∞

n=1(
√
n2 + 1−

√
n2 − 1) g)

∑∞
n=1(

3
√
n2 + 1− 3

√
n2 − 1) h)

∑∞
n=1

2n2+3n+4
2n4+3

i)
∑∞

n=1
2n2+3n+4

2n3

j)
∑∞

n=1
n8

3n+5n k)
∑∞

n=1
n5

5n l)
∑∞

n=1

9√
n10+

10√
n9

9√
n11+

11√
n9

m)
∑∞

n=1
nn+

1
n

(n+ 1
n
)n

n)
∑∞

n=1
n3(
√
2+(−1)n)n
3n

3. Za pomoci Raabeho kritéria (viz. níºe) ur£ete, zda konvergují následující °ady:

V¥ta (Raabeovo kritérium). Nech´
∑∞

n=1 an je °ada s kladnými £leny.

(i) Je-li limn( an
an+1

− 1) > 1, pak je
∑∞

n=1 an konvergentní.

(ii) Je-li limn( an
an+1

− 1) < 1, pak je
∑∞

n=1 an divergentní.

a)
∑∞

n=1
4n(n!)2

(2n+1)! b)
∑∞

n=1

√
n!

(2+
√
1)···(2+

√
n)

c)
∑∞

n=1
1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) d)

∑∞
n=1

1·4·7···(3n−2)
3·6·9···(3n)

4. Pomocí kondenza£ního kritéria ur£ete konvergenci následujících °ad:
a)
∑∞

n=1
1

n logn (obecn¥ji pak
∑∞

n=1
1

n(logn)a pro a > 0) b)
∑∞

n=1
logn
n2 (obecn¥ji pak

∑∞
n=1

logn
na pro a > 0; m·ºete

bez d·kazu pouºít fakt ºe pro kaºdé a > 0 existuje n0 takové, ºe posloupnost ( lognna )∞n=n0
je nerostoucí)

5. Ur£ete, zda následující °ady konvergují absolutn¥:

a)
∑∞

n=1(−1)n
1

n n
√
n

b)
∑∞

n=1 sin(n
2 + 3n)4

n+3n

5n+2n c)
∑∞

n=1(−1)n
9√
n10+

10√
n9

9√
n11+

11√
n9

6. Vy²et°ete konvergenci (absolutní i neabsolutní) následujících °ad:
a)
∑∞

n=1(−1)n
1

n logn b)
∑∞

n=1(−1)n
n
n+1 c)

∑∞
n=1(−1)n

n2

n3+1
d)
∑∞

n=1(−1)n(
√
n+ 1−

√
n)

e)
∑∞

n=1(−1)n(
√
n2 + n− n) f)

∑∞
n=1(−1)n

n
n2+6

g)
∑∞

n=1(−1)n(
√
n4 + 1− n2) log n (pouºijte výsledek p°íkladu 4b) h)

∑∞
n=1(−1)n

n
(n2+1) logn

7. Vy²et°ete konvergenci (absolutní i neabsolutní) následujících °ad:
a)
∑∞

n=1(−1)n
1√

n logn
b)
∑∞

n=1 cos(n
2)(
√
n6 + n− n3) c)

∑∞
n=1(−1)n

n
n+1 cos(

1
n)

d)
∑∞

n=1(−1)n
n

n2+1
cos( 1n) e)

∑∞
n=1

1
n√logn

f)
∑∞

n=1
logn
n2 cos

(
sinn+8
n8

)
(pouºijte výsledek p°íkladu 4b) g)

∑∞
n=1(−1)n

1
logn cos

(
n

n2+1

)
h)
∑∞

n=1
sin2 n
n i)

∑∞
n=1(−1)n

n sinn
n2+1

j)
∑∞

n=1

sin(n) cos(
1
n )

n k)
∑∞

n=1

sin(n+
1
n )

log(logn) l)
∑∞

n=1
cos(2n)
logn

m)
∑∞

n=1(−1)n
2n2+3n+4

2n4+3



VI. LIMITA FUNKCÍ

1. Ukaºte, ºe následující výroky jsou ekvivalentní výroku limx→c f(x) = A (v kaºdé úloze je uvedeno, pro
jaká A, c máte ekvivalenci dokazovat).

a) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (c, δ) : f(x) ∈ B(A, 5ε) (uvaºujte A ∈ R, c ∈ R)
b) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (c, 8δ) : f(x) ∈ B(A, ε) (uvaºujte A = +∞, c ∈ R)
c) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (c, δ) : f(x) ∈ [A− ε,A+ ε] (uvaºujte A ∈ R, c = −∞)

2. Spo£t¥te z de�nice (nebo z de�nice dokaºte ºe limita neexistuje):
a) limx→5 x b) limx→2+

1
x−2 c) limx→0max{4− |x− 4|, 0} d) limx→0 x sin

1
x e) limx→0 sin

1
x

f) limx→2+ f(x), limx→2− f(x) a limx→2 f(x), kde funkce f je dána p°edpisem f(x) =

{
1 x ∈ (0, 2)

0 jinak.

3. Pro kaºdý z následujících výrok· nalezn¥te funkci f : R→ R a £ísla A, c ∈ R, ºe tvrzení � limx→c f(x) = A�
není tomuto výroku ekvivalentní.
a) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (c, δ) : f(x) = A
b) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x :

(
|x− c| = δ =⇒ f(x) ∈ B(A, ε)

)
c) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ B(c, δ) : f(x) ∈ B(A, ε)

4. Spo£t¥te limitu, nebo ukaºte ºe limita neexistuje

a) lim
x→3

x2 − 5x+ 6

x2 − 8x+ 15
b) lim

x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
c) lim

x→1

x4 − 3x+ 2

x5 − 4x+ 3
d) lim

x→2

(x2 − x− 2)20

(x3 − 12x+ 16)10
e) lim

x→1

x100 − 2x+ 1

x50 − 2x+ 1

5. Spo£t¥te limitu, nebo ukaºte ºe limita neexistuje (p°íklady na podíly polynom·):

a) lim
x→1

x2 + 2x+ 1

x2 − 2x+ 1
b) lim

x→2

(
1

x(x− 2)2
− 1

x2 − 3x+ 2

)
c) lim

x→1

(
x+ 2

x2 − 5x+ 4
+

x− 4

3(x2 − 3x+ 2)

)
6. Spo£t¥te limitu, nebo ukaºte ºe limita neexistuje (p°íklady na výrazy s odmocninami):

a) lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

xn
, n ∈ Z b) lim

x→1

3
√
x2 + 7− 3

√
x3 + 7

(x− 1)n
, n ∈ Z c) lim

x→8

√
9 + 2x− 5
3
√
x− 2

d) lim
x→3

√
x+ 13− 2

√
1 + x

x2 − 9

7. Spo£t¥te limitu, nebo ukaºte ºe limita neexistuje (p°íklady na pouºití známých limit sinx
x → 1,

log x
x−1 → 1, ex−1

x → 1 a VOLSF):

a) lim
x→0

sin 5x− sin 3x

sinx
b) lim

x→0

1− cosx

x2
(tuto limitu dále lze povaºovat za �známou�) c) lim

x→0

log(cosx)

x2

d) lim
x→0

log(1 + x)

x
(tuto limitu dále lze povaºovat za �známou�) e) lim

x→0

esin
2 x − cosx

x2
f) lim

x→0

1− cosx

sin3 x

g) lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x
h) lim

x→∞

(
x+2
2x+1

)x2
i) lim
x→∞

(
x2+1
x2−2

)x2
j) lim
x→0

(
1 + x2

)cotg2 x
k) lim

x→0

(
1+tg x
1+sinx

) 1
sin2 x

l) lim
x→0

√
cosx− 3

√
cosx

sin2 x
m) lim

x→0

√
1 + tg x−

√
1 + sinx

x3

n) lim
x→0

x2√
1 + x sinx−

√
cosx

o) lim
x→π

6

2 sin2 x+ sinx− 1

2 sin2 x− 3 sinx+ 1
p) lim

x→π
4

(tg x)tg 2x q) lim
x→0

(
1+x·2x
1+x·3x

) 1
x2 r) lim

x→0
(x+ex)

1
x2

8. Spo£t¥te limitu, nebo ukaºte ºe limita neexistuje:

a) lim
x→∞

log(x2−x+1)
log(x10+x+1)

b) lim
x→π

3

sin(x− π
3 )

1− 2 cosx
c) lim

x→∞
(sin
√
x+ 1− sin

√
x) d) lim

x→0

arcsinx
x

e) lim
x→∞

log(1+
√
x+ 3√x)

log(1+ 3√x+ 4√x)
f) lim

x→a

sinx− sin a

x− a
g) lim

x→∞
(cos
√
x+ 1− cos

√
x− 1) h) lim

x→1−

arccosx√
1− x



i) lim
x→π

4

sinx−cosx
(x−π4 )

2 j) lim
x→∞

log(1 + 2x) · log
(
1 +

3

x

)
k) lim

x→0

arcsinx
sin(sinx) l) lim

x→0

(cosx)x−
√

1+sin3 x
x3

m) lim
x→π

4

tg 2x · tg
(π
4
− x
)

n) lim
x→∞

x

(
π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)
o) lim

x→0+

arccos
1−x2
1+x2

sinx

V¥ta (Heineova v¥ta). Nech´ c ∈ R∗, A ∈ R∗ a funkce f je de�nována na n¥jakém prstencovém okolí bodu c. Pak
jsou následující dva výroky ekvivalentní.

(i) Platí limx→c f(x) = A.

(ii) Pro kaºdou posloupnost {xn} spl¬ující xn ∈ Df , xn 6= c pro v²echna n ∈ N a limn→∞ xn = c, platí limn→∞ f(xn) =
A.

9. Pro limity spo£t¥te limitu, nebo ukaºte ºe limita neexistuje. Pro °ady vyset°ete jejich absolutní
konvergenci.

a) lim
n→∞

(
n+ 1

n− 1

) 1−
√
n

1−n
b) lim

x→∞

log(e2x + x3)

log(ex + x4)
c)
∑∞

n=1
1√
n
log n

n+1

d) lim
n→∞

n(
n
√
2− 1) e) lim

x→∞

x
√
1 + x2 + 3x + xx

2x
f)
∑∞

n=1(
√
n+ 2−

√
n) arctg 1√

n+n

10. Spo£t¥te limitu, nebo ukaºte ºe limita neexistuje (jedná se o p°íklady ze zkou²kových písemek na
FSV):

a) lim
x→0

(
(1 + cosx)x + 1

2

) 1
x

b) lim
x→∞

log(1 + x3 + 3x + xx)

log(1 + x3 + 3x) log(1 + x3)
c) lim

x→−π
2

tg x · log(sin2 x)√
1 + sinx

d) lim
n→∞

n
√
nn + nn+1 + . . .+ n2n

(
1− cos 3

n

)
e) lim

x→0

√
1 + cosx · log(cosx)−

√
1 + log(cosx)

3
√
tg x− 3

√
sinx

·
3
√
x

sin2 x

f) lim
n→∞

√
n3 + sinn−

√
n3 + 3n

4
√
n2 + n− 4

√
n2 + arctg n

g) lim
x→π

4

(
tg x+ cotg x

2

)tg2 2x

11. Spo£t¥te následující limity posloupností, nebo ukaºte ºe limita neexistuje (jedná se o p°íklady ze
zkou²kových písemek na MFF):

a) lim
n→∞

(1 + 1
n)

120 − (1 + 2
n)

80

(1− 1
n)

100 + (1 + 3
n)

100 − 2
b) lim

n→∞

log(n2 + n+ 1)− log(n2 + n)√
n4 + 2−

√
n4 + 1

12. Vy²et°ete konvergenci a absolutní konvergenci následujících °ad (jedná se o p°íklady ze zkou²kových
písemek na MFF):

a)
∑∞

n=1 arcsin(
√
n2 + 3−

√
n2 − 1)

√
sin( 1n) b)

∑∞
n=1 arctg(

1
n −

1√
n2+1

)
3√n+1− 3√n
(sin( 1

n
))

10
3

c)
∑∞

n=2
1

logn arctg((−1)
n 1√

n
) d)

∑∞
n=1

arccotg(2n)
3√n+4

e)
∑∞

n=1 cos(πn) arccos(log(e−
1
n)) (zde AK nevy²et°ujte)

13. Spo£t¥te limitu, nebo ukaºte ºe limita neexistuje (jedná se o p°íklady ze zkou²kových písemek na
MFF):

a) lim
x→0+

log(1 + x3 + 3x + xx)

log(1 + x3 + 3x) log(1 + x3)
b) lim

x→0

(
1x + 2x + 3x

3

)1/x

c) lim
x→0+

arccos(e−x)√
x

d) lim
x→0

esin 2x − earcsinx

tg x



VII. SPOJITOSTI A DERIVACE

1. Zjist¥te, ve kterých bodech de�ni£ního oboru je funkce spojitá (pokud není v n¥jakém bod¥ spojitá,
ur£ete jestli je spojitá zleva a zprava).

a) max{2x, x2} b) [x] · log x c) f(x) =


(sinx)cosx x ∈ (0, π),

0 x = 0,

1 x = π.

2. Najd¥te A ∈ R, aby pro kaºdé x ∈ (0,∞) platil vztah(
log(cos2 x+

√
1 + cos4 x) + arctg x+ arcsin

(
1√

1 + x2

))′
= A

sin 2x√
1 + cos4 x

.

3. Spo£t¥te derivaci (resp. jednostranné derivace) následujících funkcí ve v²ech bodech, kde existuje.

a) arccos(1−x
2

1+x2
) b) x2 exp(−|x− 1|) c)

√
1− e−x2 d) x arcsin

√
x
x+1 + arctg

√
x−
√
x e) log arccosx

f) f(x) =

{
(sinx)cosx x ∈ (0, π),

0 x = 0.

4. Vy²et°ete spojitost a najd¥te derivaci funkce f(x) =

Ze zkou²kových písemek na FSV: a) max{5x− 4, x2} b) [x] · 3
√
x2 − 9 c) | cos 2x| · (tg x− 1)

Ze zkou²kových písemek na MFF: d) f(x) =

{
x2(sin 1

x + cos 1
x) x 6= 0,

0 x = 0.

e) cosx · [sinx] f) (e+ |x|)x

VIII. APLIKACE DERIVACÍ
1. Spo£t¥te limity (m·ºete pouºívat l'Hospitalovo pravidlo)

a) lim
x→0

tg x− x
x− sinx

b) lim
x→0

3 tg 4x− 12 tg x

3 sin 4x− 12 sinx
c) lim

x→0

x cotg x− 1

x2
d) lim

x→π
4

3
√
tg x− 1

2 sin2 x− 1

e) lim
x→0

(1 + x)1/x − e
x

f) lim
x→1

xx − x
lnx− x+ 1

g) lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
h) lim

x→0

(
arcsinx

x

)1/x2

i) lim
x→a

ax − xa

x− a
, a > 0

2. Nalezn¥te globální extrémy funkce f(x) = x3 − 3x+ 2, x ∈ [−3, 2]
3. Nalezn¥te extrémy (lokální i globální) funkcí
a) f(x) = x2−3x+2

x2+2x+1
, x ∈ R \ {−1} b) g(x) = |x|e−|x−1|, x ∈ R

4. Dokaºte následující nerovnosti: a) ∀x > 0 : x− x3

6 < sinx < x b) ∀x > 0 : xe ≤ ex
5. Dokaºte, ºe arctg x = arcsin x√

1+x2

6. Vy²et°ete pr·b¥h funkce f(x) =

Ze zkou²kových písemek na FSV: a)
(
3x+2|x| − 9

)2
b) arctg x2

x2−6 c) (x+ log 2) · 2−
5
x

Ze zkou²kových písemek na MFF: d) x3√
|x4−1|

e) |(1− x2)e−x|


