CVICENI 1

( ) = 1_E:2xx2 na R; b) fn(x) = 1_335‘%2 na [1720); C) fn('r) =n- (\/ x + 1/” - \/'E) na (0,00);
) fale) = Va3 na [0,00);  €) fu(a) = SEEr na [0,2] ana [2,00); 1) fu(@) = na(l —2)" na [0,1];
g) fn(@) =exp (n(|lz — 1| = 2)) na (0,1] ana [1,3); h) fo(z) =sin(£) na [-100,100] a na R;

2. Necht f, : [0,1] > R a f:[0,1] — R jsou spojité funkce. Rozhodné&te o pravdivosti nasledujicich tvrzeni
(tj. podejte dukaz Ze tvrzeni ne/plati).

(Pfipomenme, Ze funkce g : [0,1] — R je 1-Lipschitzovska, pokud pro kazdé z,y € [0,1] plati |g(z) — g(y)| < |z — y|.)
a) Pokud funkce f,, jsou 1-Lipschitzovské a f,(x) — f(x) pro x € [0, 1], pak funkce f je 1-Lipschitzovska.

b) Pokud funkce f,, jsou 1-Lipschitzovské a f,(z) — f(x) pro z € [0, 1], pak f,, = f na [0, 1].

c) Plati, ze f, = f na [0, 1], pravé kdyz f,, = f na (a,b) pro kazdé 0 < a < b < 1.

Dalsi uzite¢né zdroje prikladi:

- Ilja éerny: Inteligentni kalkulus. Online zde:
http://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html

- Regené priklady od Ondieje Bouchaly. Online zde: (viz. cvi¢eni k Matematické analyze 3):
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"bouchala/Vyuka/

- Priklady od Kristyny Kuncové z minulého semestru. Online zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/historie20.php



CVICENI 2

1. VysSetiete bodovou, stejnomérnou a lokdlné stejnomérnou konvergenci nasledujicich posloupnosti

funkci

a) fo(z) = e D na (0,1); b) fulz) = Tz Ba (0,00); ¢ fu(z) = log% na (0, 00);
d) fa(@) = (1+2)" na [0,00);  €) folz) = 5% na R; ) fu(x) = 2" ="/ na (—1,1);

n24x2

g) fo(z) = nalog(l+ L) na (0,00); h) fu(z) =nsinZ naR;

2. Necht jsou dany funkce f, : [0,1] - R a f:[0,1] - R. Rozhodné&te o pravdivosti nasledujicich tvrzeni
(tj. podejte ditkkaz Ze tvrzeni ne/plati).

a) fn = f na [0, 1], pravé kdyz existuje mnozina E C [0, 1] miry nula spliwjici ze f,, = f na [0,1] \ E;

b) Pokud jsou funkce f,, a f spojité, pak f, = f na [0, 1], pravé kdyz fol |fn(t) — f(t)|dt — 0;

c¢) Pokud jsou funkce f, a f spojité, pak f, = f na [0, 1], pravé kdyz existuje mnoZina E C [0, 1] miry nula splijici
ze fn = fna[0,1]\ E;

3. Necht jsou dany 1-Lipschitzovské funkce f, : [0,1] — [0,1]. DokaZte, Ze existuje podposloupnost f,, a
spojita funkce f :[0,1] — R spliujici, Ze f,, = f na [0, 1].

(Hint: pomoci diagonalniho argumentu nejprve naleznéte podposloupnost f,, spliujici, ze pro kazdé racionalni ¢islo
q € [0, 1] existuje limita limy f,, (¢))



CVICENI 3

1. Odpovézte na otazky: Pro jaké x Ffada konverguje? Na jakém intervale konverguje rada stejnomérné
nebo lokilné stejnomérné? Na jakém intervale je soucet rady spojita funkce?

00 n oo nx oo 72 0 00 n
a) g b) DTt ©) Do log(l+5); d) Do00 exp(—(n+2?%)); e) 0% (—2? + 6z — 8)";
00 —n2z2 00 z2sin? x o0 . %) T
f) Zn:l xze 7 g) Zn:l log(l + 22 )7 h) Zn:l 1+771J21-2; 1) En:l 1+n2$2;

2. Uvazujte funkci f(z) := > 7 (3/4)"g(4"z), kde g(z) je 2-periodické rozsifeni funkce |z| (tj. g(z +2) =
g(z)). Dokazte, Ze f je spojita funkce, ktera nema v Zadném bodé vlastni derivaci.
Hint: Dukaz spojitosti je standardni. Pro dikaz neexistence derivace v bodé x ukazte, ze pro kazdé k € N existuje
o € {iﬁ} takové, ze

n>k

k=n (1)
o n<k.

lg(4"x 4+ 4"0y) — g(4™x)|

0
1
2
4m

IN

Pouzijte pak pro kazdé k € N odhad

ULERARY IR ik (3 ) o)) 5 (3 lote ) - gta)

n=1

f(z+dp)—f(z)

Ok

a s pomoci (1) odvodte, zZe ‘ — 00 a tedy f nemé derivaci v bod€ x.



CVICENT 4

1. Dokazte, Ze funkce f dané pfedpisem

i R sin(l+ ) cR
7’ x
=t vn

je spojita na R a vyjadiete f/(0) jako soucet fady.
2. Dokazte, Ze pro funkci f danou predpisem

o

,_ |z| B
f(x).—;w, ze[-1,1]

plati f € C([-1,1]). Spoctéte f'(3) a f'(0).
3. Dokaite, 7e pro funkci f(x) := 3% L 2 € (1,00) plati f € C®((1, 00)).

n=1 n=>?

4. Dokazte, ze pro funkci f danou predpisem

o0

Z -log( 2“”"’2—1—3) z € (0,00)

plati f € C((0,00)). Ukazte, ze tato funkce ma vlastni derivaci na intervalu [1,00) a Ze sup,>; | f'(z)| < oc.

5. Necht funkce f je ddna predpisem

f(z):= i <cos (2”3_17r)>n.

n=1

Naleznéte definiéni obor f (tj. ta @ pro ktera je fada konvergentni). Dale dokazte, Ze funkce f je na intervalu (3
spojitd, mé na tomto intervalu vlastni derivaci a najdéte maximum funkce f na intervalu [1, i]

6. At g : [0,1] — R. Rozhodnéte, jaké implikace plati mezi nasledujicimi tvrzenimi.
e Funkce g je spojita skoro viude a |g(z)| < 1 pro kazdé = € [0, 1].

e Rada 3

-2 1(g(x))™ je stejnomeérné konvergentni na [0, 1].

e Funkce g je spojita a |g(x)| < 1 pro kazdé z € [0, 1].

7. Necht je dana posloupnost funkei (f,,)22, predpisem

1 |z+ % —|z— 2%
fn(x):—Q-’ ”12‘ | "12’, r€R,neN.
n® |z + |+l —

Dokazte, ze funkce f(xz) = > "7 fu(x) je spojita v bodé 3 a Ze je klesajici na intervalu (2, 00).

27

2)



CVICENI 5

1. Ukazte, Ze funkce f dana predpisem

je spojita na (—1, 00).

2. Vysetfete, zda je fada

> cos(nz)
Z arctan(nx)
n=1 n

stejnomérné a lokalné stejnomérné konvergentni na (0, 27).

3. Vysetiete, zda je fada

o0

Z(—l)” arcsin(x")

n=1

x
14+ n2x2?

stejnomérné a lokalné stejnomérné konvergentni na (0, 1).

Zadani zapocdtové pisemky, varianta A:

1. Pro n € N uvazujme funkce
fu(z) = % arctg (% +2), zeR

e Plati, Ze posloupnost funkci f, je stejnomérné konvergentni na R?
e Dokaizte, ze funkce f(z) = > 07 fu(2) je spojita na R.

2. Pro n € N uvazujme funkce
| sin x|

fn(x):nlog( +1), reR

e Naleznéte funkci f spliujici f, — f.

e Plati, Ze posloupnost funkci f, je stejnomérné konvergentni na R?
2
(Hint: muZzete bez dikazu pouZit nerovnost |log(1+y) —y| < %, y > 0)

3. Necht f, : [0,1] > R, n € Na f:[0,1] — R jsou spojité funkce a f, — f na [0,1]. Rozhodné&te, jaké implikace
plati mezi nésledujicimi tvrzenimi a své tvrzeni dokazte.

o L= 1.
° f2n712+f2n j f

Zadani zapoctové pisemky, varianta B:

1. stejné jako ve varianté A, jen s funkcemi f,(z) = (;Jlr)ln arctg (% + 3).

2. stejné jako ve varianté A, jen s funkcemi f,(z) = nlog ('COTM' + 1).

3. Necht f, : [0,1] - R, n € Na f:[0,1] — R jsou spojité funkce a f, — f na [0,1]. Rozhodnéte, jaké implikace
plati mezi nésledujicimi tvrzenimi a své tvrzeni dokazte.

e a2 [

e Existuje podposloupnost (fy,) spliwjici f,, = f.



CVICENI 6

1. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad. Urcete oblasti absolutni konvergence,

neabsolutni konvergence a divergence.
7

a) Yol wge” b) Yoty Zet (a> 1) o) oot T @ )n ) ope, BHEE

n=1 n+ n=1  n2 n=1 n n=1 n

Q) 30, EHCEAn gy e (R T s o)y o2 La (a > 0)

n=1 n2 n=1 n n=1 qn+b"

n
)y, E;?;, 2" (Hint: na kruhu konvergence pouzijte Stirlingtiv vzorec: lim,,_, ﬁ (%) n! =+/27)

2. Najdéte mocninnou radu, ktera

(a) Diverguje pro x = 0.

(b) Konverguje pro x = 5, ale nikde jinde.

(c) Ma stied konvergence v 0, polomér konvergence roven 2 a konverguje pro 2, ale diverguje pro —2.

3. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad. Uréete oblasti absolutni konvergence,
neabsolutni konvergence a divergence.

a) Yoo (1+ %)nQ?ﬁn b) >y (% + 377;) z" (a,b>0) ¢y, 2%5“”

d) >, ’;—T:x" (Hint: na kruhu konvergence pouzijte Stirlingtv vzorec)

2

Dalsi uzite¢né zdroje prikladis:

- Priklady pfipravoené k Matematické analyze 2 z let 2012/13 a 2016/2017. Online zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ cuth/examples.html

- Priklady od Kristyny Kuncové z minulého semestru. Online zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/historie20.php



CVICENI 7

1. Vyjadrete nasledujici funkce jako mocninnou fadu o stiedu O:

a) e_xz b) (1 + x) log(l + $) C) ﬁ d) arctgx e) arctg (%;ii)

2. Seététe rady vSude na intervalu konvergence:

a) >, x4:1+5 b) 3ol na e ooty ntat d) 302 (1)t e) 3007 (n — 1)(n + 3)a?"

3. Rekneme, Ze realna funkce f je vyjddiitelnd na okoli nuly jako mocninnd ¥ada (zkracens “je (MR)”),
pokud existuje § > 0 a posloupnost (a,) € RY spliujici, Ze f(z) = > 0o an2", z € (—6,0). Urdete, jaké
implikace plati mezi nasledujicimi tvrzenimi o realné funkci f definované na okoli nuly a své tvrzeni
dokazte.

(
(

a) fje (MR).

)

b) fje (MR) a existuje k € NU {0} spliwjici f*)(0) # 0.

(c) Existuje k € NU {0} a g ktera je (MR) a g(0) # 0 tak, Ze na n&jakém otevieném okoli nuly plati f(z) = z¥g(z).
)

(d) f méa na okoli nuly spojité derivace vSech fadu (tj. f € C°°((—4,0)) pro néjaké § > 0).

2n

4. Sectéte rady vSude na intervalu konvergence: a) Y oy % b) >, (’i:;!

5. Vyjadrete nasledujici funkci jako mocninnou fadu o stfedu 0: a) le



CVICENI 8

0

1. Rozviiite funkce f(z) = =, g(z) = ﬁ v mocninné fady se stfedem v bodé& zy = —1 a stanovte
polomér konvergence téchto fad.

2. Rozvinte funkci exp(z) v mocninnou fadu se stfedem v bodé& zy = 1 a stanovte polomér konvergence
této rady.

3. Sectéte rady vSude na intervalu konvergence:

n 2n

[e%e] x [e%e] n z2n e} n— x
) Yot a D) Toto(—D)" et ©) Tl (D" e

4. Rozvinte funkce f(x) = :{;173’ g(z) = %5 v mocninné fady se stfedem v bodech zp =0 a zp =1 a

stanovte polomér konvergence téchto rad.

5. Rozvinte funkce f(z) = exp(x), g(z) = zexp(z) v mocninné Fady se stfedem v bodé zy = —17 a stanovte
polomeér konvergence téchto rad.

6. Urcete, zda maji nasledujici funkce f kone¢nou variaci na [0, 1]

T 2?sinl 2
) f(a) = VE mﬂmz{;migﬂcg @ﬂ@={0 ;e
— z€]0,1)

1

v b4 ~ 27 w .
7. Se¢téte Ffadu > 7, o nl, 2" v8ude na intervalu konvergence



CVICENI 9

1. Sectéte rady:

DD IRREE R YD SRS D DD DR O D DR CE D B e
g) Yoo, G o (s ) o, G

2. Seététe rady vSude na intervalu konvergence:

2 —
a) Yoply Gra™t? o b) O (F1) g e o) Sty (— 1) e

Vysledky:

1. a)—log2 b)2 ¢)F—-1 d)8 e) 3 f)2arctg(l/2)—1 g T—1 h)—2log(3)-2 i)_4\1@

2. a)e®(zt+23), 2 €R b) —x+arctanz —zlog(l+22), 2z € [-1,1] ¢)(1—2)e®—1+2z,2€R



CVICENI 10

1. Urcete, jaké implikace plati mezi nasledujicimi tvrzenimi o funkci f:[0,1] — R.

a) f ma kone¢nou variaci na [0, 1],

(
(b) |f| méa kone¢nou variaci na [0, 1],
(

c) f je omezenA.

2. Urcete, které z nasledujicich funkci f : [0,1] — R maji koneénou variaci, které jsou absolutné spojité
a které jsou Lipchitzovké.

a) f(x) =z D) flz)=2" ¢ fla)=Va d)f(fﬂ):{

1 z€[0,] {xsinl z € (0,1]
e) f(z) = !
0 =0

3. Urcete, jaké implikace plati mezi nasledujicimi tvrzenimi o funkci f: [0,1] — R.

(a) f je absolutné spojita na [0, 1],

(b) |f] je absolutné spojita na [0, 1],

(c) f ma omezenou derivaci na [0, 1].

4. Rozlozte ve Fourierovy fady periodické prodlouzeni nasledujicich funkci

a) f(z) ==z, x€[-mm b)flx)=2% =x€l0,2n) c)f(x):{

0 ze[-5,0]

3 ze(0,5) d) f(z) = |z, z€[-2,2

5. Ukazte, ze

1.

2.

3.

BV (]0,1]) je vektorovy podprostor prostoru £ ([0,1]) = {f : [0,1] — R: f je omezena},
predpis || fllBv = || flloc + V(f) definuje normu na BV ([0, 1]),

Je-li p metrika na BV ([0, 1]) generovana normou || - || gy, pak (BV([0,1]), p) je tplny metricky prostor.
Hint: mizete pouZit, Ze ({xo([0,1)), || - ||oo) je Uplny

6. Ukazte, Ze

1.

2.

AC(]0,1]) je vektorovy podprostor prostoru BV ([0, 1]),
predpis [1f]lac = | flle + )1, defimuje normu na AC([0, 1]),

je-1i p metrika na AC([0, 1]) generovana normou || - || ac, pak (AC(]0,1]), p) je Gplny metricky prostor,
Hint: pouZijte tplnost prostoru L1, Newton-Leibnitzovu formuli pro absolutné spojité funkce a zdménu limity a
integrdlu

- pro f € AC([0,1]) plati || fllac = /] zv-

Hint: je treba ukdzat, Ze V(f) = ||f'llL,. Pro dikaz nerovnosti < pouZijte definici variace a Newton-Leibnitzovu
formuli pro absolutné spojité funkce. Pro dikaz nerovnosti > postupujte takto: Necht F(t) = V(f;0,t) je variace
f na [0,t]. Pak F je neklesagici, |f(s) — f(t)] < F(s) — F(t) pro0 <t < s < 1. Tedy |f'| < F' skoro vSude na
[0,1]. Odtud odvodte, e || f'||L, < F(1) — F(0) =V (f).



CVICENI 11

1. Rozlozte ve Fourierovy rfady 27n-periodické prodlouzeni nasledujicich funkci, rozhodnéte zda piislusna
fada konverguje bodové/lokalné stejnomérné/stejnomérné na R a urcete jeji soucet. Nakonec pak urcete
soucet zadané ciselné rady.

a) fla)=m2 =22 w e (—m 7l 00, E b) fa) =€, w e (-

: mls Xol S
1 x€(0,m)
. . oo (=1)"*lsinn _ . oo sin(2n—1)
C) f(.%') - SID(?)ZL‘) +4dx, z € (—7T,7T], Zn:l T d) f(l') =190 ze€ (7’(’7271') ) Zn:l 2n—1
 ze{0,m2r}
0 S [—71', —%} @] [%,7‘(’] 00 cos” &= 1 o (=171
= ) = f =1 y TETL TS 2 p=1 on—1
o) 1(2) {Cosm) e T e D @) = s, a € (ol S G

2. Které koeficienty Fourierovy fady funkce f € Py, jsou nulové, jestlize plati
(a) f(z+m)=—Ff(z)

(b) flz+m) = f(z)

(c) f(=2) = f(z)a f(z+7) =—f(x)



CVICENI 12

1. Rozvinte nasledujici funkce do sinové/kosinové Fourierovy fady. Naleznéte intervaly, kde fada kon-
verguje (bodové/stejnomérné/lokalné stejnomérné) a urcete jeji soucet. Urcete pak soucet Eiselnych
rad, pokud je v zadani ¢iselna rada uvedena.

a) sgn(sin(3z)) na [0, ) do cosinové fady. Urcete soucet > ;- m

b) cos(ax) pro a > 0 na [0, 7) do sinové fady

-2 2
sin®(na) oo cos®(na)
ay. . .

¢) X[~a,a] P10 a € (0,7) na [0,7) do cosinové fady. Uréete soucty 02 | >3 —

o v o v 2 ~ 2
(muZzete bez dikazu pouZit, ze Y o, k% =%)

2. S pomoci Parsevalovy rovnosti odvod’te z rozvoje 22 do Fourierovy ¥ady na [, 7|, éemu je roven
soucet fady ) 7, %

3. Seététe > °, ¢"sin(nz) pro g € (—1,1). Je tato Ffada Fourierovou Fadou svého souétu?

(Hint: pouzijte komplexni &isla, tj. sin(nz) = Im(e*))
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Zadani zapodtové pisemky, varianta A:

1. Sectéte radu
o0

L2
(=1) (3n +6)3n

n=1

r X 1
fla) = {3 e

0 xze€ (7]

2. Uvazujme funkci

Rozvinte ji v sinovou Fourierovu fadu, tj.naleznéte koeficienty bg, k € N takové, ze plati
o
fl@) = bpsin(kz), =€ (0,m)\ {5}
k=1

(nejprve naleznéte prislusné koeficienty a pak s pomoci vét z prednasky dokazte, Ze spliwji zadanou rovnost)
Zadani zapoctové pisemky, varianta B:

1. Sectéte fadu

o N 3
2.(=1) (2n + 4)4n

n=1

1
fla) = {x r €0, 5]

0 ze(i,n]

2. Uvazujme funkci

Rozvinte ji v cosinovou Fourierovu fadu, tj. naleznéte koeficienty ay, k € NU {0} takové, ze plati

fla) = % +3 ajcos(kz), @€ (0,m)\ {}.
k=1

(nejprve naleznéte prislusné koeficienty a pak s pomoci vét z prednasky dokazte, Ze spliwji zddanou rovnost)



CVICENI 14

1. Je Cantorovo diskontiunuum souvisla mnozina?

2. Necht A, B C R? jsou souvislé mnoziny. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni.

(a) AN B je souvisla mnozina.

(b) Pokud je AN B # (), pak AU B je souvisla mnozina.

(c) A\ B je souvisla mnozina.

(d) Pokud jsou A a B kiivkove souvislé a AN B # (), pak AU B je kiivkové souvisl4 mnoZina.

3. Dokazte, Ze kazda konvexni mnozina v R” je kfivkové souvisla.

4. Sestrojte dvé& disjunktni souvislé mnoziny A a B v [0, 1] takové, Ze {(0,0),(1,1)} € A a {(1,0),(0,1)} C B.
(staci obrazek)

5. Existuje spocetny metricky prostor s alespon dvéma body, ktery je souvisly?
6. Je mnozina {(0,0)} U{(tsin},tcos1): ¢t € (0,1]} C R? k¥ivkové souvisla?

7. Necht (M, d) je metricky prostor. Uvazujme nésledujici podminku
Ve > O,y € M Jxg,...,2n: x0=2, Tp =y ad(z;,zit1) <eproi=0,...,n— 1. (2)

Dokazte, ze pokud je M souvisly, pak splije (2) a ze opacna implikace neplati. Dale ukazte, ze pokud je M kompaktni,
pak je souvisly, pravé kdyz plati (2). Jaké implikace (mezi souvislosti a podminkou (2)) plati, pokud je M tplny
metricky prostor?

8. Dokazte, ze pokud (M,d) je souvisly metricky prostor a f: M — R lokalné& konstantni (tj. pro kazdé
x € M existuje ¢ >0 Ze f je konstantni na B(z,¢)), pak f je konstantni.



