1. Komplexni funkce

1.1. Komplexni ¢isla, elementarni funkce

Definice. MnoZinou komplexnich ¢isel rozumime mnozinu R? s nasledujicimi operacemi:
e s¢itani a nasobeni realnym ¢&islem (definovanymi stejné jako v R?)
e nasobeni definované vzorcem

(z,y) - (a,b) := (za — by, ab + ya), (z,y),(a,b) e R

MnoZinu komplexnich &isel znac¢ime C, prvek (z,y) € C zapisujeme také jako x + iy, pokud x = 0
(resp. y = 0) pak pouzivame znaceni (0,y) = iy (resp. (x,0) = x). Mame tedy i> = —1 a &islo 4
nazyvame imagindrni jednotkou.

Poznamka. Mnozinu R pfirozené ztotoznujeme s podmnozinou C pomoci zobrazeni R 3 =z —

(x,0) e C.
Definice. Necht z = (z,y) = = + iy € C. Pak definujeme
e Rez =z (redlnd ddst cisla z),
e Imz =y (komplexni ddst ¢isla z),
e |z| = v/22 + 42 (absolutni hodnota cisla z),
o z =1z — iy (komplexné sdruzené ¢islo k éislu z).

Tvrzeni 1.1 (Zakladni vlastnosti komplexnich ¢isel). Pro kazdé z,w € C plati:

(i) z+w=Z+wW, zZ-w=2-w,
(it) |2]* = 2-Z, |2+ w| = |z] - |w], |2] = [2],
(iii) |Rez| < |z], [Imz| < 2], 1 = % (pokud z # 0)

Definice. Funkci exp : C — C definujeme predpisem

—~

exp(z + 1y) :=

(:my) = (Oa O)

exp(zz)—;xp(—zz)7 2eC.
exp(lz)-&-zexp(—lz)’ 2eC.

{exp@c)(cos(y) +isin(y)) (z,y) # (0,0),

Funkci sin : C — C definujeme pfedpisem sin(z) :=

Funkci cos : C — C definujeme predpisem cos(z) :=

Poznamka. Pokud ztotoZnujeme R s podmnozinou C, pak exp |r, sin|g a cos|g jsou shodné s
readlnymi funkcemi exp, sin a cos, které jsme definovali v ramci prfedmétu Kalkulus 1.

Tvrzeni 1.2 (Zakladni vlastnosti elementarnich funkei). A¢ z,w € C. Plati:

(i) exp(z + w) = exp(z) exp(w);

(ii) exp(z) = exp(2), | exp(z)| = exp(Re 2), exp(—2) = =/
(#ii) exp(z) = exp(w) prdve kdyz z — w je celodiselny ndsobek 2mi;
(iv) exp(C) = C\{0};

(v) sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w), cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w);

(vi) cos(z + m) = —cos(z), sin(z + 7) = —sin(z);

(vii) sin? z + cos? z = 1, sin(z) = sin(Z), cos(z) = cos(%);



(viii) Funkce sin je lichd, funkce cos je sudd, funkce sin a cos jsou 27-periodické;
(iz) sin(z) = 0 prdvé kdyz z je celociselny ndsobek w, cos(z) = 0 prdvé kdyz z € {n/2+kn : ke Z};
(z) sin(C) = C = cos(C).
Definice. Pro z € C\{0} definujeme argument ¢isla z jako
Arg(z) :={t e R; z = |z|(cost + isint)}.

a logaritmus ¢isla z jako
Log(z) := {w € C; exp(w) = z}.

Hlavni hodnotou argumentu ¢isla z je jediné realné ¢islo t € Arg(z), pro které plati t € (—m,7].
Hlavni hodnotu argumentu &sla z zna¢ime arg(z). Hlavni hodnotou logaritmu ¢isla z je jediné ¢islo
w € Log(z), pro které plati Imw € (—m, «w]. Hlavni hodnotu logaritmu ¢isla z zna¢ime log(z).

Poznamka. Pokud ztotoznujeme R s podmnozinou C, pak log |(g,.) je shodné s redlnou funkef log,
kterou jsme definovali v ramci predmétu Kalkulus 1.

Tvrzeni 1.3 (Zakladni vlastnosti argumentu a logaritmu). At z,w € C\{0}. Plati:
(i) Arg(z) = {arg(z) + 2km; k€ Z} = {Imy; y € Log(2)};
(i) Log(z) = {log(z) + 2kmi; k € Z} = {log(|z]) + it; t € Arg(2)};
(i) Tog(2) = log(|2]) + i are(2):
arcsin (Imz) pokud Rez > 0,
(iv) arg(z) = arccos( Ez) pokud Im z > 0,
— arccos ( CZ) ., pokud Imz < 0;

;U

(v) pokud z € C\(—o0,0], pak arg(z) = —arg(z) a log(z) = log(z);
(vi) log(zw) = log(z) + log(w) (mod 27i), log(z/w) = log(z) — log(w) (mod 27i);
(vii) exp(logz) = z, log(exp(z)) = z (mod 27i).

Definice. Pro z € C\{0} a a € C definujeme a-tou mocninu ¢isla z jako M,(z) := {exp(aw); w €
Log(2)}. Hlavni hodnotou a-té mocniny éisla z rozumime 2% := exp(alog(z)).

Tvrzeni 1.4 (Zakladni vlastnosti obecné mocniny). At z € C\{0}. Pak:

(i) Je-li n € Z, pak obsahuje mnoZina M, (z) prdvé jeden prvek, a to prvek z™, kde

=1, 2=z z pron>0; 2"=-L
N— z

n—krdat

(i) Pro n € Z\{0} je w € My, (z) prave tehdy, kdyz w" = z. Pokud je n > 1, pak

My(2) = {«"’/|z|(cos(mg(227f2m) +isin( BTN g p 1}.

1.2. Derivace komplexnich funkci

Definice. Necht n,me N, AcR*, ae Aa f: A— R™ je funkce.

(i) Rekneme, ze f md v bod¢ a limitu b vzhledem k mmnoZiné A, jestlize
Ve > 030 >0 Ve e A\{a}: p(z,a) <= p(f(z),b) <e.
Limitu f v a vzhledem k A zna¢ime lim,_,, zea f(x), piipadné lim,_,, f(z) (je-li A =R").

(ii) Rekneme, Ze f je spojitd v bod¢ a, pokud lim,_,q f(x) = f(a).



Poznamka. Pro z1,20 € C mame p(21,22) = |21 — 22| (tj. Euklidovska vzdalenost zdédéna z R>
odpovida absolutni hodnoté v C).

Pokud budeme hovofit o oteviené kouli, oteviené/uzaviené mnozing, vnittku mnoziny & o kon-
vergenci v C, mame na mysli odpovidajici pojmy z R2. Analogicky také rozumime limité a spojitosti
zobrazeni z R do C, z C do R, az C do C.

Tvrzeni 1.5 (Spojitost elementarnich funkei). Funkce z — |z|, z — Rez, z = Imz, z — Z, exp,
sin a cos jsou spojité. Funkce arg a log jsou spojité na C\(—o0,0].
Definice. (i) Komplexni funkci redlné proménné rozumime zobrazeni f : M — C, kde M c R.
(ii) Pokud f je komplexni funkce redlné proménné a = € R, pak derivaci funkce f v bodé x
rozumime ¢&islo

o) it 1) =S @)

y—zr Y —

pokud tato limita existuje (v C).

(iii) Funkce F : (a,b) — C je primitivni funkce k f na (a,b), pokud F'(z) = f(x) pro vSechna
x € (a,b).

(iv) Pokud f je komplexni funkce realné proménné, pak integrdl (Riemanniv, Newtoniv, Lebesgu-
etiv) z funkce f od a do b definujeme jako ¢islo

Lbf(m)dx = LbRef—l—iJ,abImf,

pokud oba integraly na pravé strané konverguji.

Fakt 1.6. Je-li (a,b) c R a f : (a,b) — C funkce takovd, Ze Sz |Re f(z)|dz < w0 a SZ |Tm f(z)|dz <
0, pak

fﬂmmsfmmm.

Tvrzeni 1.7 (Zakladni vlastnosti komplexnich funkei realné proménné). At f je komplezni funkce
redlné proménné, a € R a z € C. Pak plati

(i) lim,_, .+ f(x) = z, prdvé kdyz
lim Re f(z) =Reza lim Im f(z) =Imz.

rz—a™t rz—at

Podobné pro limity zleva a oboustranné.

(ii) [ je spojitd (zleva, zprava) v bodé a, prdvé kdyZ obé funkce Re f a Im f jsou spojité (zleva,
zprava) v bodé a.

(ii5) f'(x) existuje, pravé kdyz existuji vlastni derivace (Re f)'(z) a (Im f)'(x). Pak f'(x) = (Re f)'(z)+
i(Im f)' ().

(iv) Funkce F : (a,b) — C je primitivni funkce k f na (a,b), prdvé kdyz Re F' je primitioni funkce
kRe f na (a,b) a Im F je primitivnd funkce k Im f na (a,b)

Definice. (i) Komplexni funkci komplezni proménné rozumime zobrazeni f : M — C, kde M c

C.

(ii) Pokud f je komplexni funkce komplexni proménné a a € C, pak derivaci funkce f v bodé a
rozumime komplexni ¢islo
f'(a) — lim f(Z) B f(a“)

z—a zZ—a

pokud tato limita existuje (v C).

Poznamka. Pro derivaci podle komplexni proménné plati véty o derivaci souc¢tu, sou¢inu, podilu a
slozené funkce ve stejné podobé jako pro derivaci v R. Ma-li f v bodé a € C derivaci podle komplexni
proménné, je v bodé a spojita. Je-li f komplexni funkci komplexni proménné, g komplexni funkce
realné proménné a x € R, pak

(fog)(z) = f(g(x)) g (x),

pokud obé derivace na pravé strané existuji.



Véta 1.8 (Cauchy-Riemannovy podminky). At f je komplexni funkci komplexni promenné. Oznacme
f = (f1, f2) funkci dvou redlngich proménngjch s hodnotami v R? odpovidajici ztotoznéni C a R?, tj.
takovou Ze

f(a+ib):fl(avb)+if2(aab)7 (a7b)6D(f)
Necht z = a + ib, kde a,b e R.

(i) Pokud f'(z) existuje, pak existuji obé parcidlni derivace funkci fi, fo v bodé (a,b) a plati
Cauchy-Riemannovy podminky

oh

oz

(a,b) = a—y(a,b) a (Z—J;l(a,b) = —%(a,b). (1.1)

Navice, f'(z) = Fj;l (a,b) +i%2(a,b).

=
¢ cx

(1) Pokud maji obé funkce fl, fg v bodé (a,b) spojité parcidlni derivace a plati Cauchy-Riemannovy
podminky (1.1), pak f'(2) existuje.

Definice. At M c C. Rekneme, Ze funkce f je holomorfni na mnoziné M, pokud existuje oteviena
mnozina G D M takova, Ze f m4 derivaci (podle komplexni proménné) v kazdém bodé mnoziny G.
Funkce holomorfni na C se nazyva celd funkce.

Tvrzeni 1.9 (Derivace elementarnich funkei). (i) Pokud f(z) =1, z € C pak f'(z) =0, z € C.
(ii) PokudneN a f(z) = 2", 2€ C, pak f'(z) =nz""!, e C.

(11i) Pro z € C plati exp’(z) = exp(z), sin’(z) = cos(z), cos’(z) = —sin(z).

(iv) Pro z € C\(—0,0] platilog'(z) = 1.
(v) Pokud a€ C a f(z) = 2%, z € C\{0}, pak f'(2) = az®"!, 2 € C\(~w0,0].

1.3. Primitivni funkce a kiivkovy integral komplexni funkce

Definice. Kfivkou v C rozumime spojitou funkci ¢ : [a,b] — C, kde a < b jsou reélna &isla. Je-li
¢ : [a,b] = C kiivka, pak

e p(a) je pocdtecni bod kirivky ¢, p(a) je koncovy bod kifivky o;

[¢] := {o(t); t € [a,b]} je obraz kiivky v;

pokud (a) = p(b), fikdme Ze kiivka ¢ je uzaviend;

Pokud A c C je mnozina spliwjici [¢] € A, fekneme Ze @ je kiivka v A.

e opacnou kiivkou k ¢ rozumime kiivku ~¢ : [—b,—a] — C definovanou vzorcem —¢(t) :=
@(_t)a te [_bv _a]'

je-linavic ¥ : [¢,d] — C k¥ivka, pro kterou ¢¥(c) = ¢(b), pak spojenim ¢ a ¢ rozumime k¥ivku
¢+ :]a,b+d—c] - C definovanou vzorcem

(t), t € [a,b]

(o o)) = {¢(t—b+c), te[bb+d—d)

Délkou krivky p rozumime hodnotu
k
L(p) = sup{z lo(xj1) —@(z); neNja=zg <z < ... <z, = b}
j=1

Kiivku ¢g - c5(t) := a + re', t € [0,27], kde a € C a r > 0, nazyvame kladné orientovand kruZnice
o stiedu a a poloméru r. Opacnou kiivku nazyvame zdporné orientovand kruznice.

Kiivku ¢(t) = a + t(b—a), t € [0,1], kde a,b € C, nazyvame orientovand isecka [a,b].

Cestou v C rozumime kiivku ¢ : [a,b] — C, pro kterou existuji body a = pg < p1 < ... <p, =b
takoveé, ze ¢ € CY([pi—1,pi]) (tj. pro kazdé i = 1,...,n derivace funkce ¢ je spojitd funkce na
(pi—1,p:) a mé v krajnich bodech vlastni jednostranné limity).



Poznamka. Pozorny student si miize vzpomenout na pojem kfivky a jeji délky probirany v ramci
pfedmétu Kalkulus 2. Je-li ¢ : [a,b] — C cesta, pak L(p) = SZ |’ (t)] dt.

Definice. Je-li ¢ : [a,b] — C cesta a f : [¢] — C spojita funkce, pak definujeme integrdl funkce f
podél cesty ¢ jako

b
| 1=] fera= | sewma
® @ a
kde integral na pravé strané je Lebesguetv.

Tvrzeni 1.10 (Zakladni vlastnosti kiivkového integralu). A¢ ¢ : [a,b] — C je cesta a f : [¢] = C
je spojitd funkce. Pak

(Z) S—'gof: _Sgpf;
(i) pokud je v : [c,d] — C cesta spliugict ¥(c) = o(b) a f : [¢] v [¢] = C spojitd funkce, pak
Soro F =31+ 8,1
(iii) [{, £] < L(e) - max{|f(2)]s =€ []}.

Definice. Necht G c C je oteviena a f : G — C je funkce. Funkce F' se nazyva primitivni k funkci
f na G, jestlize pro kazdé z € G plati F'(z) = f(2).

Véta 1.11 (Prvni zakladni véta kalkulu v komplexnim p¥ipadé). Necht G < C je oteviend, f :
G — C je funkce a F je primitivnd k funkci f na G. Pak pro kaZdou cestu ¢ : [a,b] = G plati

j f = F(p(b)) — F(p(a)).

Specidlné, je—li p uzaviend cesta, pak Sso f=0.

Definice. Rekneme, 7e neprazdna mnozina &f # A c R" je souvisld, pokud neni sjednocenim
dvou disjunktnich neprazdnych otevienych mnozin. Rekneme, Zze A je oblast, pokud A je oteviena
a souvisla. Analogicky definujeme souvislé podmnoziny a oblasti v C.

Tvrzeni 1.12 (Charakterizace oblasti v C). A G < C je oteviend mnoZina. Pak ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:

(i) G je souvisld;
(ii) pro kaZdé dva body z,w € G existuje spojité zobrazeni ¢ : [0,1] > G, Ze v(0) = z a (1) = w;

(i4i) kazdé dva body v G lze spojit lomenou édrou (tj. pro kazdé dva body z,w € G existuje takovd
konecnd posloupnost bodi z = xg, x1,...,T, = w, Ze pro kaZdéi = 1,...,n leZi usecka spojujici
body x;—1 a x; celd v G).

Daisledek 1.13. Necht G < C je oblast a f : G — C funkce. Je-li F primitivni k funkci f na G,
je kazdd jind primitivni funkce k f na G tvaru F + k, kde k je konstanta. Mda-li f na G nulovou
derivaci, pak je na této mnoziné konstantni.

Vé&ta 1.14 (Druhéa zékladni véta kalkulu v komplexnim piipadé). Necht G < C je oblast a f : G —
C je spojitd funkce. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) [ md v G primitivni funkci;

(ii) kFivkovy integrdl funkce f nezdvisi na cesté v G (tj. kdykoliv ¢ a ¥ jsou cesty s hodnotami v
G se stejngm pocdtecnim a koncovim bodem, pak SSD f= Sw f);

(#ii) pro kaZdou uzavienou cestu ¢ v G je Ssa f=0,
() pro kaZdou uzavienou lomenou édru ¢ v G je Sw f=0.

Navic, pokud f md v G primitivnd funkci, pak primitivni funkci lze popsat ndsledujicim zpiusobem:
zvolme libovolny bod zy € G, pro z € G poloime F(z) := S@ f, kde ¢, je libovolnd kiivka v G s
pocdtecnim bodem zg a koncovym bodem z. Takto definovand funkce F je primitioni funkci k funkci

f naG.



1.4. Cauchyova véta a jeji prvni disledky

Definice. Necht G < C je oteviend mnozina a ¢ : [a,b] = G, ¢1 : [a,b] = G jsou dvé uzaviené
kiivky v G. Rekneme, Ze @y a @1 jsou homotopické jakozto uzaviené kiivky v G, pokud existuje
spojité zobrazeni v : [0,1] X [a,b] — G spliujici naseldujici dvé podminky

* 7(0,2) = @o(t) a v(1,t) = @1(t) pro t € [a, b];

e (s,a) =7(s,b) pro s € [0,1].
Véta 1.15 (Cauchyova véta). Necht G c C je oteviend mnoZina a f : G — C je holomorfni funkce.

Pokud ¢y a @1 jsou dvé uzaviené cesty v G, které jsou homotopické jakozZto uzaviené kiivky v G,
pak
f(z)dz =] [(z)dz
Yo ®1

Véta 1.16 (Cauchytv vzorec pro kruh). Necht [ je holomorfni na uzavieném kruhu o stFedu a € C
a polomeéru r > 0 (tj. na mnoZin€ B(a,r) := {z € C; |z —a| < r}). Pak pro kaZdé z € B(a,r) plati

z) = 1 de
f(2) = - f

211 w—z

Diisledek 1.17 (Vlastnost praméru pro holomorfni funkee). Necht f je holomorfni na B(a,r) (kde
a€C ar>0). Pak plati
1 27

— + dt.
fa)= o [ Flare
Definice. Necht G < C je otevfenid mnoZina. Rekneme7 7e uzavfend kiivka ¢ : [a,b] > G v
G je stazitelnd v G do bodu, pokud existuje takovy bod zy € G, Ze ¢ a zy jsou homotopické
jakoZto uzaviené kiivky v G (kde bod zy chapeme jako uzavienou kiivku definovanou predpisem
[a,b] 3t +— 2p). Pokud je G souvisla a kazda uzaviena kiivka v G je staZitelnd v G do bodu, pak

fikdme, ze G je jednoduse souvisld.

Definice. Mnozina M < C se nazyva hvézdovitd, pokud existuje takové a € M, ze pro kazdé b e M
je usecka spojujici body a, b celd obsazena v M.

Tvrzeni 1.18. Oteviend hvézdovitd mnoZina je jednoduse souvisld.

Vé&ta 1.19 (Cauchyova véta v jednoduse souvislé oblasti). Necht f je holomorfni na jednoduse
souvislé oblasti G < C. Pak pro kaZdou uzavienou cestu ¢ v G je S@ f=0.

1.5. Vyjadreni holomorfni funkce mocninnou fadou a dalsi disledky Cau-
chyovy véty

V C mame analogické definice a vysledky o fadach, posloupnostech a fadach funkci a o mocninnych

rfadach jako v R. V néasledujicim budeme potfebovat zejména tyto.

Definice. Necht E je mnozina, f : E — C je funkce a pro n € N je f, : E — C funkce. Rekneme,
7e posloupnost {f,}% | konverguje stejnomeérné na E k funkei f, pokud

Ve>03keNVee EVn=>2k: |falz)— f(x)]<e.
Zmacgime f, 33 f.

Tvrzeni 1.20. Necht {f,}%_, je posloupnost komplexnich spojitijch integrovatelngjch funkct defino-
vangch na nepmzdnem omezeném mtervalu (a, b) c R, kterd stejnomérné konverguje k funkci f na

(a,b). Pak lim, S fo(z)dz = S f(x

Definice. Necht {a,} je posloupnost komplexnich éisel. Pro m € N polozme
Sm=a1+az+ -+ am.

Cislo s, nazyvame m-tym cdstecngm souctem tady Zf an, priCemz &islo a, je n-tym clenem
fady Y., a,. Soucet nekoneéné fady >, a, Je hmlta posloupnosti {sm} pokud tato limita
existuje. Soucet fady budeme znacit symbolem Z 1 Qn. Rekneme, 7e fada Z 1 G, je konvergentny,
existuje-li jeji soucet. Rekneme, Ze Fada M anje absolutne konvergentni, Jebthze jetada >\ |an|
konvergentni.



Tvrzeni 1.21. Je-li Tfada 27;1 an absolutné konvergentni, pak je © konvergentni.

Fakt 1.22. Pokud je |q| <1, pak ¥,/ _,q" = ﬁ.

Definice. Mocninnou radou o stiedu a € C rozumime fadu
e
Z an(z —a)",
n=0
kde a,, € C pro kazdé ne Nu {0} a z € C.

Véta 1.23 (o poloméru konvergence mocninné fady). Necht Y, an(z — a)" je mocninnd rada.
Pak existuje prdvé jeden nezdporny prvek o € R u {00} takovy, Ze

e pro kazdé z € C, |z — a| < o, je uvedend Fada absolutné konvergentni,
e pro kaZdé z € C, |z — a| > o, je uvedend Fada divergentni.

Prvek o spliiuge
1

o lim SUPp 0 n\/ |an|7

1
o0

kde vyrazem % rozumime o0 a vyrazem - rozumime 0. Prvek o nazgvdme polomérem konvergence

uvedené Tady.

Véta 1.24 (derivace a integrace mocninné fady). Nechl o je polomér konvergence mocninné fady

> o an(z —a)™. Potom polomér konvergence ¥ad ' _ nan(z —a)" ' a ¥ _, (2 — a)" ! je

také roven o. Pro z € C spliujici |z — a| < o oznacme f(z) = 3, an(z — a)™. Potom
(i) funkce f md v kazdém takovém bodé¢ derivaci a plati f'(z) = Y nay,(z —a)" ™ *;
(i) Yo Fas(z — )"t je primitiond funkce k f na B(a, 0).

Specidlné, f md derivace vSech Fddi na B(a,p) a dostdvdme ndsledujici vzorec pro vypocet n-té
derivace funkce f v bodé a: £ (a) = nla,, n > 0.

Dale jiz nasleduji vysledky, které jsou specifické pro C a nemaji svou analogii v R.

Véta 1.25 (Holomorfni funkce je sou¢tem mocninné fady). Necht f je holomorfni funkce na B(a,r),
kde a € C ar > 0. Pak existuji jednoznacné uréend c¢isla a,, n € N u {0} takovd, Ze

f(z) = Z an(z—a)", ze€ B(a,r).
n=0

Pokud je funkce f holomorfni dokonce na B(a,r), pak pro koeficienty této fady plati
fM@) _ 1 f(w)

. 2mi - (w—a)ntt

Ay =

dw, neNu{0}.

Dausledek 1.26. Je-li f holomorfni na mnoziné M < C, je i f' holomorfni na M.

Daisledek 1.27. Je-li G jednoduse souvisld oblast, pak funkce f : G — C md v G primitivni funkci,
prdvé kdyz je holomorfni na G.

Véta 1.28 (Cauchyovy odhady). Necht f je holomorfni na B(a,r) (kde a € C ar > 0). Pak pro
n € N mdme

n n!
/" (a)] < o max{|f(2); |z —al =7}
Véta 1.29 (Liouvilleova véta). Omezend celd funkce je konstantni.

Véta 1.30 (Zakladni véta algebry). KaZdy polynom stupné alespoti 1 s komplexnimi koeficienty mad
alespon jeden koten v C.

Véta 1.31 (Rozklad na kofenové ¢initele). Necht P(z) = an,z™+...+ag je polynom s komplexnimi
koeficienty, pricemzn =1 a a, # 0. Pak existuji komplexni ¢isla z1, .. ., z, takovd, Ze

P(z)=an(z—24)...(z — 22)(z — 21), z€C.



Véta 1.32 (o kofenech holomorfni funkce). Necht f je holomorfni funkce na B(a,r), kde a € C a
r > 0. Predpoklddejme, Ze f(a) =0 a neni konstanini nulovd funkce na B(a,r). Pak eristuje prave
jedno p € N a funkce g holomorfni na B(a,r) spliujici g(a) # 0 a

f(z) =(z—a)?g(z), z€ B(a,r).
Definice. Je-li f, a a p jako ve Vé&té 1.32, pak fekneme ze bod a je p-ndsobny koten funkce f.

Tvrzeni 1.33. Necht f je holomorfni funkce na B(a,r), kde a € C a r > 0. Pak a je p-ndsobny
koien funkce f, pravé kdyz pro kazdé n e {0,...,p— 1} mdme f(a) =0, ale f®)(a) # 0.

Definice. Necht ¢ je uzaviena cesta a a € C\[p]. Pak index bodu a vzhledem ke krivce ¢ je definovan
vzorcem

1 1
indya:= — J’ dz.
©

zZ—a

Definice. Necht M < C. Mnozinu A < M nazveme komponentou mnoziny M, je-li maximalni
souvislou podmnozinou M.

Lemma 1.34. Necht ¢ uzaviend cesta. PoloZme t(a) :=ind, a, a € C\[¢].
e Funkce v nabyjvd jen celociselngch hodnot
o Funkce ¢ je konstantni na kazdé komponenté C\[y].
e Funkce ¢ je rovna nule na neomezené komponenté C\[y].

Poznamka. e Plati Jordanova véta: Je-li ¢ : [a,b] — C uzaviena kiivka takova, Ze ¢ je
prosté na [a,b), pak existuje o € {—1,1} takové, ze komplexni rovina C je rozdélena na obraz
kiivky [¢], vnitini oblast {z € C; ind, 2z = o} a vnéjsi oblast {z € C; ind, z = 0}. Navic,
vnitin{ oblast je omezena oblast, vnéjsi oblast je neomezena oblast. Kone¢né, pokud oteviena
mnoZina U obsahuje [¢] a jeji vnitini oblast, pak ¢ je stazitelna v U do bodu.

e Plati propichovaci véta: Necht ¢ je uzaviena cesta, a,b € C takova, ze b — a > 0, tsecka
spojujici body a, b protina [¢] v jediném bodé& zp, ten je rtuzny od a, b, existuje jediné ¢y, pro
které ¢(tg) = 20, a Im ¢’ (tg) # 0. Pak

ind, a — indy, b = sgnIm ¢’ (to).

Véta 1.35 (Cauchyuv vzorec). Necht G ¢ C je oteviend mnoZina, f : G — C holomorfni funkce
a @ uzaviend cesta v G staZitelnd v G do bodu. Pak

[ fw)

2mi o W—2

f(z)ind, z =

dw, ze G\[p]

Definice. Necht M < C je mnozina a z, € C. Rikime, Ze bod zo je hromadngm bodem mmnoziny
M, pokud pro kazdé r > 0 obsahuje oteviena koule B(zg,r) n&jaky bod mnoziny M rizny od 2.

Véta 1.36 (o jednoznacnosti). Necht G < C je oblast a funkce f,g jsou holomorfni na G. Pokud
mnozina {z € G; f(z) = g(2)} md hromadny bod v G, pak f = g na G

Dusledek 1.37. Jsou-li dvé celé funkce f, g shodné na R, pak f = g na C.

Véta 1.38 (Princip maxima pro holomorfni funkee). Necht G < C je omezend oblast a f : G — C
je spojitd na G a holomorfni na G. Pak |f| nabjvd svého mazima na mnoziné G\G. Navic, pokud
je f nekonstantni, pak pro w € G je | f(w)| < max{|f(z)|; z € G}.

Véta 1.39 (Morerova véta). Necht G = C je oteviend a f : G — C je spojitd funkce. Pokud pro
kaZdou uzavienou lomenou cdru ¢ v G je Sw f =0, pak f je holomorfni na G.

Véta 1.40 (Weierstrassova véta). Necht G < C je oteviend, funkce f, jsou holomorfni v G kon-
verguji stejnomérné na G k funkci f. Pak f je holomorfni v G a f'(z) = lim, o [ (2).



1.6. Laurentovy rady a izolované singularity

Definice. Laurentovou fadou o stiedu a € C rozumime symbol

an(z —a)”, (*)

Vel

1 Ds

n

kde a,, € C pro kazdé n € Z. Reguldrni éisti Yady (*) rozumime mocninnou fadu Y ,_, a,(z — a)".
Hlavni ¢&dsti fady (*) rozumime symbol

2 an(z —a)". (**%)

Rikame, ze hlavni cdst konverguje (v bodé z, absolutné, stejnomérné na mnoziné M ), pokud pii-
slugnou vlastnost mé fada >, | a_, (2 —a)~". Souet této fady nazveme souctem hlavni cdsti rady
(*) a znacime jej rovnéz (**).
Rikame, Ze Fada (*) konverguje (v bodé z, absolutné, stejnomérné na mnoziné M ), pokud pFislusnou
vlastnost ma hlavni i regularni ¢ast. Souctem fady (*) rozumime soucet souctu regularni ¢asti a
souctu hlavni ¢asti, tj.

-

Z an(z —a)" = Z an(z —a)" +
n=0

n=—o

-1
Z an(z —a)".

n o0

Definice. Necht 0 < r < R < o a a € C. Pak mezikruzi o stiedu a, vnitinim poloméru r a vnéjsim
poloméru R je mnozina
P(a,r,R) :={z€C; r <|z—a| < R}.

Tvrzeni 1.41. Méjme Laurantovu fadu (*). Pak existuji v, R € [0, 0], pro kterd plati

o Reguldrni cast Fady (*) absolutné konverguje pro z € C spliiujici |z — a| < R a diverguje pro
z € C spliiujici |z — a| > R;
e Hlavni éist fady (*) absolutné konverguje pro z € C spliiujici |z —a| > r a diverguje pro z € C
spliugict |z — a| < r.
Je-li r < R, pak fada (*) absolutné konverguje na mezikruzi P(a,r, R). Navic, soucet Tady je na

tomto mezikruzi holomorfni a derivace souctu Laurentovy tady se ziskd derivaci fady ¢len po ¢lenu.
Toto mezikruZi nazgvdme mezikruzi konvergence fady (*).

Véta 1.42. Necht f je holomorfni funkce v mezikruzi P(a,r,R), kde a € C a v < R. Pak f
je v P(a,r, R) souctem Laurentovy fady Z;f:_% an(z — a)", kterd na P(a,r, R) konverguje. Jeji
koeficienty jsou uréeny jednoznacné a pro kazdé p € (r, R) plati

1
ap = — 7f(w)n+1 dw, neZ.
27 Gancs (w—a)

Definice. Necht f je holomorfni funkce v mezikruzi P(a,0,R), kde a € C a 0 < R. Necht
>, an(z —a)" je Laurentova fada funkce f v P(a,0, R). Pak fekneme, ze

o f md v bodé a odstranitelnou singularitu, pokud a, = 0 pro kazdé n < 0;
o f md v bodé a pdl nasobnosti p, pokud a_, # 0 a a, = 0 pro kazdé n < —p;
o f md v bodé a podstatnou singularitu, pokud a,, # 0 pro nekoneéné mnoho n < 0.
Definice. Ozna¢me C = C u {o0}. Pro £ > 0 polozme
B(w,¢) := {0} u{z€C; |z| > 1}.

Necht f je funkce definovand na podmnoziné C s hodnotami v C. Rekneme, ze funkce f md v bod¢
a € C limitu A € C, pokud pro kazdé £ > 0 existuje takové § > 0, ze pro kazdé z € B(a,d)\{a} plati
f(2) € B(A,¢). Na C rozsifime operace nasledovné:

VzeC: Z+0=00+2=2—0=0—2=0,
vz e C\{0} : z-oo=oo-z=%=oo,
VzeC: @zoo a i=O.
z 0

XL

Nedefinované jsou vyrazy oo + 00, 00 — 00, 0- 00, 00 -0, =,

0
o



Poznamka. Operace jsou rozsiteny tak, aby platila véta o aritmetice limit s dodatkem ,mé-li prava
strana smysl”.

Definice. Necht f je funkce definovana na B(oo, R) pro néjaké R > 0. Rekneme, 7e f je holomorfni

1

v bodé oo (resp. f md v bodé oo koten ndsobnosti p), pokud ma tuto vlastnost funkce g(z) = f(3) v

bodé 0. Je-1i f holomorfni na B(co, R) pro n&jaké R > 0, pak fikdme Ze f md v bodé oo odstranitelnou

singularitu (pdol ndsobnosti p, podstatnou singularitu), pokud ma tuto vlastnost funkce g(z) = f(2)

4
v bodé 0.

Véta 1.43 (Charakterizace singularit). Necht f je holomorfni funkce v P(a,0,R), kde a € C a
0 < R. Pak plati:

(i) f md v bod€ a odstranitelnou singularitu, prdavé kdyz lim,_,, f(z) € C. Dodefinujeme-li funkci
f v bodé a hodnotou této limity, dostaneme funkci holomorfni v B(a, R).

(i) f md v bodé a pdl ndsobnosti p, pravé kdyzlim, ,,(z—a)? f(z) € C\{0}. Je-1i ¥.” an(z—a)"

n=—ay
Laurentova Tada funkce f v P(a,0,R) a f md v bodé a pdl ndsobnosti p, pak funkce

a_p

B(a,R)azm f(z)— >, ———

(z—a)"
md v bod€ a odstranitelnou singularitu. Navic, lim,_,, f(z) = 00, prdvé kdyZ existuje p takové,
Ze f md v bodé a pol ndsobnosti p.
(iii) f md v bod€ a podstatnou singularitu, pravé kdyz lim,_,, f(z) neezxistuje.

Véta 1.44 (Velka Pickardova véta). Necht f je holomorfni funkce v P(a,0,R), kdea€ C a 0 < R.
Md—li f v bodé a podstatnou singularitu, pak pro kaZdé r < R nabgvd f v P(a,0,r) vSech hodnot z
C s vygjimkou nejuysSe jedné.

Vé&ta 1.45 (L’Hospitalovo pravidlo). Necht funkce f, g jsou holomorfni a nenulové v B(a, R), kde
a€C a R >0. Pokud f(a) = g(a) =0, pak existuji obé ndsledujici limity a plati rovnost

1.7. Rezidua

Definice. Necht f je holomorfni funkce v P(a,0, R), kdea € Ca0 < R. Necht >"_ _ a,(z—a)" je
Laurentova fada funkce f v P(a,0, R). Pak reziduem funkce f v bod€ a rozumime &islo res, f := a—_.

Vé&ta 1.46 (Reziduova véta). Necht G < C je jednoduse souvisld oblast a f je komplexni funkce
holomorfni na G\M, kde M je konecnd mnoZina. Pak pro kaZdou uzavienou cestu ¢ : [a,b] - G\M
plat?
J f=2mi Z res, f - indy, a.
¥ aeM

Tvrzeni 1.47 (Nékteré metody vypoctu rezidui). Necht f,g jsou funkce holomorfni v P(a,0, R),
kde ae C a R > 0.

(i) Pro kazdé p < R plat{
1

of = =— dz.
resy f o ), f(z)dz

(i) Md-li funkce f v bodé a pdl ndsobnosti p, pak

1
res, f = ——— lim (f(2)(z — a)? (p=1)
= o ) - )
(11) Jsou-li f, g holomorfni v bodé a a g md v bodé a koren ndsobnosti 1 (tj. g(a) =0 a g’(a) # 0),
pak
res I f(a).
‘9 d)

10



(iv) Je=li f holomorfni v bodé a a g md v bodé a pdl ndsobnosti 1, pak res, fg = f(a) - res, g.
(v) Je-li f holomorfni v bodé a a g md v bodé a pdl ndsobnosti p, pak

P p(k—1)
F¥=(a)
e 0= 0 e
kde b_1,...,b_, jsou koeficienty Laurentovy fady funkce g v P(a,0, R).

Lemma 1.48 (Jordanovo Lemma). Necht 0 < o < 8 < 7 a f je funkce spojitd na {z € C; argz €
[a, B], |z] > R} pro néjaké R > 0, pro kterou plati

lim f(z)=0.

z—,arg z€[a,[]

Pro r > R necht o, je krivka definovand vztahem ¢, (t) = re®, t € [a, 3]. Pak pro kazdé x > 0

lim f(2)e**dz = 0.
r—>0 -

Lemma 1.49. Necht a € C a f je holomorfni v néjakém prstencovém okoli bodu a. Ddle necht
a<fBap(t)=a+ret tea,B]. Pak plati:

(i) Pokud f je holomorfni v bodé a, pak lim,_,q+ S% f=0.

(i) Pokud f md v bodé a pdl ndsobnosti 1, pak

lim LT f=iB—a)res, f.

r—0t

1.8. Funkce zadané pomoci komplexnich integrali

Vé&ta 1.50 (o derivaci integralu podle komplexni proménné). Necht I < R je interval a G < C je
oblast. Necht funkce F : I x G — C splnuje ndsledujici podminky:

(a) Pro skoro vSechna t € I md funkce G 3 z — F\(t, z) spojitou derivaci podle komplexni proménné
na G.

(b) Pro vSechna z € G je funkce I 3t — F(t,z) méritelnd.
(¢) Existuje zg € G, pro které je funkce t — F(t,zo) integrovatelnd na I.

Z(tw) < h(t)

=
o

(d) Pro kazdé z € G existuje r > 0 a integrovatelnd funkce h na I, pro kterou plati
pro viechna w € B(z,r) pro skoro viechna t € I.

Potom funkce
g(z) = J F(t,z)dt, zeG
I
je holomorfni na G a pro z € G plati

or
/ _ v
7(2)= | Gt

Definice. Funkci Gamma definujeme na mnozing D(T") := {z € C; Rez > 0} pFedpisem
ve
['(z):= J e~tt*ldt, ze D(I).
0

Tvrzeni 1.51 (Vlastnosti funkce Gamma). (i) I'(z) € C, z € D(T).
(ii) Funkce T' je holomorfni na D(T') a pro kazdé z € D(T') plati T(z) = Sg“ e 't* Llogtdt.
(iii) T(z + 1) = 2I'(2), z € D(T).

(iv) Funkci T' je mozné jednoznacéné roz§iFit na funkci definovanou na C, kterd pro kazdé z € C
splituje rovnici T'(z + 1) = 2I'(2) a kterd je holomorfni na mnoziné C\{0,—1,—-2,-3,...}.
(Toto rozsireni se také znaciT'.)

11



(v) Funkce I" md v kazdém z bodi 0, —1,—2, -3, ... pdl ndsobnosti 1. Navic, respI' =1 ares_, ' =

(_nl!)n pron =—1,-2

3 PR

(vi) T(2)T'(1 —2) = Sy 2 € C\Z.

(vii) Pro vechna z € C mdme I'(2) # 0 .

Definice. Fulerovu zeta funkci definujeme na mnoziné D((.) = {z € C; Rez > 1} predpisem

51
Ce(2) = nZ::l vt

Tvrzeni 1.52 (Vlastnosti funkce ). (i) (.(2) € C, z € D((.).
(i) Funkce (. je holomorfni na D((.) a pro kazdé z € D(C.) plati CL(z) = S, —oan,

n?

(#ii) Funkci ¢ je mozné jednoznaéné rozsirit na funkci ¢ definovanou na C, kterd pro kaZdé z €
C\{1,2,3,...} spliiuje rovnici

((2) = 2°7* sin ZT(1 — 2)¢(1 — 2)
a kterd je holomorfni na mnoziné C\{1}, v bodé 1 md pdl ndsobnosti 1 a res; ¢ = 1.

Definice. Funkci ¢ z pfedchoziho tvrzeni nazyvame Riemannova zeta funkce.

RIEMANNOVA HYPOTEZA: Pro kazdé z € C, Rez € (0,1) plati, Ze pokud ¢(z) = 0 pak
Rez =1/2.
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2. Laplaceova a Fourierova transformace

2.1. Laplaceova transformace

Definice. Necht f je realna (nebo komplexni) funkce definovana na intervalu (0, o0). Laplaceova
transformace funkce f je funkce L(f) definovana predpisem

e = [ " fetat,

kde s € C jsou ¢isla, pro ktera je integral vySe konvergentni.

Poznamka. Laplaceovu transformaci jsme definovali i pro komplexni funkce f a komplexni hodnoty
s, pro naSe ucely ale budeme spiSe uvazovat realné funkce a realné hodnoty s.

Definice. Rekneme, Ze funkee f : (0,00) — R je

e po ddstech spojitd na intervalu [0,00), pokud existuje vlastni f(01) := lim,_o+ f(¢) a pro
kazdé n € N existuje koneéné mnoho bodu by,...,b, takovych, Ze funkce f je spojitd v
(0,n)\{b1,...,br} a v bodech by, ...,b; ma funkce f vlastni jednostranné limity.

e exponencidlniho Fddu c € R, pokud existuji konstanty K,ty > 0 takove, Ze |f(t)] < Ke pro
kazdé t = tg.

Tvrzeni 2.1. Necht funkce f : (0,00) — R je po éistech spojitd na [0,00) a exponencidlniho Tddu
ceR. Pak L(f)(s) existuje pro s > ¢ a limso, L(f)(s) = 0.

Tvrzeni 2.2. Nechl' s > 0, f je redlnd (nebo komplexni) funkce a necht existuje L(f)(s). Pak
(i) pro kazdé a € C mdme L(af)(s) = aL(f)(s),

(1) kdykoliv g je redlnd (nebo komplexni) funkce, pro kterou existuje L(g)(s), pak L(f + g)(s) =
L(f)(s) + L(g)(s)-

Véta 2.3 (Lerchova véta). Necht f,g : [0,00) — R jsou spojité funkce, pro které existuje so € R,
Ze L(f)(s) = L(g)(s) pro s > sg. Pak f =g.
Tvrzeni 2.4 (Laplaceova transformace a posunuti). Necht f : (0,00) — R je funkce. Oznacme
F:=L(f).

(i) Pokud F(s) existuje pro kazdé s > 0, pak F(s —a) = L(e* f(t))(s) pro a < s.

(4) L(X[a,0)(t) - f(t —a))(s) = e F(s) kdykoliv je s > 0 takové, Ze F(s) je definovino a a > 0.

Tvrzeni 2.5 (Derivace Laplaceovy transformace). Necht funkce f : (0,00) — R je po cdstech spojitd
na intervalu [0,00) a exponencidlniho fddu ¢ € R. Oznacéme F = L(f). Pak

F™(s) = L((=1)"t"f(t))(s), neN, s> c.

Tvrzeni 2.6 (Laplaceova transformace derivace). Necht funkce f : (0,00) — R je po spojitd na
(0,00) a exponencidlniho Tddu c € R a necht jeji derivace je po éistech spojitd na intervalu [0, 0).
Pak

LUPYS) = SEUNs) — im (@), 5>
Disledek 2.7. Necht je ddna funkce f : (0,0) — R takovd, Ze f(t),..., f™D(t) jsou spojité
funkce na (0,0) a exponencidlniho Fidu ¢ € R a necht ) (t) je po cédstech spojitd na intervalu

[0,00). Pak
LIF™)(s) = s"L(F)(s) = s"7HF(07) = s"72f/(07) — ... = f*7D(07), s>
Poznamka. Pokud derivace funkce f : [0, 0) — R spliwuje, Ze je spojita na [0, c0) a exponencialniho

Ffadu c € R, pak to samé plati i pro funkci f.
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Tvrzeni 2.8 (Integrace Laplaceovy transformace). Necht funkce f : (0,00) — R je po cdstech spojitd

na intervalu [0,00), exponencidlniho 7idu ¢ € R a necht existuje vlastni lim;_,o+ M Oznacéme

F = L(f). Pak )
L‘LF(x)dx=£<f§f)> (s), s>c.

Tvrzeni 2.9 (Laplaceova transformace integralu). Nech? funkce f : (0,00) — R je po ddstech spojitd
na intervalu [0,00) a exponencidlniho fidu ¢ = 0. Pak

o[ p@an)s) = 2L >

Laplaceova transformace - tabulka
fi0) 610

1 , >0 ‘
Ak ]J+'1, s>0 ‘
NG 2&, s>0 ‘
% VE 5>0 ‘
e (aeR) Sla,s>a |
t"e®  (aeR) W, s>a ‘
cos(at) (a €R) m, s>0 ‘
sin(at) (a€eR) m, 5>0 ‘
tcos(at) (a€R) (:;%, s>0 ‘
tsin(at) (a € R) W, s>0 ‘
etsin(bt) (a,beR) m, s>a ‘
e cos(bt) (a,beR) oy 8> ‘
X[a.0)(t)  (a>0) < s>0 |

2.2. Reseni diferencialnich rovnic pomoci Laplaceovy transformace

Bylo ukazano na konkrétnich pfikladech.
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2.3. Fourierova transformace

Definice. Necht f e L'(R) (tj. f : R — C je funkce splimjei §, [f(z)|dz < o). Fourierova
transformace funkce f je funkce f definovana predpisem

~ 1 .
t) = — x)e " dx, teRR.
f) = 5= | 1@
Inverzni Fourierova transformace funkce f je funkce f definovana predpisem
f:= —= [ et dn, ter
= — x)e x, .
V2T Jr

Poznamka. Nekdy také misto f pouzivdme znadeni F (f) a misto f pouzivime nékdy F(f).

Tvrzeni 2.10. Necht f € LY(R). Pak f je omezend spojitd funkce a

~

lim f(x)= lim f(x)=0.

x>+ ot

Tvrzeni 2.11 (zakladni vlastnosti Fourierovy transformace). Necht f,g € L*(R), y € R a A > 0.
Pak plati:

~

(i) §g f(2)-9(z)dz = §; f(z) - g(z) da.
(ii) F(a o fx—y)(t) = e ¥ f(t) proteR.
(iii) f(t —y) = F(z — f(z)-e¥)(t) proteR.

~

(iv) F(x — f($))(t) = Af(Xt) proteR.

~ ~

(v) f(t) = f(—t) proteR.
Véta 2.12 (Fourierova transformace a derivace). Necht f € L*(R).

(i) Pokud md funkce f spojitou derivaci f' € L*(R), pak

(ii) Pokud funkce g(x) := xf(x) spliuje g € L*(R), pak f md spojitou proni derivaci a plati
(f)'(t) = —ig(t), teR.

Tvrzeni 2.13. Necht ®(z) = e /2 zeR. Pak ® = .

Véta 2.14 (o inverznim vzorci). Necht f € L'(R) a fe LY(R). Pak pro skoro vsechna x € R plati

A~ ~ ~
> X ~

f@) = flx) =f(z) a [flz)=[f(-2)

Definice. Necht f,g : R — C jsou méfitelné funkce. Jejich konvoluci f # g rozumime funkci
definovanou predpisem

frat@)= |t =090
pro ta xz € R, pro ktera integral konverguje.

Tvrzeni 2.15 (zékladni vlastnosti konvoluce). Necht f,g € L'(R). Pak f = g je skoro viude de-
finovand a skoro viude konecnd. Navic f + g € LY (R) a (f * g)(z) = (g * f)(z) pro skoro viechna
z eR.

Tvrzeni 2.16 (konvoluce a Fourierova transformace). Necht f,g € L'(R). Pak f/*\g = /27 f g.

Resent diferencialnich rovnic pomoci Fourierovy transformace bylo ukazano na konkrétnich pii-
kladech.
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3. Variacni pocet

V celé této kapitole budeme uvazovat nésledujici predpoklady.

Predpoklady: Necht a,b, A, Be R, a <b a f € C*([a,b] x R?). Oznatme
M := {y e C'([a,]); y(a) = A,y(b) = B}

a uvazujme zobrazeni F' : M — R definované predpisem

b
F() = | f(oy(@).y @) o, ye

Argument funkce f zna¢ime (z,y, z). V zajmu piehlednosti zépisu budeme dale pouZivat znaceni
fo=5L atd.

Domluvme se jesté, ze z divodu zjednoduseni budou v dalsim vyrazy y’'(a) a y'(b) znamenat jed-
nostranné derivace v téchto krajnich bodech z vnitin{ strany intervalu (a, ). Podobné, budeme-li
hovofit o splnéni néjaké diferencialni rovnice na [a,d], myslime tim, Ze v krajnich bodech tuto
rovnici spliuji odpovidajici jednostranné derivace.

Definice. Rekneme, ze yo € M je bodem lokdlniho minima zobrazeni F, pokud existuje ¢ > 0
takoveé, Ze F(yo) < F(y) kdykoliv y € M splituje

Vo € a,b]:  |y(@) —yo(2)] <e & |y (z) —yo(z)] <e.
Analogicky definujeme bod lokdlniho mazima zobrazeni F.

Lemma 3.1 (DuBois-Reymondovo lemma). Necht g € C([a,b]) je funkce, pro kterou plati

b
J g(x)R'(z)dz = 0, pro kazdou funkci h e C*([a,b]) spliujici h(a) = h(b) = 0.

a
Pak g je konstantni na [a,b].

Vé&ta 3.2 (Euler-Lagrangeova rovnice). Nechtyo € M je bodem lokdlniho extrému zobrazeni F. Pak
funkce

[a,0] 5 &= fa (2, y0(x), yo ()

je spojité diferencovatelnd na [a,b] a splituje Euler-Langrangeovu rovnici

fy @ yo@), (@) — L

dxfz(x,yo(x),y{)(x)) =0, z€]a,b] (3.1)

Véta 3.3 (o regularité minimizéru). Necht yo € M je bodem lokdlniho extrému zobrazeni F a
xo € (a,b) je bod splitugici
fo= (20, y0(20), Yo (o)) # 0.
Pak ezistuje § > 0 takové, Ze yo € C*((zo — 8,20 + 9)).
Véta 3.4 (o postacujici podmince globalntho minima). Necht navic pro kazdé (z,y, z) € [a, b] x R?

plat?
fyy(xvyaz) Z 07 fzz('rayvz) > 07 fyy(-r,y,Z)fzz(I,y,Z) - (fyz(l',y,Z))2 > O

Pak yo € M je bodem globdlniho minima prdvé tehdy, kdyz plati Euler-Langrangeova rovnice (3.1)
a funkce x — f.(x,yo(x),y,(x)) je spojité diferencovatelnd na [a,b].
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Véta 3.5. Jestlize f = f(y,2) nezdvisi na promeénné “z” a yo € M n C?([a,b]) 7esi Euler-
Lagrangeovu rovnici, pak
F (o, 90) = o =(yo, yo) = C.

Definice. At N c M. Rekneme, Ze yo € M je bodem lokdlniho minima zobrazeni F vzhledem k
mnoziné N, pokud existuje € > 0 takové, ze F(yo) < F(y) kdykoliv y € N spliiuje

Vo € a,b] :  |y(@) —yo(2)] <e & |y (z) —yo(z)] <e.
Analogicky definujeme bod lokdlniho mazima zobrazeni F' vzhledem k mnoziné N.

Véta 3.6 (o Langrangeovych multiplikdtorech). Necht g € C?([a,b] x R?), K € R a yo € M je
bodem lokdlniho extrému funkce F vzhledem k mnoziné {y € M; G(y) = K}, kde

b
Gly) = f o, y(@). v/ (@) dz, ye M.

a

Potom je spinéna alespoti jedna z ndsledujicich podminek:

(i) Pro kazdou funkci h € C1([a,b]) splitujici h(a) = h(b) = 0 plati

b
f Gy(@,y, ¥ )b+ g:(2,y,y' )R dz = 0.

a
(ii) Ezistuje cislo A € R takové, Ze yo je “kritickym bodem” zobrazeni F' — A\G, tj.
o funkce x — f(x,yo(x),y,(2)), = € [a,b] je spojité diferencovatelnd

e pro kaZdé x € [a,b] plati

fy(@,90(x), yo(2)) = Agy (. yo (@), yé(w))—% (f:(z, 90(2), yp(2)) = Aga (@, yo(2), yo(x))) = 0.
e pokud xg € (a,b) je bod spliujici

f22(0, y0(%0), Yo(20)) = Aga= (0, yo(w0), Yo(20)) # 0,
pak existuje § > 0 takové, Ze yo € C*((xg — 8,20 + 9)).

Na prednasce byly detailné predvedeny klasické tlohy varia¢niho poctu: Nejkratsi spojnice v
roviné a Problém princezny Dido. Dale byla ve stru¢nosti zminéna tloha o zavéSeném fetézu.
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