Kalkulus 3, ZS 2018-2019
Zadani pisemné Casti zkouSky - Varianta A

Priklad 1. Necht je dana posloupnost funkei (f,,)52; predpisem

2
fulz) = 2 ED.
nz? 44
e Naleznéte funkei f takovou, 7e {f,}52, konverguje bodové na R k funkei f.
e VygSetiete, zda posloupnost {f,}22; konverguje stejnomérné na [0, 2] k funkei f.
e VySetiete, zda posloupnost {f,}22; konverguje stejnomérné na [2, 00) k funkei f.
(10 bodi)

reR,neN.

Priklad 2. Nechtf je ddna mnoZina

M= {(z,y,2) € R®: z/2? + 92 < 2,/a? +y? <z+1,2 > 0}.

e Proc je mnozina M méfitelna?
e Spoctéte miru A3(M) (hint: pouzijte valcové soutadnice).
(10 bodu)

Priklad 3. Uvazujme funkci F' zadanou piedpisem

[ cos(7)
F(a): v dz, a € R\ {0}.
Dokazte, ze F(a) € R pro a € R\ {0}.
Dokazte, ze funkce F' je spojita na svém defini¢nim oboru.
Vyjadrete F’(a) pro a € R\ {0}.
Spoctéte lim,_, 4o F(a).
(10 bodii)

Priklad 4. Pro 4-periodickou funkei f, kterd je na intervalu [—2,2) definovidna pfedpisem

)2z, ze[-2,0),
J(@) = {337 x €10,2)

naleznéte Fourierovu fadu. Pro kazdé x € [—2,2) naleznéte soucet této Fourierovy rady.

(10 bodi)



Kalkulus 3, ZS 2018-2019
Zadani pisemné €asti zkousky - Varianta B

Priklad 5. Necht je funkce f dana predpisem

oo

flz) = Z(—x2 + 6z — 8)".
n=1

e Naleznéte defini¢ni obor funkce f (tj. urcete pro ktera x € R je f(x) € R).

e Dokazte, 7e funkce f je spojitd v bodé 7/2.

e Dokazte, 7e funkce f mé vlastni derivaci v bodé 7/2 a vyjadiete f'(7/2) jako soucet Ciselné

rady.
(10 bodu)
Piiklad 6. Nechtje dana mnozina
22
M= {(z,y,2) e R®: 2? + ¢y + 22 < 2z,0° + 4> < 5}

e Proc je mnozina M méfitelna?

e Pro¢ je funkee f(x,y,2) = 22+ y? + 22, (v,y,2) € M méfitelna?

e Spoctéte integral [, f(z,y,z2) dA3 (hint: pouijte sférické soufadnice).
(10 bodit)

Priklad 7. Uvazujme funkci F' zadanou piedpisem
o0
1—
F(a) := / 8o CO°AT dz, acR.
0 X
e Dokaite, 7e F'(a) € R pro a € R.
e Vyjadiete F’'(a) pro a € R pomoci integralu a prislusny integral spoctdte. Dostanete tak
hodnotu F’(a) pro a € R.

e Naleznéte primitivni funkci k F’(a) a urete hodnotu integralu F'(a) pro a € R.

(10 bodu)
Priklad 8. Pro 2m-periodickou funkei f, ktera je na intervalu [—m, ) definovana predpisem
sin2x, x &€ (—nw/2,7/2),
- (~n/2,7/2)
0, x € [—m, —7/2] U [r/2, 7]

naleznéte Fourierovu fadu (hint: muZete pouZit vzorce sinzsiny = 1 cos(z — y) — 3 cos(z + y) a
sin(m + z) = —sin(x)).

2
Pomoci Parsevalovy rovnosti pak odvod'te soucet fady > -, (m) .

(10 bod)



Kalkulus 3, ZS 2018-2019
Zadani pisemné €asti zkousky - Varianta C

Priklad 9. Necht je dana posloupnost funkei (f,,)52; predpisem

1 le+L]—lz—2L
fu(z) = — : "12| | G rERmnEN
L e

e Rozhodnéte, zda fada funkei Y | f, stejnomérné konverguje na R
(Hint: rozepiste si predpis funkce bez absolutnich hodnot pro x < —1/n?, z € [-1/n%,1/n?]
a pro x> 1/n?).
e Dokaite, ze funkce f(x) =Y.~ fu(x) je spojitd v bodé 3.
e Dokaite, ze funkce f(x) =Y.~ fn(x) je klesajici na intervalu (2, 00).
(10 bodit)

Priklad 10. Nechtje dana mnoZina
M :={(z,y,2) ER3>: 0 <xz < 2® +y? <1,z > 0}.
e Proc je mnozina M méfitelna?
e Pro¢ je funkce f(x,y,z) = ﬁ, (z,y,2) € M méFitelna?
e Spoctéte integral fM f(x,y,2)dA\? (hint: pouzijte valcové soutfadnice).
(10 bodi)

Priklad 11. Uvazujme funkci F' zadanou piedpisem
o - 1
F(a) ::/ M(Zx—kl)dx, a € (0,00).
0 z+1
e Dokazte, ze F'(a) € R pro a € (0, 00).
e Vyjadiete F’(a) pro a € (0,00) pomoci integralu a vySetfete monotonii funkce F na (0, 00).
e Vyjadiete F”(a) pro a € (0,00) pomoci integralu, vySetfete konvexitu/konkéavitu funkce
F na (0, 00).

Pozn: Muzete bez diikazu pouZivat, Ze pro kazdy polynom P a kazdé C' > 0 je integrdl fooo P(x)exp(—Cxz)dx
konvergentni
(10 bod)

Priklad 12. Pro 2-periodickou funkci f, které je na intervalu [—1,1) definovana pfedpisem

f@) = {—1, € [~1,0],

z, x€(0,1)

naleznéte Fourierovu fadu. Pro kazdé x € (—1,1) naleznéte soucet této Fourierovy rady.

(10 bodi)



Kalkulus 3, ZS 2018-2019
Zadani pisemné ¢asti zkousky - Varianta D

Priklad 13. Necht je dana posloupnost funkei (f,,)22; predpisem
fn(z) = exp (n(|x —1] - 2)), reRneN
e VygSetfete, pro kterd x € R existuje bodova limita funkci f,
(tj. pro kterd z € R mame lim,,_,o fn(z) € R).

e VySetfete, zda posloupnost {f,}22 ; konverguje stejnomérné na (0,
e VygSetiete, zda posloupnost {f,}22; konverguje stejnomérné na [1,

(10 bodu)
Priklad 14. Nechtje ddna mnoZina
M :={(z,y,2) €eR*: 2® +¢y> <1,2> 0,2 +y* + 2? < 4}.
e Proc je mnozina M méfitelna?
e Pro¢ je funkce f(x,y,2) = 232, (v,y,2) € M métitelna?
e Spoctéte integral fM f(z,y,2)dA\? (hint: pouzijte valcové soufadnice).
(10 bod)

}
)

1
3

Priklad 15. Uvazujme funkci F' zadanou predpisem
F(a) := / Snar dez, a€R.
0

Dokazte, ze F'(a) € R pro a € R.

Vyjadiete F’(a) pro a € (0,00) pomoci integralu.

Ukaizte, Ze pro kazdé z € (0,00) a a € R plati 22 = sin(az)e Y " e "

Ovéfte moznost zameény fady a integralu a vyjadiete pro kazdé a € R integral F'(a) jako
¢iselnou Fadu.

(10 bodii)

Ptiklad 16. Pro 2m-periodickou funkci f, ktera je suda a na intervalu [0, 7) je definovana pied-
pisem
, z€[0,m)

naleznéte Fourierovu radu.

Pomoci Parsevalovy rovnosti pak odvod'te soucet fady >, (ﬁ) .

(10 bodu)



