
Kalkulus 3, ZS 2018-2019

Zadání písemné £ásti zkou²ky - Varianta A

P°íklad 1. Nech´ je dána posloupnost funkcí (fn)
∞
n=1 p°edpisem

fn(x) =
(nx+ 2)2

n2x2 + 4
, x ∈ R, n ∈ N.

• Nalezn¥te funkci f takovou, ºe {fn}∞n=1 konverguje bodov¥ na R k funkci f .
• Vy²et°ete, zda posloupnost {fn}∞n=1 konverguje stejnom¥rn¥ na [0, 2] k funkci f .
• Vy²et°ete, zda posloupnost {fn}∞n=1 konverguje stejnom¥rn¥ na [2,∞) k funkci f .

(10 bod·)

P°íklad 2. Nech´ je dána mnoºina

M := {(x, y, z) ∈ R3 : z
√
x2 + y2 < 2,

√
x2 + y2 < z + 1, z > 0}.

• Pro£ je mnoºina M m¥°itelná?
• Spo£t¥te míru λ3(M) (hint: pouºijte válcové sou°adnice).

(10 bod·)

P°íklad 3. Uvaºujme funkci F zadanou p°edpisem

F (a) :=

∫ ∞
1

cos(xa )√
x7

dx, a ∈ R \ {0}.

• Dokaºte, ºe F (a) ∈ R pro a ∈ R \ {0}.
• Dokaºte, ºe funkce F je spojitá na svém de�ni£ním oboru.
• Vyjád°ete F ′(a) pro a ∈ R \ {0}.
• Spo£t¥te lima→+∞ F (a).

(10 bod·)

P°íklad 4. Pro 4-periodickou funkci f , která je na intervalu [−2, 2) de�nována p°edpisem

f(x) =

{
−2x, x ∈ [−2, 0),
x, x ∈ [0, 2)

nalezn¥te Fourierovu °adu. Pro kaºdé x ∈ [−2, 2) nalezn¥te sou£et této Fourierovy °ady.

(10 bod·)
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Kalkulus 3, ZS 2018-2019

Zadání písemné £ásti zkou²ky - Varianta B

P°íklad 5. Nech´ je funkce f dána p°edpisem

f(x) :=

∞∑
n=1

(−x2 + 6x− 8)n.

• Nalezn¥te de�ni£ní obor funkce f (tj. ur£ete pro která x ∈ R je f(x) ∈ R).
• Dokaºte, ºe funkce f je spojitá v bod¥ 7/2.
• Dokaºte, ºe funkce f má vlastní derivaci v bod¥ 7/2 a vyjád°ete f ′(7/2) jako sou£et £íselné

°ady.

(10 bod·)

P°íklad 6. Nech´je dána mnoºina

M := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 2z, x2 + y2 ≤ z2

3 }.
• Pro£ je mnoºina M m¥°itelná?
• Pro£ je funkce f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, (x, y, z) ∈M m¥°itelná?
• Spo£t¥te integrál

∫
M
f(x, y, z) dλ3 (hint: pouºijte sférické sou°adnice).

(10 bod·)

P°íklad 7. Uvaºujme funkci F zadanou p°edpisem

F (a) :=

∫ ∞
0

e−8x
1− cos ax

x
dx, a ∈ R.

• Dokaºte, ºe F (a) ∈ R pro a ∈ R.
• Vyjád°ete F ′(a) pro a ∈ R pomocí integrálu a p°íslu²ný integrál spo£t¥te. Dostanete tak

hodnotu F ′(a) pro a ∈ R.
• Nalezn¥te primitivní funkci k F ′(a) a ur£ete hodnotu integrálu F (a) pro a ∈ R.

(10 bod·)

P°íklad 8. Pro 2π-periodickou funkci f , která je na intervalu [−π, π) de�nována p°edpisem

f(x) =

{
sin 2x, x ∈ (−π/2, π/2),
0, x ∈ [−π,−π/2] ∪ [π/2, π]

nalezn¥te Fourierovu °adu (hint: m·ºete pouºít vzorce sinx sin y = 1
2 cos(x − y) −

1
2 cos(x + y) a

sin(π + x) = − sin(x)).

Pomocí Parsevalovy rovnosti pak odvo¤te sou£et °ady
∑∞
n=1

(
4

π((2n−1)2−4)

)2
.

(10 bod·)
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Kalkulus 3, ZS 2018-2019

Zadání písemné £ásti zkou²ky - Varianta C

P°íklad 9. Nech´ je dána posloupnost funkcí (fn)
∞
n=1 p°edpisem

fn(x) =
1

n2
·
|x+ 1

n2 | − |x− 1
n2 |

|x+ 1
n2 |+ |x− 1

n2 |
, x ∈ R, n ∈ N.

• Rozhodn¥te, zda °ada funkcí
∑∞
n=1 fn stejnom¥rn¥ konverguje na R

(Hint: rozepi²te si p°edpis funkce bez absolutních hodnot pro x < −1/n2, x ∈ [−1/n2, 1/n2]
a pro x > 1/n2).

• Dokaºte, ºe funkce f(x) =
∑∞
n=1 fn(x) je spojitá v bod¥ 3.

• Dokaºte, ºe funkce f(x) =
∑∞
n=1 fn(x) je klesající na intervalu (2,∞).

(10 bod·)

P°íklad 10. Nech´je dána mnoºina

M := {(x, y, z) ∈ R3 : 0 < xz < x2 + y2 < 1, z > 0}.
• Pro£ je mnoºina M m¥°itelná?
• Pro£ je funkce f(x, y, z) = x

x2+y2 , (x, y, z) ∈M m¥°itelná?

• Spo£t¥te integrál
∫
M
f(x, y, z) dλ3 (hint: pouºijte válcové sou°adnice).

(10 bod·)

P°íklad 11. Uvaºujme funkci F zadanou p°edpisem

F (a) :=

∫ ∞
0

exp(−a(x+ 1))

x+ 1
(2x+ 1) dx, a ∈ (0,∞).

• Dokaºte, ºe F (a) ∈ R pro a ∈ (0,∞).
• Vyjád°ete F ′(a) pro a ∈ (0,∞) pomocí integrálu a vy²et°ete monotonii funkce F na (0,∞).
• Vyjád°ete F ′′(a) pro a ∈ (0,∞) pomocí integrálu, vy²et°ete konvexitu/konkávitu funkce
F na (0,∞).

Pozn: M·ºete bez d·kazu pouºívat, ºe pro kaºdý polynom P a kaºdé C > 0 je integrál
∫∞
0
P (x) exp(−Cx) dx

konvergentní
(10 bod·)

P°íklad 12. Pro 2-periodickou funkci f , která je na intervalu [−1, 1) de�nována p°edpisem

f(x) =

{
−1, x ∈ [−1, 0],
x, x ∈ (0, 1)

nalezn¥te Fourierovu °adu. Pro kaºdé x ∈ (−1, 1) nalezn¥te sou£et této Fourierovy °ady.

(10 bod·)
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Kalkulus 3, ZS 2018-2019

Zadání písemné £ásti zkou²ky - Varianta D

P°íklad 13. Nech´ je dána posloupnost funkcí (fn)
∞
n=1 p°edpisem

fn(x) = exp
(
n
(
|x− 1| − 2

))
, x ∈ R, n ∈ N.

• Vy²et°ete, pro která x ∈ R existuje bodová limita funkcí fn
(tj. pro která x ∈ R máme limn→∞ fn(x) ∈ R).

• Vy²et°ete, zda posloupnost {fn}∞n=1 konverguje stejnom¥rn¥ na (0, 1].
• Vy²et°ete, zda posloupnost {fn}∞n=1 konverguje stejnom¥rn¥ na [1, 3).

(10 bod·)

P°íklad 14. Nech´je dána mnoºina

M := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 4}.
• Pro£ je mnoºina M m¥°itelná?
• Pro£ je funkce f(x, y, z) = x3z, (x, y, z) ∈M m¥°itelná?
• Spo£t¥te integrál

∫
M
f(x, y, z) dλ3 (hint: pouºijte válcové sou°adnice).

(10 bod·)

P°íklad 15. Uvaºujme funkci F zadanou p°edpisem

F (a) :=

∫ ∞
0

sin ax

ex − 1
dx, a ∈ R.

• Dokaºte, ºe F (a) ∈ R pro a ∈ R.
• Vyjád°ete F ′(a) pro a ∈ (0,∞) pomocí integrálu.
• Ukaºte, ºe pro kaºdé x ∈ (0,∞) a a ∈ R platí sin ax

ex−1 = sin(ax)e−x
∑∞
n=0 e

−nx.

• Ov¥°te moºnost zám¥ny °ady a integrálu a vyjád°ete pro kaºdé a ∈ R integrál F (a) jako
£íselnou °adu.

(10 bod·)

P°íklad 16. Pro 2π-periodickou funkci f , která je sudá a na intervalu [0, π) je de�nována p°ed-
pisem

f(x) =
π

2
−
∣∣∣x− π

2

∣∣∣ , x ∈ [0, π)

nalezn¥te Fourierovu °adu.

Pomocí Parsevalovy rovnosti pak odvo¤te sou£et °ady
∑∞
n=1

(
4

(4n+2)2

)2
.

(10 bod·)


