Uzitecné zdroje prikladi jsou:

e Materidly ke cvi¢enim z Kalkulu 3 od Kristyny Kuncové: http://www.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/historie08.
php

e K posloupnostem fad a funkci

— Ilja éerny: Inteligentni kalkulus. Online zde: http://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html

— K mocninnym fadam se daji pouzit materialy ke cvidenim z Matematické analyzy 2 (2016/17). K nalezeni
zde: http://wuw.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/examples.html

e K teorii miry a integralu

— Materiély ke cvi¢enim z teorie miry a integralu (2013/14) na MFF. K nalezeni zde: http://www.karlin.
mff.cuni.cz/ cuth/examples.html

— Shirka piiklada (i feSenych) z teorie miry: Lukes - Pfiklady k teorii Lebesgueova integralu. Online zde:
http://matematika.cuni.cz/lukes-pli.html

e K Fourierovym fadam

— Stranky docenta Zeleného, napiiklad ptiklady zde: http://www.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/mff/MA_4/
Fourierovy_rady.pdf

— Ilja Cerny: Inteligentni kalkulus. Online zde: http://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html



I. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI

1. Vys etrete bodovou a stejnomérnou konvergenci nasledu31c1ch posloupnosti funkei (f,)>2
a) fn(x) =2", 2 €[0,1] b) fu(z) = 1f§§”mz, reR ¢ folz) = m7 € [1,00)

d) folz) = («/x+1/n—f) (0,00)  €) fulz) = V2" 37, z € [0,00)

\

2. Vyéetf‘ete bodovou a stejnomérnou konvergenci nasledujicich fad funkci ) 7, fy:
2
a) fn(x) = 1+n5x2, r€R b) fu(z) =exp(—(n+2)?), x € [-10,00) c¢) faulx) =log(1 + =),z eR

sin(147) [

3. Necht f(z) =7 (—1)”T, x

n=1

1,1]. Zjistste, zda je tato funkce spojita a spoctéte f/(0).

4. Necht f(z)=3°, L, x € (1,00). Ukaite, ze f € C'(1,0).

n=1 nz?

5. Necht f(z)=> " Szl xe [—1,1]. Je funkce spojita? Spoététe f/'(1/2) a f/(0).

n=1 n2+$2 k)

6. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych rad. Urcete oblasti absolutni konvergence,

neabsolutni konvergence a divergence. a)> o, La" (peR) b) > 2%, Ww" c) > % (a,b>
0)

7. Secététe rady vSude na intervalu konvergence:
00 $4n+5 Ie%) n 00 "
a) Zn:O n! b) Zn:l nx C) Zn:l n(n+l)

8. Sectéte rady:
—1)"
a) Ziil % b) Z?’le %

9. Naleznéte maximalni feSeni nasledujicich diferencialnich rovnic s poc¢ateé¢ni podminkou:
a) y'(x) =3y(z/2), y(0) =1 Db)y" —ay=0,y(0)=y(0)=1

I. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI - VYSLEDKY
1. a) posloupnost bodové konverguje k funkci f(z) = 0 pro x € [0,1) a f(z) = 1 pro x = 1, posloupnost neni
stejnomérné konvergentni  b) f,, — 0, posloupnost neni stejnomérné konvergentni «¢) f, = 0 d) f,, — ﬁ,
posloupnost neni stejnomérné konvergentni ) f,, = f, kde f(z) =3 pro x € [0,3] a f(x) =z pro z > 3
2. a) Fada funkci je stejnomérné konvergentni  b) fada funkei je stejnomérné konvergentni  c¢) fada je bodové kon-
vergentni a neni stejnomérné konvergentni
3. funkee je spojita a f/(0) = Z;L’O:l(—l)”flogs/%
5. funkce je spojita, f'(1/2) => >, %, ’(0) neexistuje
6. a) R=1; pokud p > 1 pak AK pro |z| <1 a D jinak; pokud p € (0, 1] pak AK pro |z| < 1, K pro z = —1 a D pro
x = 1; pokud p < 0, pak AK pro || < 1aD jinak b)R = 1/4, AK pro |z| < R, jinak D ¢) R=max{a,b}, AK
pro |z| < R, jinak D
7. a)a’e”, z€R D)
8. a)—log2 b)2
9. a)ylz) = >..°, n,QliiinﬂLna:”, z €R Db)ylx) = 14+z+ 307 (aznz®™ + agp12°™), € R kde a3, =

1 1 S .
32 Ba@n_1) WBntl T 137 BarDan (n € N)

= )2,336( 1,1) c¢)log(:%) —log(l —z) + 1, z € [-1,1] \ {0}, soucet je 0 pro z = 0



II. KONVERGENCE INTEGRALU

1. Urcete, zda Lebesgueovy integraly existuji a zda jsou konvergentni (s parametry p,q,s € R, k € Z)

co 1 0o g2 1 1
a) [y" mede b) [gTe " dr o) [y gy de fl/z log;r
vysledky nésledujicich ptikladi budeme dale povazovat za ,zndmé 1ntegrély

v 0 [ smierdr 8) [y et  logz)Fdz h) [y a? T (1 - 2)7 da

IQTg:E

II. KONVERGENCE INTEGRALU - VYSLEDKY
1. a)K b)K c¢)existuje, ale nekonverguje d) K e) existuje vzdy, konverguje pokud p > 1 a ¢ € R, nebo
p=1lagqg>1 f)existuje vidy, konverguje pokud p<la g€ R, nebop=1aqg>1 g) existuje vidy, konverguje
pokud s € (0,00) a k € Z, nebo s =0a k < —1 h) existuje vzdy, konverguje pokud p >0a g >0



I11. VICEROZMERNA INTEGRACE

1. Pomoci Fubiniovy v&ty spoététe miru A\?(M) mnoziny M: a) M je omezena kiivkami x =2, y =z, 2y = 1
b) M je omezena kiivkami: 22 —y =0, 2x—y—7=0, x—4y+7=0, z—4y+14=0
o)M= {[z,y] eR?: 2>2, 0<y<1/z}

2. Pomoci Fubiniovy véty spoctéte f[s 4x[1,2] )2 dA?

fc+y)
3. Popiste mnoZinu M C R? jejiz obsah je dan vzorcem f02 fy42 dr dy, vyjadiete obsah mnoZiny jako
integral kde = je vnéjsi proménna a vypodétem ovéite platnost Fubiniovy véty

4. Spoététe integral f03 ;emQ dz dy

5. Spoététe miru \*(M) mnoziny M: a) M je omezena plochou z = e’
b) M je omezena plochami z = 622 — 22y, y =3z — 22 ay=21

arovinami y=0,y=z,z=1

6. Spoctste [ [, f(z,y)dN\?: a) M ={[z,y] € R?: z* +y* <1}, fz,y) = —1—

b) M ={[z,y] e R?: L <y<2r,x<2®+y><3z}; flz,y) =

V3

7. Spoé&téte miru \?(M) mnoziny M:

a) M = {[z,y] e R?: (2% +y?)? < 2a*(2? —y?)} (obsah plochy ohrani¢ené lemniskatou)
b) M ={[z,y] eR?: 2 <z +y<3, v <y<3x}

o) M ={[z,y] eR?*: (z+y)3 <axy, x>0,y >0} (a>0)

8. Spoététe miru A\3(M) mnoZiny M: (v tlohach uvazujte viechny parametry kladné)

)M = {[z,y,2] e R3: /22 +y2+22<r} (objem koule)
)

b) M = {[z,y,2] € R3: 2? +y? + 22 < 2az,2% + y? < 2%}

S

c) M = {[x,y,2] € R®: a:2 + y? + 22 < R? 22 +y? < Rz} (objem Vivianiho okénka)
d) M = {[z,y,2] € R3: \/x2 +92)2+ 22 <da?}, R>a (objem anuloidu)
e) M ={[z,y,2] e R®: 4 y +5 _m}

9. Spoctéte fffM 22d\3, kde M = {[z,y,2] € R3: 22 + 12+ 22 < R?, 2?2 + 4% + 22 < 2Rz} (R > 0)
10. Dokazte, Ze fooo e~ dg = V/7/2 (tzv. Laplacetv integal, dale jej budeme povaZzovat za ,znamy integral)

11. Pomoci Fubiniovy véty spoctéte hodnoty nasledujicich Lebesgueovych integrali

o ¢ B ¢ b oo ,—ar® __ —bax?
a) / arctglar) — axct(be) dz (ab>0) D) / % dz (a20,b20)
0 z 0 v

) /OO log(1 + a?2?) — log(1 + b%x?)
0 a?

C

dz (a,beR)

III. VICEROZMERNA INTEGRACE - VYSLEDKY

1. a)3/2—1log2 b)7 c)+oco 2. )1og2

3. M je ohranicena kiivkami z = 4, y = 0 a y?> = 2, mame fo f drdy = fo fo dydz = 18
4.12-1)5. a)i(1-1) b L6 ay2r b)d (2— %) 7. a)2a® b)5/8 ¢ a2/60
8. a) %m“?’ b) a’r ) 2R?’( é) d) 2n2Ra® e) 7%V/3

9 7TR5% 11. a)sgna- Flog(a/b) b)Vrb—y/ma c)n(|la] —1[b])



IV. INTEGRACE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI

1 1 1 ,.3/2

<4 X - FPSIPIE YT SR . " . ne . n €T
1. Spoctéte nasledujici limity: a) TLILH;O T dz b) nhﬂnolo | T dz «¢) nl;n;o g
(e 9] xn [e.9] 2 o0 2
d) lim ———-dz e) lim e dz f) lim e " dr
n—oo Jq 1+ x4n a—0oo Jo a—0% Jo

2. V nasledujicich prikladech rozvinte integrovanou funkci v fadu, ovéifte moznost zamény rady a inte-
gralu a vyjadrete integral jako ¢iselnou radu.

a) 01 de b) 01 de c) fooo g dr d) fooo e *cosy/rdxr e) 01 ﬁ;z dz (p,q>0) f) fooo ﬁdx

IV. INTEGRACE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI

1. a)0 Db)0 ¢)0 d)0 €0 f)oo
)~ o mir D) Xl O om0 g @) Nie S 1) () sk 2

N

log 2
8

V. INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

1. Uréete defini¢ni obor nasledujicich realnych funkci (= mnoZzinu vSech a € R, Ze F(a) € R) a dokazte,
Zze jsou na svém definiénim oboru spojité.

—ax —_ 1
a) F(a) = [;° fzdz b) F(a) = JSe @ dx ) F(a) = [, log(z? + a?) dx
2. Rozhodnéte, pro které hodnoty parametrd konverguji nasledujici Lebesgueovy integraly a spoctéte
jejich hodnoty pomoci véty o derivovani integrala zavislych na parametru.

© | _ g—ax oo .
a) / S b) / e—ae 2l b dz
0 re* 0 T

—az2
3. Naértnéte grafy funkce F(a) = OOO ﬁ (tj. spoctéte prvni a druhou derivaci, uréete monotonii a

konvexitu-konkavitu + limity v krajnich bodech defini¢niho oboru)

V. INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU - VYSLEDKY

1.defini¢éni obory: a) [0,00) b) (0,00) ¢)R

2. a)log(a+1), a€(-1,00) b) arctg%, a>0,bcR. Lze také zapsat: —arctg ¢ + 5 pro a,b > 0; —arctg § — 5
proa>0,b<0;0proa>0,b=0

3. bude ukizano na prednésce



V1. POCITANI INTEGRALU POMOCI FUNKCIT A B

1.Dokazte platnost nasledujicich vzorci: (tyto vzorce muzete pouzivat v dalsich piikladech)

a) B(p,q) =2 f(;r/Q cos?~ 1 zsin? !z dx b) fo % T
2. Spoctéte hodnotu nésledujicich integrali: fo e dx fo sind 7 cosb 7 da
) Ooofixndx(0<p<n TLEN) fO \/7d£(} e)foooom<0<p<nn€N)

3. Spoctéte hodnotu nasledujicich limit (s pouzitim Stirlingova vzorce):

@) tim oz P e

VI. POCITANI INTEGRALU POMOCI FUNKCIT A B - VYSLEDKY

2
2 AT DT O ) o



FOURIEROVY RADY

1. Rozlozte ve Fourierovy rady periodické prodlouZeni nasledujicich funkci a urcete jejich soucet
2
a) f(x) =z, z€(—mm) b)f(z)=2% 2z¢€(0,2r) (jako disledek zkuste odvodit, ze > °° =%)

n= 1n2
_fo ze(-5,0 B -
c) f(«’U)—{3 e (0.5) d) f(z) = |z|, z€[-22]

2. Pomoci Parsevalovy rovnosti a Fourierovy fady funkce f(z) = |z|, x € [-2,2] (viz. jeden z pfiklada

vySe) urcete soucet Fady ) .~ ﬁ = %4 + 3i4 + 5i4 +...
3. Pomoci Parsevalovy rovnosti a Fourierovy ¥ady funkce f(z) = 22, 2z € [-7, 7] urdete soudet Fady
1
Y net T
0 .’EE[—TF,—%]U[%JT

4. Napiste Fourierovu fadu funkce f(z) = , urcete jeji soucet a pomoci
cos(3r) € (—F,—F)
cos2 2L

Parsevalovy rovnosti odvod'te soucéet Fady » -, n#3 9—n2)2

5. Pomoci véty o integraci Fourierovy fady naleznéte Fourierovu fadu funkce g(z) = 22, 2 € (—7,7)

pomoci Fourierovy fady funkce f(z) =z, x € (—m, ) (viz. jeden z prikladi vySe) a pokuste se odvodit
(=yr*t
n2 °

soucet Fady » 7,

FOURIEROVY RADY - VYSLEDKY

1. a)d> 2, 2= l)nﬂ sin(nx), fada konverguje k funkei f  b) =% ar +Zn 1 2 cos(nz)—2T sin(n:r)) na intervalu (0, 2m)

fada konverguje k funkei f, v bodé 2 = 0 ma fada soucet 272  ¢) 2 S+ oy Tl)n) sin 75 na intervalech (—5,0) a
(0,5) fada konverguje k funkei f, v bodech z = —5, x = 0 ax = 5 ma soucet 3/2  d) 1+Zn:1 —((—1)"—1) cos 5%,
rada konverguje k funkci f

© 1 __
2.2 021 @1 = 66
4
L
90 i
COS2 - 571'2 1

6 cos(nr/6) ada konverguje k funkei f, > 07 3 =2y

3.

4. i - %COS(3$) + Zn L3 (o-nB)x cos(nz), I
—1 n+1

5 = + Yoo 1 — cos(n:c) S ( n)Q =5

(36)2 ~ 189




