1. Posloupnosti a rady funkci

1.1. Stejnomérna konvergence posloupnosti a fad funkci

Definice. Necht E je mnozina, f : £ — R je funkce a pro n € N je f, : E — R funkce.
Rekneme, ze posloupnost {f,,}22; konverguje bodové na E k funkei f, pokud pro kazdé x € FE plati

f(z) =lim,_, fn(x). Znacime f,, — f.

Rekneme, 7e posloupnost {f,}52; konverguje stejnomeérné na E k funkci f, pokud
Ve>03keNVee EVn>k: |folz)— flz)] <e.
Znacime f,, = f.

Definice. Necht E je mnozina, f : E — R je funkce a pron € N je f, : E — R funkce. Rekneme, Ze
Z;’;l fj konverguje bodové na E k funkci f, pokud posloupnost ¢asteénych souétia {Zjvzl [ty
konverguje bodové na E k funkci f.

Rekneme, ze Fada Z;o=1 fn konverguje stejnomérné na E k funkci f, pokud posloupnost ¢éas-

teénych soudti {Z,]:/:I [n}3%_; konverguje stejnomérné k f. Zna¢ime Y, f, = f.
Fakt 1.1. Stejnomérné konvergentni posloupnost (resp. fada) funkct je bodové konvergentnd.

Tvrzeni 1.2 (Kritérium stejnomérné konvergence). Necht E je mnoZina, [ : E — R funkce a pro
n €N je f, : E — R funkce. Pro kazdé x € E oznaéme o, 1= sup,cp |fn(z) — f(z)|. Pak fn, = f
pravé kdyz lim, ., o, = 0.

Lemma 1.3 (BC podmninka pro stejnomérnou konvergenci). Necht E je mnoZina a pro n € N je
fn: B — R funkce. Pak f, = prdvé kdyz plati

Ve>03ngVn>nogVe € E:  |fu(z) — fm(x)] <e

Tvrzeni 1.4 (Welerstrassovo kritérium, M-test). Necht >~ f, je Fada redlngch funket defino-
vanych na neprdzdné mnoziné E. Oznaéme o, = sup,cp |fn(x)|. Jestlize Y.~ 0, < 00, pak
S fn = na E.

Tvrzeni 1.5 (Zachovani spojitosti). Necht { [}, je posloupnost redlngch spojitych funkci defi-
novanych na neprdzdné podmnoziné E CR a f: E — R je funkce.

(i) Pokud f, = f na E, pak f je spojitd.
(ii) Pokud Y07 | fn = f na E, pak f je spojitd.

Tvrzeni 1.6 (Prohozeni limit). Necht {f,}>2, je posloupnost redlngjch funkci definovangch na
omezeném intervalu (a,b) C R, kterd stejnomérné konverguje na (a,b). Necht pro kaZdé n € N
existuje vlastni lim,_, o+ fn(x) (resp. lim,_,— fn(x)). Pak

lim lim f,(z) = lim lim f,(z) (resp. lim lim f,(z) = lim lim f,(z)).

n—oo x—aqt r—a+ n—oo n—0o0 x—b— r—b— N—00

Specidlné, je-li >~ fn je Fada spojitych redlnych funkct definovangch na omezeném intervalu
(a,b) C R, kterd stejnomérné konverguje na (a,b) a pro kazdé n € N existuje vlastnilim,_, .+ fn(2),
pak

Z lim+ fulz) = lim+ Z fn(z).
n=1 n=1

r—a r—a

Tvrzeni 1.7 (Zameéna sumy a derivace). Necht {f,}52, je posloupnost redlnijch spojitych funkci
definovangch na neprdzdném omezeném intervalu (a,b) C R spliiugici

(i) fn md vlastni derivaci na (a,b), n € N,
(ii) ezistuje xo € (a,b) takové, Ze ciselnd Fada > - | fn(zo) je konvergentni,

(iii) 3oy fr = na (a,b).



Pak >~ | fn = na (a,b) a pro kaZdé x € (a,b) plati

o0 ! o0
(S0) 0-X s
n=1 n=1
Tvrzeni 1.8 (Zaména sumy a integralu). Necht {f,}52, je posloupnost redlnych spojitych funkci
definovangch na neprizdném omezeném intervalu (a,b) C R spliiugici
(i) fn md na (a,b) konvergentni Newtoniv integrdl, n € N;
(i) Fada 07 | fn konverguje stejnomeérné k funkci f na (a,b).

Pak f md na (a,b) konvergentni Newtoniv integrdl a plati
oo b p oo
S [ =) [ Y
n=1 a @ n=1

1.2. Mocninné rady

Definice. Mocninnou radou o stiedu a € R rozumime fadu

oo
z an(x —a)",
n=0

kde a,, € R pro kazdé n e NU {0} a z € R.

Véta 1.9 (o poloméru konvergence mocninné fady). Necht Y 7 an(z — a)™ je mocninnd rada.
Pak existuje prdvé jeden nezdapornyg prvek o € RU {oo} takovy, Ze

e pro kaZdé x € R, |z — a| < o, je uvedend fada absolutné konvergentnd,
e pro kazdé x € R, |z — a| > o, je uvedend fada divergentnd.

Prvek o spliiuje

1
= - ,
limsup,, . 4/Jan]
kde vyrazem % rozumime oo a vyrazem é rozumime 0. Prvek ¢ nazgvdme polomérem konvergence

uvedené Tady.
Navic, wvedend fada je stejnomérné konvergentni na [a — ¢,a + ¢] pro kazdé ¢ < R.

Vé&ta 1.10. Necht (a,)S2, je posloupnost nezdporngch éisel a necht existuje lim,
existuje také lim, .., /a, a limity se rovnaygi.

Antl - Potom
an

Véta 1.11 (derivace a integrace mocninné fady). Necht o je polomér konvergence mocninné fady
o2 o an(z —a)™. Potom polomer konvergence Fad > no nan(x —a)"t a Y oo (- a)"*t1 je
také roven o. Pro x € R spliiujici |x — a| < ¢ oznacme f(z) = >0 an(z —a)™. Potom

(i) funkce f md v kazdém takovém bodé vlastni derivaci a plati f'(x) = > 7 nan(z —a)";

(i) Yool wieg(x —a)" ™ je primitivnd funkce k f na (a — g,a + o).
Specidlné, dostdvdme ndsledujici vzorec pro vypocet n-té derivace funkce f: f™(a) = nla,, n > 0.

Véta 1.12 (Abelova). Necht o je polomér konvergence mocninné vady > oo an(z —a)™ a o €
(0,00).
(a) Jestlize je Fada Y, a, 0" konvergentni, potom

lim Zan:cfa Zang

z—(a+0)—

(b) Jestlize je fada Y o an(—0)" konvergentni, potom

lim Zanx—a Zan

z—(a—0)+ £



2. Teorie miry a integralu

2.1. Pojem miry, abstraktni Lebesguetiv integral

2.1.1 Zakladni pojmy

Definice. Necht I C R je interval s krajnimi body a,b € R. Pak délkou intervalu I rozumime ¢&islo
|b — a|. Zna¢ime £(I) := |b — a|. Déle definujeme ¢(J) := oo, pokud J je neomezeny interval.

Necht Iy,...,I, C R jsou intervaly a Q = I, x ... x I, C R™. Pak objemem n-rozmérného
intervalu @ rozumime &islo £(11) - - - £(I,). Znacime £"(Q) := £(I1) - - - £(1,).

Kone¢né disjunktni sjednoceni omezenych n-rozmérnych intervali nazveme figurou. Objem fi-
gury definujeme jako soucet objemu intervall, z nichz se sklada. Horni Jordan-Peantiv objem mno-
ziny je infimum objemu figur, které ji obsahuji. Dolni Jordan-Peaniv objem mnoziny je supremum
objemu figur, které jsou v ni obsaZeny. Pokud horni a dolni Jordan-Peantiv objem mnoziny se rov-
naji a jsou kone¢né, fekneme, Ze mnozina je Jordan-Peanovovsky méfitelnd a spole¢nou hodnotu
nazveme jejim Jordan-Peanovym (J.P.) objemem.

Definice. Necht X je mnoZina. Systém A podmnozin X se nazyva algebra, pokud
(i) e A, X € A;
i) FPe A = X\EcA
(i) B, B € A = EyUE; € A.
Pokud navic A spliiuje
(iv) B,€A,n=12,... = U~ E, €A,
pak fikdme, Ze A je o-algebra. Je-li A o-algebra, dvojice (X, .A) se nazyva méritelny prostor a prvky
A se nazyvaji méritelné mnoZiny.
Fakt 2.1. KaZdd algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na konecné (resp. spocetné) priniky.
Poznamka. Mnozina v8ech J.P.-méfitelnych mnozin neni o-algebra.

Definice. Definujeme B(R™) jako nejmensi o-algebru obsahujici oteviené mnoziny v R™. B(R™) se
nazyva borelovskd o-albebra a jejim prvkam se tika borelovské mnoZiny.

Definice. Necht (X,.A) je méfitelny prostor. Funkce p : A — [0, 00] se nazyvéa mira, pokud spliuje
(i) u(@) =0,
(ii) jestlize E, € A, n=1,2,... jsou po dvou disjunktni, pak

N( U En) = ZN(En)

Trojice (X, A, 1) se nazyva prostor s mirou.
Poznamka. J.P.-objem neni podle nasi definice mira, nebot neni definovana na o-algebie. Pfikla-
dem miry je naptiklad tzv. pocitaci mira, kterd kazdé mnoziné A C X priradi pocet jejich prvka.
Tvrzeni 2.2 (Vlastnosti miry). Necht (X, A, ) je prostor s mirou.
(i) Je-li A,B € A a A C B, je u(A) < u(B). Navic, pokud pu(B \ A) < oo, pak p(A) =
u(B) — u(B\ 4).

(it) Je-li {An Y32, posloupnost z A, je u( U Ay) < w(Ay)
n=1

M8

1

(ii) Je-li {A,}52, rostouct posloupnost z A, je p( |J A,) = lim p(Ay,).

n=1
() Je-li {A,}52 klesajici posloupnost z A a p(Ar) < oo, je p( () An) = lim pu(Ay).
n=1 n

Definice. Necht (X, A, 1) je prostor s mirou. Rekneme, Ze mira p je dplnd, pokud kazda podmno-
Zina mnoziny miry nula je méfitelné.



2.1.2 Konstrukce aplnych mér, Lebesgueova mira
Definice. Vnéjsi méra na mnozing X je zobrazeni v : P(X) — [0, o] spliwjici
1. v(0) =0;
2. ACB = v(A) <v(B);

3. Je-li {A,}22, posloupnost podmnozin X, pak 1/( U An) < > v(Ay).
n=1 n=1

Priklad. Definujme funkeci A* : P(R™) — [0, oo] pFedpisem

A (4) = inf{z "(Q;); Qj jsou n-rozmérné intervaly , U Q; D A}

j=1 j=1
Pak \* je vnéjsi mira na R"”, které fikame Lebesqueova vnéjsi mira na R™.

Definice. Necht v je vnégjsi mira na mnoziné X. MnoZinu M C X nazveme v-méFitelnou (podle
Carathéodoryho), jestlize pro kazdou “testovaci” mnozinu T C X plati

v(T)=v(TNM)+v(T\ M).
Systém v8ech (carathéodoryovsky) méFitelnych mnoZin znac¢ime IM(v).
Vé&ta 2.3. Necht' v je vnéjsi mira na mnoziné X. Pak MM (v) je o-algebra a funkce M(v) 3 A — v(A)
je uplnd mira.
Definice. Necht A* je Lebesgueova vnéjsi mira na R™. Funkci 9(A\*) 5 A — \*(A) fikdme Lebes-
gueova mira na R™ a zna¢ime ji \™. MnoZiny z 9(A\*) se nazyvaji Lebesgueovsky méritelné.

Tvrzeni 2.4. KaZdd borelovskd mnoZina je Lebesgueovsky méritelnd, Lebesgueova mira je uplnd a
pro kazdy n-rozmérng interval Q C R™ plati £*(Q) = A\™*(Q). Navic, Lebesgueova mira je translacné
invariantnt, tj. pro kazZdou méritelnou mnoZinu A a kazdy vektor ¢ € R™ mdme \"(A+c) = A\"(A),
kde A+c={a+c: a€ A}

2.1.3 Meéritelna zobrazeni

Znaceni. Je-li X mnozina a A C X, pak charakteristickd funkce mnoZiny A je funkce x4 : X — R
definovana predpisem
1, r€eA
xa(z) =

0, x¢ A
Je-li f: D — RU{£oo} funkce a M C R, znacime
{f e M} :={z e D; f(z) € M},
podobné zavadime znaceni jako {f > a}, {f = a}.
V celé této subsekei je (X, .A) méfitelny prostor.

Definice. Necht (Y, .As) je méfitelny prostor. Zobrazeni f : X — Y je (A, As)-méFitelné, pokud
pro kazdou E € Ay je {f € E} € A.

Umluva. Pokud je z kontextu jasné co je A a A,, pak ifkdme, 7e funkce je “méfitelnd” misto
“(A, Ag)-méfitelna”

Tvrzeni 2.5. Necht f : X — R U {+o0} je funkce splitujici, Ze pro kaZdy otevieny interval I C
R U {+oo} mdme f~1(I) € A. Pak f je mévitelnd funkce.

Tvrzeni 2.6. (i) Kdykoliv G CR™ a f: G — R je spojitd funkce, pak f je méFitelnd.
(1) Funkce xa : X — R je méfitelnd pro kaZdou A € A.
(iii) Slozeni mévitelnych funkci je méFitelnd funkce.

(iv) Soucet, soucin, podil, mazimum a minimum konecné mnoha redlngch mévitelnych funkci jsou
opét méritelné funkce.

(v) Je-li {fn}52, posloupnost méfitelngich funkct, jsou i sup f,,inf f,, limsup f,,, liminf f,, (a tedy
i lim f,, existuje-li) mévitelné funkce.



2.1.4 Lebesguetv integral
V celé této subsekci je (X, .A, ) prostor s mirou.

Znaceni. Je-li f : E — R U {+oo} funkce, definujeme f* := max{f,0} a f~ := max{—f,0}.
(Maximum/minimum funkeci definujeme bodove.) Tedy f = f* — f~ a|f|=f"+f".

Definice. Kone¢ny soubor mnozin {4, ..., A} C A nazveme rozkladem mnoziny E € A, jestlize
o . .. . m
mnoziny A; jsou po dvou disjunktni a szl A;=FE.

Fraze skoro vsude nebo u-skoro vsude se pouziva ve spojeni s vlastnosti bodd mnoziny X.
f{ekneme—li, Ze takova vlastnost plati skoro vSude (nebo ve skoro viech bodech), znamen4 to, Ze je
splnéna az na mnoZinu miry nula, neboli, Ze existuje mnozina N € A miry nula tak, Ze vlastnost je
splnéna ve vSech bodech mnoziny X \ N.

Definice. Necht f je méfitelna funkce (s hodnotami v R U {£o0}).
1. Je-li f > 0, definujeme

/deu = sup Zaj,u(Aj); {A;}7 jerozklad X,0<a; < fna Aj,j=1,...,mp,
j=1

kde pouzivame konvenci ze 0 - co = 0.

[ raw= [ rran- [ 1
X X X
3. Je-li EC X, F € A a funkce f je definovana skoro vSude na F, pak definujeme

/fd/i 12/ I Xenp(r) dp-
E X

Je-li integral | p J du defiovan, fikime té7, Ze md smysl, nebo ze funkce f md integrdl. Je-li navic
tento integral kone¢né ¢islo, fikame, ze [ [ dp konverguje, nebo ze f je integrovatelnd a tento fakt
znac¢ime symbolem f € L'(E, A, i), nebo zkracend f € L'(E).

2. V obecném piipadé definujeme

pokud mé tento rozdil smysl.

Vé&ta 2.7 (Zakladni vlastnosti Lebesgueova integralu). Necht f a g jsou mévitelné funkce, a € R
a F € A. Pak

(i) [x xedu = p(E);
(i) [ fdu =0, pokud u(E) = 0 nebo pokud f =0 skoro viude na E;
(i) Pokud [, |f|du konverguje, pak |f| < co skoro viude na E;
(iv) Pokud je ju(E) < co a f je omezend, pak [y, f du konverguje a [, |f|dp < sup,cp | f(2)]-u(E);
(v) Je—li {D1,Ds} C A rozklad mnoZiny E, pak

Lﬁmzéjw+ﬁjw;
/Eaf+gdu=a/Efdu+/Egdu7

(vii) [ fdu konverguje pravé tehdy, kdyz [, |f|du konverguje;

(vi)
md—li pravd strana smysl;

(viti) Jestlize f,g maji integrdl a f < g skoro v$ude na E, pak

/Efduéngdu;
’/Efdulé/Elfldu-

(iz)



2.1.5 Vztah Lebesgueova integralu k Newtonovu integralu a Riemannovu
integralu

V moderni matematické literatufe se integralem bez piivlastku rozumi vzdy integral Lebesguetv.
Vyznam Newtonova a Riemannova integralu zustava ve sfére didaktiky.

Véta 2.8 (Vztah mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je nezdpornd spojitd

funkce na intervalu (a,b). Potom (N) — f: f(x)dx konverguje, prave kdyz konverguje Lebesquetiv
integrdl funkce f. V tom pFipadé maji oba integrdly spolecnou hodnotu.

Véta 2.9 (Vztah mezi Riemannovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je Riemannovsky
integrovatelnd funkce na [a,b]. Potom Lebesguetv integrdl funkce f od a do b konverguje a je roven
integrdlu Riemannovu.

2.2. Fubiniova véta

Lemma 2.10. Necht n,m € N a E C R, FF C R™ jsou Lebesqueovsky méritelné mnoziny. Pak
E x F je Lebesgueovsky méFitelnd mnozina a \"7"(E x F) = \*(E) - N"(F), kde definujeme
0-00=0.

Definice. Necht F C X x Y. Znaéime

ET={yeY; (z,y) € B}, x€X,
E={reX; (v,y) € B}, yeY.

Tyto mnoziny se nazyvaji rezy.

Véta 2.11 (Fubiniova véta). Necht n,m € N, E C R"™™ je Lebesgueovsky meéritelnd mnoZina a
f: E — R je Lebesgueovsky mévitelnd funkce. Predpokladejme, Ze integrdl

l/‘ftuy)dA"+m
M

ma smysl. Potom vSechny integrdly nize maji smysl a plati

Lraven= [ ([ separo)we=[ ([ fepwo)ome. e

Specidlné, je—li f > 0 nebo je jeden z integrdli

L [ ([ ireiaonm) o, [ ([ realoee ) av)

koneény, pak plati (2.1).

2.3. Véta o substituci

Definice. Necht G C R" je oteviena mmnozina a p; € C'(G), i = 1,...,n. Uvazujme funkci
©=(p1,...,0n) : G — R™ Pak Jacobiho matice zobrazeni ¢ v bodé t je matice

i )n
t) .
(8:10]-( ij=1

Pokud méa Jacobiho matice zobrazeni ¢ v kazdém bodé t € G hodnost n, pak fekneme, Ze ¢ je
reguldrni a determinant Jacobiho matice nazyvame jakobidnem zobrazeni ¢ v bodé t a znacime jej

Jo(b).

Véta 2.12 (O substituci). Necht G C R™ je otevFend mnoZina a ¢ : G — R™ je prosté reguldrni
zobrazeni. Necht f je funkce na E C ¢(G). Potom

/ f(2) A" (z) = / RCOLACENG
E e Y(E

pokud alesponi jedna strana md smysl.



Véta 2.13 (o polarnich soufadnicich). Necht G = {(r,a) € R% r > 0,a € (—7,7)} a zobrazeni
¢ : G — R? je ddno predpisem ¢(r,a) = (rcosa,rsina), (r,a) € G. Pak ¢ je prosté requldarni
zobrazeni a |J,(r,a)| =1 pro (r,a) € G. Je-li E C R? a f funkce na E, pak

/ f(z,y) d\?(z,y) = / r- f(rcosa,rsina) d\?(r, a),
E Gne~1(E)

md—li alespomi jedna strana rovnosti smysl.

Véta 2.14 (o vélcovych soufadnicich). Necht G = {(r,a,2) € R® r > 0, € (—m,m)} a zobrazeni
¢ : G — R3 je dino predpisem o(r,a,2) = (rcosa,rsina, z), (r,a,z) € G. Pak ¢ je prosté
reguldrni zobrazeni a |J,(r,a)| = pro (r,a,z) € G. Je-li E CR? a f funkce na E, pak

/ flz,y, z) d)\S(x,y,z) :/ r- f(rcosa,rsina, 2) d)\3(r,a,z),
E Gre—1(E)

md—li alespoti jedna strana rovnosti smysl.

Véta 2.15 (o sférickych soufadnicich). Necht G = {(r,a,8) € R3 r > 0,a € (—m,m),3 €
(—7/2,7/2)} a zobrazeni ¢ : G — R3 je ddno predpisem o(r, o, 3) := (r cos acos 3, r sin acos 3, r sin 3),
(r,a, 3) € G. Pak ¢ je prosté reguldrni zobrazeni a |J,(r, o, B)| = r*cos 8 pro (r,a, 3) € G. Je-li

E CR3 a f funkce na E, pak

/ flz,y,2)dN(2,y, 2) = / 72 cos 3 - (r cos acos 3,7 sin acos B, rsin B) AN3(r, a, ),
E Gne~1(E)

md—li alespoti jedna strana rovnosti smysl.

2.4. Prohozeni integralu a limity, integralu a rady

V celé této sekci je (X, A, p) prostor s mirou.

Definice. Necht E je mnozina a pro j € N je f; : E — R funkce. Rekneme, 7e posloupnost {5
konverguje skoro vSude na E k funkci f : E — R, pokud E € A a existuje F' C F takova, Ze
file — flra A"(E\ F) =0.

Rekneme, Ze Z;’;l f; konverguje skoro vsude na E, pokud posloupnost ¢astecnych soucti

{Z;\;l [ 13-, konverguje skoro viude na FE.

Véta 2.16 (Leviho véta). Necht E € A a pro j € N je f; : E — R méFitelnd funkce. Necht
posloupnost funkci {fj};?ozl bodové konverguje na E a spliiuje fE fidu>—0af1 < fa<.... Pak

/lim fidp = 'lim/fjd,u.
i i— Jg

Véta 2.17 (Lebesgueova véta). Necht E € A a pro j € N je f; : E — R méfitelnd funkce. Necht
posloupnost funkci { f; 524 konverguje bodové skoro vSude na E. Necht existuje integrovatelnd funkce
g: E — R (takzvand majoranta) takovd, Ze

|fi(@)| <g(z), jeEN, z€kE.

/ lim f;dp = lim / fidp.
g J—oo j— g
Disledek 2.18 (Lebesgueova véta pro fady). Necht E € A a pro j € N je f; : E — R méFitelnd

funkce. Necht 2511 f; konverguje skoro vsude na E. Necht ezistuje integrovatelnd funkce g : E — R
(takzvand majoranta) takovd, Ze

N
> fi@)| <glx), NeN zeE.
j=1

Pak

/ngjdu:ifgfjdu'



Disledek 2.19. Necht E € A a pro j € N je f; : E — R méritelnd funkce. Necht je splnéna jedna
z ndsledugicich podminek

(i) f; =aq’, kde a, q jsou me¥itelné funkcee, |q <1 a [, 145 du konverguje
(i1) 3, S 1fildp < 0o nebo IEZJ |fildp < oo,
(’LZZ) fj = (71)jhj, hj — 0, hi>hy>h3>...>0 afEhld,u<oo

Pak tada Zjil f; konverguje skoro vsude a plati
[>tan=>"[ ran
B =/E

2.5. Integraly zavislé na parametru

V celé této sekci je (X, A, p) prostor s mirou.

Vé&ta 2.20 (Spojitost integralu zavislého na parametru). Necht E € A, a € R" a necht U je
oteviend mnozina obsahugjici bod a. Necht funkce f : U x E — R md ndsledujici vlastnosti:

(i) Pro skoro vSechna x € E je funkce U 5t — f(t,x) spojitd v a,
(#i) pro vSechna t € U je funkce E > x — f(t,x) méFitelnd,
(#ii) existuje integrovatelnd funkce g na E tak, Ze pro vSechnat € U a x € E je |f(t,x)| < g(x).

Potom pro vSechna t € U je E > x — f(t,x) integrovatelnd a funkce

F(t) ::/Ef(t,x) dp(z), teU

je spojitd v bodé a.

Véta 2.21 (Derivace integralu zavislého na parametru). Necht E € A a I C R je otevieny interval.
Necht funkce f : I x E — R md ndsledujici vlastnosti:

(i) Pro skoro vSechna x € E md funkce I 5t f(t,x) vlastni derivaci na celém intervalu I,
(ii) pro vSechna t € I je funkce E > x — f(t,x) méFitelnd,
(iii) existuje integrovatelnd funkce g na E tak, Ze pro vSechnat € I a x € E je ‘%(t, x)‘ < g(x),
(iv) existuje tg € I tak, Ze funkce E > x — f(tg,x) je integrovatelnd.

Pak pro vSechna t € I je funkce E > x> f(t,x) integrovatelnd, funkce

F(t) = / ft,z)du(z), tel
E
md vlastni derivaci na celém intervalu I a plati

F'(t) = : %(t,z) dp(z), tel.

Definice. Funkci Gamma definujeme na intervalu (0, co) predpisem

oo
I'(s) ::/ e "z 'dz, s€(0,00).
0

Funkei Beta definujeme na (0, 00) x (0, 00) pfedpisem

B(p.q) := / (1 —2)1 7 dr, (pg) € (0,00).

Tvrzeni 2.22 (Vlastnosti funkce Gamma). (i) I'(s) € (0,00), s € (0,00);



() T'(1) =1 a pro kazdé s € (0,00) plati I'(s + 1) = sI'(s). Specidlné, I'(n + 1) = n! pro kazdé
n € N;

(i) T € C*(0,00), k € N;

(iv) T je ryze konvexni na (0,00);
(v) lim, o+ I'(s) = lims_,0o I'(s) = 400;

(vi) T(3) = V.

Tvrzeni 2.23 (Vlastnosti funkce Beta). (i) Pro kaZdé p,q € (0,00) mdme B(p,q) € (0,00);
(i) pro kaZdé p,q € (0,00) mdame pB(p,q+ 1) = ¢B(p+1,q);

(1ii) pro kazdé p,q € (0,00) mdme B(p,q) = FF(ZEE;%) (specidlné B(p,q) = B(q,p));

(iv) B € C*((0,00) x (0,00)), k € N;
(v) B(1—s5,5)=T(s)I'(1 —s) ===, s€(0,1).

sinms’

Tvrzeni 2.24 (objem n-rozmerne koule). Necht je ddna n-rozmérnd koule B(0,R) C R"™. Pak
n ﬂ_n/2 n
AY(B(0, R)) = wizmm B

Tvrzeni 2.25 (Stirlingiv vzorec).

lim —~ (f)sr(s +1) = V.



3. Fourierovy rady

Definice. Funkce Z _olay cos(nx) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometricky polynom.
Rada 3°°° (a, cos(nx) + b, sin(nz)) se nazyva trigonometricka rada.

Tvrzeni 3.1. (i) Jsou-li f,g € {1,cosx,sinz,cos2z,sin2zx...} a f #g, pak [*_fg=0.
(i) [© 1-1de=2m, [" cos(nz)cos(nz)dz = ["_sin(nz)sin(nz)dz =7, n € N.

Znaceni. Mnozinu v8ech 27-periodickych realnych funkci, které jsou integrovatelné na intervalu
[0, 27r] budeme znad&it P([0, 27]).

Definice. Necht f je realna funkce definované na (—m, ). Cisla

ap = — f(z)cos(nz)dx pron =0,1,2,

b, = — f(z)sin(nz)dz pron =1,2, ...

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
Rada -
Sf(x) = 4 Z(an cos(nx) + by sin(nz)), =z €R
2 n=1

se nazyva Fourierova Tada funkce f. Budeme tuto skutecnost znadit

~

?0 Z: ap cos(nzx) + by, sin(nx)) .

Pro N € NU {0} dale definujeme c&dsteény soucet Fourierovy Tady funkce f piedpisem

N
Snf(z) = ?0 Z ap, cos(nz) + by sin(nz)), = €R.

Tvrzeni 3.2. Necht f € P([0,27]) a mdme posloupnosti (an)5q, (bn)2, spliiujici, Ze
@+ Z(an cos(nx) + by sin(nz)) = f(z), z € R,
n=1

pricemZ fada nalevo je stejnomeérné konvergentni. Pak ag, an, b, (n € N) jsou Fourierovy koeficienty
funkce f.

Poznamka. Je-li funkce f € P([0,27]) licha (resp. suda), plati totéz o kazdé z funkei f(x) cos(nz),
zatimco vechny funkee f(z)sin(nx) jsou sudé (resp. liché). Vidime tedy, ze pokud je funkce f
licha, pak an =0,n>0ab, =2 fo ) sin(nz). Pokud je funkce f sud4, pak b, =0, n > 1 a
an = 2 [ f(z)cos(nz), n > 0.
Pokud Je an =0, n >0 (resp. b, = 0, n > 1), hovofime nékdy o liché nebo sinové (resp. sudé
nebo cosinové) Fourierové fads funkce f.

Poznamka. Kazdou funkci f definovanou na intervalu I délky 27 spliiujici || ; [ < 00 lze periodicky
rozsifit na f € P([0,2n]); Fourierovu fadu takto rozsifené funkce nékdy nazyvame Fourierovou
fadou funkce f v intervalu I.

Podobné lze kazdou funkci f definovanou v intervalu (0, ) spliujici fO7T f < oo roz&ifit jak na
lichou, tak i na sudou funkeci z P([0, 27]). Pfislusnou Fourierovu fadu nazyvame lichou resp. sudou
Fourierovou tTadou funkce f. Analogickou terminologii miZeme pouZit pro funkce definované na
intervalu (—,0).
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Poznamka. Z vysledki o 2m-periodickych funkcich dostavame automaticky vysledky o C-periodickych
funkcich (C' > 0). Vskutku, mame-li C-periodickou funkei f(z), pak predpis g(x) := f(Cx/27) de-
finuje funkci 27-periodickou a teorii muzeme aplikovat na funkci g. Fourierovy koeficienty funkce f
jsou pak definovany jako

cy2 0/2
an ) cos(2mnx/C b, / ) sin(27wnz/C
C/C/z /C)dz e c/2 /C)dz

Fourierova rada funkce f je fada

oo
% + Z (an cos(2mnz/C) + by, sin(2mnz/C)) .

n=1
Definice. At [a,b] C R je interval. Funkce f : [a,b] — R se nazyva po édstech hladkd, jestlize
existuji body a = pg < p1 < ... < p, = b takové, ze f € C'([pi_1,pi]) (tj. pro kazdé i = 1,...,n je
f € C([pi—1,pi]), derivace funkce f je spojita funkce na (p;—1,p;) a méa v krajnich bodech vlastni
jednostranné limity).

Funkce f : [a,b] — R se nazyva po cdistech monotonni, jestlize existuji body a = pg < p1 < ... <

pn = b takové, Ze f je na kazdém intervalu [p;_1, p;] monotonni.

Znaceni. Necht a € R a f je redlné funkce definovana na néjakém okoli bodu a. Znaéime
flat) = lm f(), fla-):= lm f(a),
pokud tyto limity existuji.

Véta 3.3 (Konvergence Fourierovy fady). Necht f € P([0,27]), (a,b) C R a f|,4 je po cdstech

hladkd nebo po cdstech monotonni. Pak pro kaZdé x € (a,b) plati Sf(z) = %

Navic, pokud je tato funkce spojitd na (a,b), pak Fourierova Fada stejnomérné konverguje na
kazdém uzavieném intervalu leZicim uvniti (a,b). Specidlné, je-li b — a > 2w, pak Fourierova fada
funkce [ stejnomeérné konverguje v celém R.

Vé&ta 3.4 (Parsevalova rovnost). Necht f f?(x) do konverguje. Pak

1 2 % N 2
- f( dx—; Za—kb

T J—m

kde ag, an, by, (n € N) jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

Vé&ta 3.5 (Primitivni funkce pomoci Fourierovych koeﬁcientu) Necht fe 73([0, 27]) a necht f(x) ~
2 4 3> (an cos(nx) + by sin(nx)) . Uvazume funkei F(z) = [ f(t)dt — Jaoz, © € R. Pak F €
P([0,27]), Fourierova fada funkce F je urdena jako

o0 (o] .
—b,, cos(nx) + a,, sin(nx
S by 3 hcoton) ¢ asinio)
n=1 n=1

a tato Tada stejnomérné konverguje k funkci F na (—o00,0).
Specidlné,

(i) pokud jsou viechny Fourierovy koeficienty funkce f nulové, pak f =0 skoro vSude;
(i) plati

/w f(t)dt = i fo + i “bucos(nz) + (an + (-)"ag)sin(na) g
0 n=1

n

a Fourierova fada funkce [—m,7] 3z — fo t) dt konverguje a je uréena vzorcem (3.1).
(#ii) pokud je funkce f spojitd na intervalu (a,b) C [—m, 7], pak funkce (a,b) > x — foz ft)dt
(popsand dvéma rizngmi vzorci vyse) je primitivnd funkce k f na (a,b).
Véta 3.6 (Derivace Fourierovy fady). Necht f 6 73([0 27]) a f € CH(—m,7) a necht f(z) ~
2 4+ 3> (an cos(nx) + by sin(nx)) . Necht [ |f'(z)|dz < co. Pak Foumemva fada pro f' se
ziskd z Fourierovy fady pro f derivaci élen po clenu ty.

oo

JHOE Z(fnan sin(nx) + nb, cos(nx)).

n=1
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