1. Taylortv polynom - aplikace

1.1. Opakovani z minulého semestru

Definice. Necht f je funkce, n € N, a € R a existuje vlastni f(™ (a). Pak polynom
1
T () = f(a) + f'(a) (@ —a) + - + gf(")(a)(x —a)"

nazyvame Taylorovym polynomem Fadu n funkce f v bodé a.

Véta 1.1 (Charakterizace Taylorova polynomu). Nechtn € N, a € R a necht md funkce f v bodé a
vlastni n-tou derivaci. Potom polynom T1%(z) je jediny polynom stupné nejuyse n spliujici

L f@) - Tf)
T—a (Jj — a)”

=0.

Daisledek 1.2. Nechtn € N, a € R a necht md funkce f v bodé a vlastni n-tou derivaci. Potom
fla) =T (@) + w(z)(z —a)",
kde lim,_., w(z) = 0.

Véta 1.3. Nechtn € N, a € R, r > 0 a necht md funkce f v kaZdém bodé¢ intervalu (a — r,a + r)
vlastni derivaci 7ddu (n + 1). Pak

rn+1

(n+1)
sup |f y)|.
(n+1)! \y—a\<r| ( )|

IA

Ve e (a—ra+r): |f(z)—TH(x)]

Véta 1.4 (Tayloruv polynom zakladnich funkei). Necht n € NU {0}, pak

2
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1.2. Priklady

1. Odhadnéte absolutni chybu aproximace danych funkci na danych intervalech:

a) sine ~ x — %, xe[-1/2,1/2]
2. Spoététe /5 s presnosti 10~*
3. Najdéte Taylorav polynom 5-tého Ffadu v bodé 0 pro funkci cos(sin z).

4. Spoctéte limitu
22
. cosxr—e 2
lim ——
x—0 £E4

5. VySetrete konvergenci rfady

[e%S)
1 1 1
Z{ﬁ+log< 1+n_\/ﬁ>:|

n=1



2. Primitivni funkce

Znaceni. Necht I je interval a n € N. Budeme pouZivat znacdeni
C(I):={f:I—R; fjespojita na I};
C*"(I):={f:I—R; f ma spojitou n-tou derivaci na I}.

Symbol f € C([a, b]) znamené, Ze interval [a, b] je omezeny a funkce f je na tomto intervalu spojita.

2.1. Zakladni vlastnosti

Definice. Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném intervalu I. Rekneme, 7e funkce
F je primitivni funkci k f na I, jestlize pro kazdé x € I existuje F’'(z) a plati F'(z) = f(x).

Vé&ta 2.1 (vlastnosti primitivni funkce). Necht funkce F je primitivnt funkce k funkci f na neprdzd-
ném otevieném intervalu I. Pak:

(a) F je spojitd na I.
(b) Pro kazdé c € R je F + ¢ primitioni funkce k f na I.

(¢) Pokud G je primitivnt funkce k f na I, pak existuje c € R takové, Ze F(x) = G(x)+ ¢ pro kazdé
xel.

Véta 2.2 (vztah spojitosti a existence primitivni funkce). Necht I je neprdzdny otevieny interval
a f€C(I). Pak f md na I primitivnd funkci.

Véta 2.3 (Darbouxova vlastnost derivace). Nechl funkce f md na neprdzdném otevieném intervalu
I primitivnt funkci. Pak md f na I Darbourovu vlastnost, tj. f(J) je interval, kdykoli J C I je
interval.

Znaceni. Fakt, Zze F' je primitivni funkce k f na neprazdném otevieném intervalu I, znac¢ime
symbolem

/f(m)dx £ F(x), zel.
Symbol [ f(z)dz oznacuje mnozinu vsech primitivnich funkef na k f na I.

Véta 2.4 (linearita primitivni funkce). Necht funkce g, f maji na neprdzdném otevieném intervalu
I primitiong funkci. Potom pro a, 3 € R je

[af@+ 9@ ds=a [ f@)de 5 [ gla)da.

Vé&ta 2.5 (prvni véta o substituci). Necht F je primitivni funkce k f na (a,b). Necht ¢ : (o, 5) —
(a,b) je funkce, kterda md v kaZdém bodé t € (o, B) vlastni derivaci. Pak

/ Fe(®)g () dt £ Fo(t)), ¢ € ().

Vé&ta 2.6 (druh4 véta o substituci). Necht ¢ : (o, 8) — (a,b) md v kaZdém bode nenulovou vlastni
deriwaci a ¢ (o, 8)) = (a,b). Necht f je funkce definovand na intervalu (a,b) a plati

/ Fp®)e () dt £ G(t), € (a,).
Pak
/f(ac) do = G((p_l(x)), x € (a,b).

Véta 2.7 (integrace per partes). Necht I je neprdzdng otevieny interval o f,g € C(I). Necht F je
primitiont funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na I. Pak plati

/g(m)F(m) de = G(z)F(z) — /G(m)f(x) dz, zel.

Véta 2.8 (lepeni). Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b), ¢ € (a,b) a F je funkce spojitda v
bod¢ ¢, splniugici F'(x) = f(x) pro x € (a,b) \ {c}. Pak F je primitioni k f na (a,b).



2.2. Integrace racionalnich funkci

Definice. Racionéalni funkci rozumime podil dvou polynomi, kde polynom ve jmenovateli neni

identicky roven nule. Racionéalni funkce R(z) = ggg je definovana na libovolné podmnoziné R,

ktera neobsahuje zadny kofen polynomu Q.

Véta 2.9 (rozklad na parcialni zlomky). Necht P, Q jsou polynomy s redlngmi koeficienty takové,
Ze

(i) st P <stQ,
(i) Q(x) = an(z — )P ... (x — xp)P* (2 + anz + f1) 0 ... (2 + agz + B) %,
(i%i) an, T1,..., Tk, @1,...,00,01,...,0 €R, a, #0, k,l € NU{0},

(“)) P1y---sPky q1y-- -5 q1 €N7

v) Zddng z mnohodlend x> + a1z + B, ..., 12 + aqx + B nemd redlng kofen
Y > , Y s
vi) Zddné dva z mnohoclentd x — x1, x — xa,...,x — T, nemaji spolecny koren.
) ) ? ) j p y
Pak existuji jednoznacéné urcend c¢isla Al,. .. 7A11>17 AR A];w Bl Cf,. .., B;l, C’;l, ..., BL,
ct,..., lem C’le takovd, Ze plati
1
P(x) = A% +...+L
Q(z) z—m (x — zq)P1
Al Ay
44 1 I L —
T — T (x — xp)Pr
1 1
M+...+ Byr+C4 4+
22+ ajx + O (22 + oz + By
Blz +Ct . Bur+ G

st AL S R
2+ oz + G (22 + oy + Gy

pro viechna x € R splitujici Q(x) # 0.

Poznamka (postup pii integraci raciondlni funkce). Necht je zadana racionélni funkce R(z) =
2237 kde P a @ jsou polynomy, Q #Z 0. P¥i vypoc¢tu primitivni funkce f R(z)dz na libovolném
intervalu I, ktery neobsahuje zadny z kofenii polynomu @, pak postupujeme podle nésledujici

0sSnovy:

1. krok: vyjadiime funkci R(x) ve tvaru R(x) = Py(x) + IZ;((;)), kde st P, < st @ pro viechna z € R,

Q(x) # 0;
Ps(z)

2. krok: provedeme rozklad funkce Oy Da parcialni zlomky podle Véty 2.9;

3. krok: integrujeme jednotlivé parcidlni zlomky podle nasledujicitho navodu.

-

C{ L __A__ e (—00,a)nebo z € (a,00), je-lin > 1;

(a) Je-li

kde A € R an €N, pak

Tn (m—a)n 1>

Aloglr —al, =€ (—o0,a)nebo x € (a,00), je-lin=1.

(b) Je-li
B
I:/gg;zuigd%
(2 + ax + ()2
kdege N, a,feRa g — %az > 0, pak nejprve vyjadiime I ve tvaru

B 2z + Ba 1
I_5/(x2+ax+ﬁ)qdm+(c_7)/(x2+oz:c+ﬁ)qu'



Oznacime-li

2r+ « 1
L= | —————d L= ———d
! /(x2+aﬂc+5)q S /($2+a$+ﬂ)q o

potom

1 T
1, < ) Towrarper TER jelig>1,
log(z? + ar+B), z€R, jeliqg=1.

Dale plati

24

Vih—a?

12/((x+g)zl+ﬁcf)qu(ﬂlcf)q/K 1>2+1qu~

Pro vypocet posledniho integralu vyuZijeme prvni vétu o substituci. PoloZime ¢(x) = \/2%,
—

takze ¢ (z) = ——=2 a obdrzime

4B—a?’

1 2 1
/ ) s~ s [
x 5 +1

Vo-st
1

Pro integral [ WD dy je k dispozici rekurentni vzorec ziskany integraci per partes:

y>+1)¢
/ L iy < arct (v)
———— dy = arc ,

1 Y 2g—1 1
——dy = d 1.
/ DY T g T 2 / i@ 17

2.3. Neékteré uziteéné substituce

Poznamka (racionalisace integrali s exponencialou a s logaritmem). Af R je racionalni funkce.
(a) Pro prevod integralt tvaru [ R(e*)dt (kde a € R\ {0}) na integraci racionalni funkce lze

at

vyuzit substituci p(t) = e®.
(b) Pro pfevod integrala tvaru [ M dt na integraci racionalni funkce lze vyuZit substituci

o(t) = logt.

Znaceni. Ve zbytku této kapitoly budeme symbolem R(z,y) znacit racionalni funkci dvou

proménnych, tj. R(z,y) = géi,zg7 kde

N1 N2
P(z,y)= Y agz'y!, Qz,y)= Y byz'y.

i,j=0 1,5=0

Poznamka (racionalisace trigonometrickych integralit). Pro prevod integralii tvaru [ R(sint¢, cost) dt
na integraci racionélni funkce Ize vyuZit jedné z nasledujicich substituci:
(a) vzdy lze uzit substituci ¢(t) = tg(%), t € (—m,7),
(b) pokud R(a,—b) = —R(a,b), lze uzit substituci ¢(t) = sint, t € R,
(¢) pokud R(—a,b) = —R(a,b), pak lze uZit substituci p(t) = cost, t € R,
(d) pokud R(—a,—b) = R(a,b), pak lze uzit substituci ¢(t) = tgt, t € (=7, ).

Poznamka (racionalisace integrald s odmocninou). Necht ¢ € N, a,b,¢,d € R, ad # be. Potom

at+b

e d)%) dt, na integraci racionalni funkce lze vyuZit substituci

pro pievod integrali tvaru [ R(¢, (
1

p(t) = (2£8)a.

Poznamka (racionalisace integrali tvaru [ R(¢,vat? + bt + ¢)dt). Necht a,b,¢ € R, a # 0. Po-

tom pro pievod integralii tvaru [ R(t,vat? + bt + ¢) dz na integraci racionalni funkce rozlisujeme
nasledujici pfipady:




(a) Necht ma trojclen at? + bt + ¢ dvojnasobny redlny kofen « a plati at? + bt + ¢ = a(t — a)?.

Ma4-1i mit uloha smysl, musi platit a > 0. Pak ale

Vat? + bt +c=+/alt — al.

(b) Necht ma trojclen at® + bt + ¢ dva rtizné realné kofeny a1, s, aq < a9 a plati at? + bt +c¢ =
a(t —aq)(t — az). Je-lia > 0, pak pro t € (—o0, 1) a t € (g, 0) plati

Vat? + bt +c = /a(t — o1)(t — az)

tf
= Valt — o] @
t—a1

Je-li a < 0, pak pro t € (aq, ) plati

Vat? + bt +c=/(—a)(t — a1)(az — t)

Ozg—t
= —a(t—al),/t_al.

V obou piipadech jsme tedy zadani prevedli na tlohu nalézt primitivni funkei [ R(¢, (‘jttidb)%) dt,

jejiz TfeSeni jiz zname. Pov8imnéme si, Ze v obou pfipadech je splnéna podminka ad # bc, nebot v

prvnim piipadé plati ad = —a; a bc = —a, zatimco ve druhém piipad€ plati ad = a3 a bc = as.
(c) Polynom at? + bt + ¢ nema realné koreny. Ma-li mit tiloha smysl, musi platit a > 0 a ¢ > 0.

V tomto pfipadé lze uzit jednu z takzvanych Eulerovych substituci

Vat2 +bt +c=+at+x nebo +at2+bt+c=tr++/c




3. Newtoniiv a Riemanntiv integral

3.1. Newtoniv integral

Definice. Necht a,b € R*, a < b. f{ekneme, 7ze Newtontv integral z funkce f na intervalu
(a,b) existuje, jestlize

e f méa na (a,b) primitivni funkci (oznac¢me ji F),
e existuji limity lim, .o, F(z) a lim,_;_ F(x) (nikoli nutné vlastni);
e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*.

Hodnotou Newtonova integralu z funkce f na intervalu (a,b) pak rozumime prvek

b
(N)/ fl@)de = xlinl;l, F(z) — lim F(z).

T—a4

Pokud a > b, pak klademe (N) f; f(@)dz = — [} f(z)dx. Pro a € R* definujeme (N) [ f(z)dx =
0. Jestlize (N) fj f(x) dz existuje vlastni, pak fikdme, Ze integral je konvergentni. Neni-li integral
konvergentni, fikdme, Ze je divergentni.

Poznamka. Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definované na intervalu (a, b). Pak nastava
pravé jedna z nasledujicich moznosti:

neexistuje,

b =
(N)/a f(w) da existuje ¢ = —o0,

Znac&eni. Necht a,b € R*, a < b. Mnozinu vSech funkei f : (a,b) — R, které maji na intervalu
(a,b) konvergentni Newtoniv integral, zna¢ime symbolem AN (a, b).

Umluva. Je-li (a,b) C D(f), pak symbol f € N(a,b) znamena fleap) € N(a,b).
Znaceni. Necht funkce F' je definovana na (a,b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jednostranné

limity lim, .4 F(z) a lim,_,— F(z). Potom budeme znadit F(a+) = lim,_q4 F(x), F(b—) =
lim, ., F(z) a [F]} = F(b—) — F(a+), pokud mé4 rozdil smysl. Budeme ob¢as psat [ misto () .

a

Priklad.
L [a%rlxo‘“](l) =, ac(-1,00) (konverguje),
(N)/ % dr = [ﬁx““]}) =00, «a€(—o0,—1) (diverguje),
0 [log z]§ = oo, a=-1 (diverguje).
- [a%‘_lxa“]j’o =00, «a€(—1,00) (diverguje),
(N)/ 1% de = { [Zgao T = =4, a€(—oo,—1) (konverguje),
! [log ]3° = oo, a=—1 (diverguje).

Znac&eni. NemiiZe-li dojit ke zmateni, piSeme f; f misto (V) fab f(z)dz.

Vé&ta 3.1 (vlastnosti Newtonova integralu). Necht a,b € R*, a < b.
(a) Pro a € R plati ndsledugici rovnosti, pokud pravé strany rovnosti maji smysl

/:f+g/abf+/abg, /abozfa/abf-

(b) Jestlize f,g € N(a,b) a f < g, pak f;f < f;g
(c) Jestlize f € N(a,b)NC((a,b)), pak ff |f] existuje a

L < I



(d) Necht a,b,c € R*, a < b < c. Jestlize f € N(a,c), pak f € N(a,b) NN (b,c) a plati

c b c
[-[fs
a a b
(e) Nechta,b,c € R*, a < b < c. Necht f je spojitd vb. Pak f € N(a,b)NN(b,c) & f € N(a,c).
(f) At f € N(a,b). At {an}, {bn} jsou posloupnosti z (a,b) spliujicilima,, = a, limb,, = b. Pak

b bn
/ f= lim 1.

(g) At f € N(a,b) am < f(z) < M pro z € [a,b]. Pak
b
m(b—a)g/ F<Mb-a).

(h) At f € N(a,b), c € (a,b). Pak (z— [T f(t)dt) = f(z) pro x € (c,b).

Vé&ta 3.2 (per partes pro Newtonuv integral). Necht a,b € R*, a < b, a necht f a g jsou funkce
definované na (a,b). Necht F je primitioni funkce k funkci f na (a,b) a G je primitivni funkce

k funkci g na (a,b). Potom plati
b b
| Fo=trar- [ .

Vé&ta 3.3 (substituce pro Newtontv integral). Necht a,b,a, 3 € R*, a < b a o < 3. Necht | je
funkce definovand na (a,b) a necht ¢ je funkce definovand na («, 3). Necht ¢ md vlastni nenulovou
derivaci na (o, ) a necht plati p((o, 8)) = (a,b). Potom

/abf=/j(fos0)|<p’|7

jestlize md pravd strana smysl.

md-li alespon jedna strana smysl.

3.2. Riemanniv integral
Definice. Koneénou posloupnost {z;}7_, nazyvime délenim intervalu [a, b], jestlize plati
a=x9g<x1 < -<xp ="
Body o, ..., 7, nazyvame délicimi body. Normou déleni D = {z;}7_, rozumime &islo
v(D) =max{z; —zj_1;j=1,...,n}.

Definice. Necht f je omezend funkce definovana na intervalu [a,b] a D = {z;}7_, je délenf [a, b].
Oznacme

S(f,D) = ZMj(x]— —xj_1), kde M; = sup{f(z);z € [xj_1,x,]},
j=1

S(f,D)= ij(xj —xj_1), kde m; = inf{f(z);x € [z;_1,2;]},
j=1

b
/ f(z)dz = inf{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b},

b
/ f(z) dx = sup{S(f, D); D je délenim intervalu [a,b]}.



Definice. Rﬁneme, 7e omezen4 funkce f na intervalu [a, b], a < b, ma Riemanntv integral od a
do b, pokud f;f(x) dx = f;f(x) dz. Hodnota integralu f od a do b je rovna této spole¢né hodnoté.
Znac¢ime ji (R) f; f. NemiZe-li dojit ke zmateni, piSeme f{f f misto (R) f; f(x)dx. Jestlize a > b,
definujeme fab f(@)dz = — [} f(x)da. V pripadé, Ze a = b, definujeme fab f(z)dz = 0.

Poznamka. Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b], ktera ma Riemanniv integral
od a do b. Pak hodnotu integralu mizeme urc¢it nasledujicim zptsobem.

e pro kazdé n € N zvolime déleni D,, = {2, }k" tak, ze lim v(D,) = 0;

n—oo

e prokazdé n e Naie{l,... k,} zvolime ¢, ; € [T i—1,Tn;

Pak lim,, 21‘21 f(Cm)(l‘nL - xn,i—l) = f; f(z)da.

Definice. Necht a,b € R. MnoZinu vSech funkci, které maji Riemannuv integral od a do b, zna¢ime
R([a,b]). Pokud [a,b] C D(f), potom symbol f € R([a,b]) znamena, Ze |4 € R([a,b]).

Priklady. (a) Existuje funkce, ktera je Riemannovsky integrovatelna, ale neni Newtonovsky inte-
grovatelna (napiiklad | sgn x| na intervalu [—1, 1]).

(b) Existuje funkce, ktera je Newtonovsky integrovatelna, ale neni Riemannovsky integrovatelna
(napriklad % na intervalu (0, 1) dodefinovana libovolnou hodnotou v bodé 0).

Véta 3.4 (spojitost a riemanniv integral). Necht f € C([a,b]). Potom f € R([a,b]).

Vé&ta 3.5 (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Nechta,b € R, a < b, a necht f € R([a,b])N
N(a,b). Potom

® [  fla)dr = () / ' fla)d.

Disledek 3.6 (spojitost a existence Riemannova a Newtonova integralu). Necht f € C([a,b]).
Potom f € R([a,b]) " N(a,b) a

(R) /  fla)dr = () / ' f(a)d.

3.3. Konvergence Newtonova integralu

Véta 3.7 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro funkce). Necht a € R* a necht g > 0. Necht
funkce f je definovdna na P(a,dy). Potom existuje vlastnilim,_, f(x) prdvé tehdy, kdyz je splnéna
ndsledujici Bolzanova—Cauchyova podminka:

Ve > 030 >0Vr,y € Pla,d): |f(z)— fy)] <e.

Disledek 3.8 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro integréil). Necht f € C([a,b)). Pak f € N(a,b)
prdvé tehdy, kdyz plati
T2
/ f ‘ <e.
Ty

Poznamka. Tvrzeni Disledku 3.8 plati s pfislusnymi tipravami i pro intervaly typu (a, b].

Ve > 03V € (a,b) Vai,x9 € (V,0) :

Véta 3.9 (vztah spojitosti a konvergence Newtonova integralu). Necht a,b € R a f € C((a,b)) je
omezend. Potom f € N(a,b).

Vé&ta 3.10 (srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R, b € R* a
necht a < b. Necht funkce f,g : [a,b) — R spliiuji 0 < f(z) < g(x) pro kaZdé x € [a,b). Necht je
f€C([a,b)) ageN(a,b). Potom f € N(a,b).

Véta 3.11 (limitni srovnéavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R,
b e R*, a <b. Necht f,g jsou spojité nezdporné funkce na [a,b). Jestlize lim,_,;_ f@) (0,00), pak

9(x)
f € N(a,b) prdve tehdy, kdyZ g € N'(a,b).

Véta 3.12 (vztah absolutni konvergence a konvergence Newtonova integralu). Necht a,b € R*,
a < b, a necht je dina funkce f € C((a,b)) spliujici |f| € N'(a,b). Potom f € N(a,b).



Poznamka. Tvrzeni V&t 3.10 a 3.11 plati s pfislugnymi dpravami i pro intervaly typu (a, b].

Véta 3.13 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integralu). Necht' a € R, b €
R*, a < b. Necht f,g € C([a,b)) a g je monoténni na [a,b). Necht F je primitiond funkce k funkci
f na (a,b).

(a) Jestlize f € N(a,b) a g je omezend na [a,b), potom fg € N(a,b).

(b) Jestlize F' je omezend na (a,b) alim,_,_g(z) =0, potom fg € N(a,b).

Poznamka. Tvrzeni Véty 3.13 plati s pfislusnymi tipravami i pro intervaly typu (a, b].
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4. Pouziti urcitého integralu

4.1. Aplikace v matematické analyze

Véta 4.1 (integralni kritérium konvergence fad). Necht ng € N a f € C([ng, +00)) je nezdpornd a
nerostouci. Pak f:: f(z)dz konverguje prave tehdy, kdyz > - no £ (n) konverguge.

4.2. Pouziti v geometrii

4.2.1 Obsah rovinnych obrazcti

(a) Obsah podgrafu spojité funkce
Necht f € C([a, b)), f > 0. Pak obsah podgrafu f je roven éislu f(f f(z) dz. Presnéji,

obsah({(x,y) x € [a,b],0<y< f(z /f

(b) Obsah mnoZiny vytvofené grafy funkci
Necht f,g € C([a b]). Pak obsah mnoZiny bodi leZicich mezi grafy funkci f a g je roven éislu

f lg(x (z)| dx. Presndji,

obsa ({<x,y>; e o)1) £y < glo) nebo o) < < F@)) = [ o) - Sl

Piiklad. Vypoététe obsah plochy ohranicené grafy funkei f(z) = 2% ag(x) = /T prox € [0,1]
Reseni:

W=

(¢) Obsah mnoziny vytvofené parametricky zadanymi k¥ivkami
Méjme parametricky zadanou krivku funkcemi x = @(t), y = 1(t) na intervalu [a, b]. Pak integrdl

vyjadiuje obsah mnozZiny bodu leZicich pod kiivkou.

Pfesnéji, necht o, ¢ € C([a,b]), ¥ > 0 a necht funkce ¢ ma vlastni nenulovou derivaci v kazdém
bodé (a,b). Pak

b
obsaly ({(o(0).): 0 < y < ¥(0).1 € [a,]) ) (1) ] = / Bl (1) dt.

Priklad. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohranic¢eného osou x a kiivkou zadanou para-
metrickymi rovnicemi x = 2sint, y = 2cost, ¢t € [0, 7].
Reseni: 2w

4.2.2 Objem téles

(a) Objem rota¢niho télesa
Necht f € C([a,b]) a téleso vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a,b) kolem osy x. Pak

jeho objem je ddn vzorcem
b
77/ f(z)dx

Presnéji,
b
objem ({w,y,z); relat, VETZ< If(w)|}> = [ fayds
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Piiklad. Vypoctéte objem rotaéniho télesa vzniklého rotaci grafu funkce f(z) = v/9 — 22 na
intervalu [—3, 3] kolem osy .
Reseni: 36w

Priklad. Vypoctéte objem kuZele o poloméru podstavy 2 a vysce 3.
Reseni: 4w (rotace funkce f(z) = 2z)

Je-li graf funkce zaddn parametricky (x = @(t),y = ¥ (t), t € [a,b]), pouZije se vzorec

() dt‘.

Presnéji, necht ¢, 1 € C([a,b]) a funkce ¢ ma vlastni nenulovou derivaci v kazdém bodé (a, b),
pak

aviem ({(p(0.0021: 1€ ), VT 7 < o)) =a] [

Priklad. Vypoctéte objem koule o poloméru r > 0.
Reseni: 3mr3 (dvakrdt rotace grafu x(t) = rsint, y =rcost, t € [0,7/2])

4.2.3 Délka krivek

Definice. Necht n € N, a,b € R, a < b. KFivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : [a,b] — R"
takové, 7e ¢ = (p1,...,pn) je t¥idy CY, tj. ¢; € C1([a,b]) proi=1,...,n

Definice. Pro z,y € R" definujeme vzdalenost mezi = a y jako ||z — y|| = />, (zi — y:)*.

Definice. Necht ¢: [a,b] — R™ je kiivka. Délkou kFivky ¢ rozumime hodnotu
L(p) = sup{L(p, D); D je dé&leni intervalu [a, b]},

kde pro déleni D = {z; }2?:0 intervalu [a, b] definujeme

k
ZH@ zj-1) — ()]

Véta 4.2 (délka kiivky). Nechl ¢ = (¢1,...,¢n) : [a,b] — R™ je kfivka. Potom plati

-/ RO

Poznamky.

e Pokud f € C*([a,b]), pak dostéavame

b
délka grafu funkce f = / V14 f(x)?da.

Piiklad. Spoctéte délku kiivky y = arcsinz + V1 — 2%,z € (-1, 1).
Reseni: 4

e Pokud je kiivka zadan4 polarng, tj. x = r(t) cost, y = r(t)sint pro t € (o, 8) ar € C(|a, A]),
pak délka kfivky se spocte jako

B
/ (02 (02 dt.

Piiklad. Odvodte vztah pro délku kruznice.
Reseni: 2r R (délka kiivky x = Rcost, y = Rsint, t € (0,27))
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4.2.4 Povrch rotac¢niho télesa

Definovat povrch télesa je pomérné slozité a v tomto kursu to délat nebudeme. Heuristické tvahy
nés mohou dovést k tomu, jaky vzorec by mél platit pro povrch rotacnich téles. Tento vzorec v
tomto kursu pouzijeme jako definici.

Definice (povrch plasté rotacniho télesa). Necht f € C!([a,b]). Oznacme T = {(z,y,2); = €

[a,b], /32 + 22 < |f(x)|}. Pak
b
povrch plaste (T') := 277/ |f(@)|V/1+ (f (x))? da.

Piiklad. Naleznéte povrch rotacniho télesa vzniklého rotaci kiivky y = 23, |x| <1 kolem osy .
Reseni: Zm(10%/2 —1)

Definice (povrch plasté rotacniho télesa parametricky zadané funkce). Necht ¢,v € C*([a,b]) a
derivace funkce ¢ je nenulova na [a, b]. Pak

povrch plaste ({(w(t%y, 2); t€lab], Vy? + 22 < Iw(t)}> = 27?/ [PV (8)? + 9" (2)? dt.

Poznamka. Pokud je kiivka zadané polarné, tj. © = r(t) cost, y = r(t)sint pro t € («, 3) C (0, 2m)
ar € Cl(a,B]), pak se povrch plasts télesa {(r(t)cost,y,z); t € [a,b], /y?+ 22 < |r(t)sint|}

spocte jako
8
27r/ Ir(£) sin(t)| /7 (B2 T (D2 dt

Priklad. Odvodte vztah pro povrch koule.
Reseni: ArR? (dvakrdt x = Rcost, y = Rsint, t € (0,7/2))

4.3. Pouziti ve fyzice

4.3.1 Pohyb

Jestlize se bod pohybuje po piimce (napf. po ose ) a znadi-li s(¢) soufadnici bodu v ¢ase t, je s'(t)
okamzita rychlost v(t) v ¢ase t a v'(t) = s”(t) okamzité zrychleni v ase t.

Zména polohy a ujeta vzdalenost

Je-li dana zavislost rychlosti na ¢ase funkci v(t), neni

b
/ o(t) dt = s(b) — s(a)

ujeta vzdalenost, ale zména polohy pohybujiciho se bodu. Ujeta délka cesty od okamziku ¢t = a do
okamziku t = b se spocte jako
b
/ lo(t)] dt.
a

Priklad. Vypocitejte drahu destové kapky za prvnich 6 sekund, kde okamzita rychlost (v metrech
za sekundu) kapky je dédna vzorcem v(t) = g.t, kde g = 9.81.
Reseni: 176.58 metri (176.58 =9.81-18)

4.3.2 Teziste desky
Hmotnost desky

Je-li deska mnozinou bodiu lezicich mezi grafy dvou funkei ({(z,y);z € (a,b),9(z) <y < f(z)}) a
hustota je dana funkci h(z,y), pak hmotnost M je dana vzorcem

M:/ab(/g::) h(;v,y)dy) dx.
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Momenty desky

Méme-li desku jako vySe, pak momenty desky M,, M, vzhledem k osdm z, y jsou dany vzorcem

b f(x) b f(x)
M, = / (/ yh(z,y) dy) de, M,= / (/ xh(z,y) dy) dx .
a g(x) a g(z)

Yy

grafy funkci f(z) = 42* a g(z) =0, € [0,4].
Reseni: T = (3, %)

4.3.3 Prace

Necht ve sméru osy = pisobi sila velikosti F'(x) v bodé z. Celkova prace vykonana na intervalu
[a, b] pasobenim této sily je dana vzorcem

W:/abF(x)dx.

Priklad. Pifmocary pohyb télesa je dany funkei s = ¢3, kde s(t) je délka drahy za ¢as t. Velikost
odporové sily prostiedi je F,(v) = 2v%. Vypoéitejte praci, kterou vykonaji odporové sily, pokud
téleso projde drahu od s =0 do s = 8.

Ndvod: Plati, ze v(t) = s'(t) = 3t%, a tedy F,(v(t)) = 18t*. Téleso se pohybuje od ¢asu t; = 0
do ¢asu ty = 2. Prace odporovych sil je W = fos F(s)ds = fOQ F(s(t)s'(t)dt = f02 18t4 - 3t2dt =
B =2

4.4. Pouziti v ekonomii

4.4.1 Celkovy piijem

Pokud je renta (zisk z dodatecné jednotky) dana funkei f(t), pak celkovy pfijem za obdobi (¢1,2)
je urcen vzorcem

ta
TR= | f@t)dt.

ty

Priklad. Vyska renty je dana funkei f(¢) = 100e~*, kde symbolem ¢ oznacujeme roky. Vypo&téte
celkovy piijem za obdobi od druhého do patého roku.
Regens: TR = [, 100e" dt = 100e~2 — 100e~® =~ 13.
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5. Diferencialni rovnice

Definice. Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru

F(m, y7y/7y//7 _wy(n)) =0, (5_1)

kde F je realna funkce n+2 proménnych. Rad diferencialni rovnice (5.1) je nejvyssi fad derivace
funkce y vyskytujici se v (5.1).

Resenim diferencialni rovnice (5.1) rozumime funkci y definovanou na n&jakém neprazdném
otevieném intervalu I, kterd ma v kazdém bodé intervalu I vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty
spolu s hodnotami derivaci spliiuji rovnici (5.1) v kazdém bodé intervalu I, tj. pro kazdé = € I plati

F(2.y(@),y @),y @), .y (@) = 0.

Definice. Je-li funkce y feSenim rovnice (5.1) na intervalu I a funkce § feSenim rovnice (5.1) na
intervalu I, kde I ¢ I, I # I a y(z) = §(z) pro viechna x € I , pak Fikame, Ze FeSeni 7 je
prodlouZenim FeSeni y na interval I.

Regeni rovnice (5.1), které nemé prodlouZeni, nazjvime maximalnim ¥eSenim rovnice (5.1).
Obecnym fFeSenim rozumime mnozinu v8ech maximalmich FeSeni. Maximéalnimu feSeni nékdy
také fikdme partikularni reSeni.

Definice. Rovnice tvaru
y ™ = fa,y Yy ),

kde f je realna funkce n + 1 proménnych, se nazyva diferencidlni rovnice (n-tého Fadu)
vyfFeSena vzhledem k nejvyssi derivaci.

5.1. Obycejné diferenciilni rovnice prvniho Ffadu

Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice (Rovnice se separovanymi proménnymi). Diferencialni rovnice se separovanymi
proménnymi je rovnice tvaru

Y = g(y)h(x). (5.2)

Metoda feSeni pro g, h spojité na svych defini¢nich oborech.

(a) Uréime maximalni oteviené intervaly obsazené v definicnim oboru funkce h. (Tim méame vymezeny
maximalni intervaly, na kterych mtzeme hledat feSeni.)

(b) Najdeme v8echny nulové body funkce g. Je-li g(¢) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je
funkce y(z) = ¢ tzv. singularnim (téZ stacionarnim) feSenim rovnice (5.2).

(¢) Ur¢ime maximalni oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

(d) Vezmeme interval I z 1. kroku a interval .J ze 3. kroku. Tedy h je na I spojita a g je na J spojita
a nenulova. Budeme hledat feseni rovnice (5.2), jejichz defini¢éni obor je obsaZen v intervalu I
a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y takové FeSeni, pak pro kazdé = € D(y) plati

Necht H je primitivn{ funkce k funkei h na intervalu I a G je primitivni funkce k funkei 1/¢g na
J . Potom existuje konstanta C' € R takova, ze plati

Gy(r)) = H(z) +C

na definiénim oboru feSeni y, ktery nalezneme v nasledujicim kroku.
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(e) Nyni zafixujeme C a nalezneme maximalni neprazdné oteviené intervaly obsaZené v mnoziné
{rel, Hxz)+ C e G(J)}.
Na kazdém z téchto intervala feSeni musi mit tvar
y(z) =G (H(z) + O),

kde G~! znadi funkci inverzni k funkei G. Ta existuje, nebotf G je na intervalu J bud rostouci
nebo klesajici.

(f) Z teSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feSeni z 2. kroku ,slepime” vSechna maximalni
feSeni rovnice (5.2). Necht y; a yo jsou FeSeni rovnice (5.2), prvnf na intervalu (a,b) a druhé na
intervalu (b, ¢), pficemz b € D(h). Pfedpokladejme, Ze

Jim yi() = lim yx(2) = o € D(g).

Pak funkce
n(z), € (a,b);
y(r)=qa, z=1b
ya(x), x € (b,c);

je TeSenim rovnice (5.2) na intervalu (a, c).

Homogenni rovnice

Definice (Homogenni rovnice). Homogeni diferencialni rovnice 1. fadu se nazyva rovnice
tvaru ¢’ = f(z,y), kde pro kazdé A # 0 mame f(z,y) = f(Az, \y).

Metoda prevodu homogenni rovnice na rovnici se separovanymi proménnymi.

(a) Definujme pro x # 0 funkei z(x) = @ Pak pro z # 0 mame

COZ je rovnice se separovanymi promeénnymi.

(b) Vyfesime rovnici se separovanymi proménnymi na otevienych podintervalech (—oo,0) a (0, c0).
Pak polozime y(z) = = - z(x).

(c) Protoze jsme na zacatku vylouéili pfipad x = 0, je pot¥eba na zavér ovérit, zda nalezena Feseni
muzeme prodlouzit do pocatku.
Linearni rovnice 1. fadu

Definice (Linearni rovnice). Linearni diferencialni rovnici prvniho ¥adu rozumime rovnici
tvaru

Y+ plx)y = q(z), (5.3)

kde p, g jsou funkce definované na intervalu (a,b). Je-li ¢ = 0, nazyva se rovnice homogenni, v
opa¢ném piipadé nehomogenni.

Metoda feSeni pro p, g spojité na svych defini¢nich oborech.
(a) Obecné feseni homogenni rovnice je tvofeno funkcemi
y(@) = Ke "W,z e (a,b),K €R,

kde P je primitivni funkce k p na intervalu (a, b).
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(b) Obecné Feseni rovnice (5.3) je tvofeno funkcemi
y(z) = (/ q(t)er® dt) e @ L KeP@ 2 e (a,b), K €R,
T
kde zg € (a,b) a P je primitivni funkce k p na intervalu (a,b).
(¢) Maximalni feSeni rovnice (5.3) spliiujici po€ateéni podminku y(zg) = yo je

y(e) = ( [ atere dt) @) 4 yoeP@ e (ah),

kde P(xo) = 0, tj. P(x) = [, p(t)dt.

Poznamka. Pro kazdé zo € (a,b) a kazdé yo € R existuje pravé jedno maximalni feSeni rovnice
(5.3), které spliiuje podminku y(zg) = yo. Toto FeSeni je navic definovano na celém (a,b).

5.2. Obycejné diferenciilni rovnice druhého radu

Linearni rovnice 2. fadu

Definice (Linearni rovnice 2. fadu). Linearni diferencialni rovnici druhého #adu rozumime
rovnici tvaru

v +p(@)y +q(@)y =r(2), (5:4)
kde p, g, r jsou funkce spojité na intervalu (a, b).
Homogenni rovnici pfislusnou k rovnici (5.4) rozumime rovnici

y" 4+ plx)y +q(z)y =0. (5.5)

Véta 5.1 (Existence feSeni pro linearni rovnice 2. fadu). Necht'tyg € (a,b) a zo, 21 € R. Pak existuje
prdve jedno mazimdlng veseni y rovnice (5.4), které spliiuje podminky y(to) = 2o, ' (to) = z1. Navic,
toto FeSent je definovdno na celém intervalu (a,b).

Vé&ta 5.2 (Struktura feSent linearni rovnice 2. ¥adu).
(a) Obecné Fesent rovnice (5.5) tvoii vektorovy podprostor prostoru C*((a,b)) dimenze 2.
(b) Necht y, je partikuldrng Tesent rovnice (5.4). Pak obecné FeSent rovnice (5.4) je

{yn + yp; yn je Fedent rovnice (5.5) na intervalu (a,b)}.

Poznamky.

e Baze prostoru maximélnich feSeni rovnice (5.5) se nazyva fundamentalni systém reSeni
rovnice (5.5).

e Jsou-li funkce y1, yo linearné nezavisla maximalni feseni rovnice (5.5), pak jiz tvoi{ fundamen-
talni systém.

e Abychom vyfesili nehomogenni rovnici (5.4), najdeme fundamentalni systém ¥, yo pro rovnici
(5.5) a jedno (,partikularni) feSeni y, rovnice (5.4). Obecné FeSeni rovnice (5.4) pak je {y, +
Ciyr + Caya; C1,C2 € R}

Véta 5.3 (Obecné FeSeni homogenni rovnice). Necht y1, y2 jsou dvé FeSeni rovnice (5.5) na (a,b).
Pak ndsledugici tvrzent jsou ekvivalentni:

(a) Funkce y1, y2 jsou linedrné nezdvislé;

(b) Tzv. Wronského determinant

m@)yﬂ@‘
yi(z) yo()
je nenulovy alespori v jednom bodé intervalu (a,b) (pak je nenulovy v kaZdém bodé (a,b)).

Vé&ta 5.4 (variace konstant). Necht funkce y1,ya tvoFi fundamentdlni systém Fesend rovnice (5.5).
Pokud existuji funkce c1,co magici na (a,b) vlastni derivaci a splitujici soustavu rovnic

Ayr+coys =0
Ayi+chyy =r

na intervalu (a,b), pak funkce y,(z) = c1(z)yi(x) + c2(x)y2(z), x € (a,b) je Fesenim rovnice (5.4).
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Linearni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Definice (Linearni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty). Linearni diferencialni rovnici
druhého fadu s konstantnimi koeficienty rozumime rovnici tvaru

y' +py +aqy=r(z), (5.6)

kde p,q € R a r je funkce spojita na intervalu (a,b).
Homogenni rovnici pfislusnou k rovnici (5.6) rozumime rovnici

y' +py +qy=0. (5.7)
Poznamka. Maximalni feeni rovnice (5.7) jsou definovéna na celém R.
Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (5.7) rozumime polynom
XA == A%+ pA +q.

Vé&ta 5.5 (tvar fundamentélniho systému). Necht’ A\1.\a jsou koFeny charakteristického polynomu
rovnice (5.7).

o Pokud jsou A1, A rizné redlné koveny, pak fundamentdlni systém feSent rovnice (5.7) tvori
funkce y1(x) = €M a ya(v) = eP2”.

o Pokud \; = )\, pak fundamentdlni systém Teseni rovnice (5.7) tvoii funkce yi(x) = eM® a
Yo (1) = xeM®.

e Pokud jsou A\ = a+ (i, Ay = a — (i rizné komplexni kotfeny, pak fundamentdlni systém
resend rovnice (5.7) tvoit funkce yi(x) = e*® sin(Bz) a y2(z) = e** cos(fBz).

Véta 5.6 (specidlni prava strana). Necht’
r(z) =e* . (P(x)cosbr + Q(z)sinbz), xR,
kde a,b € R a P,Q jsou polynomy. Pak existuje Teseni rovnice (5.6) ve tvaru
yp(x) = 2™ e (R(x)sinbx + S(z) cosbzx), z € R,

kde R, S jsou polynomy stupné ne vétsiho nez max{st P,st Q} a m € NU{0} uddvd, jakou ndsobnost
md ¢islo a + bi jakozZto koten charakteristického polynomu prislusné homogenni rovnice.

5.3. Soustavy diferencialnich rovnic
Definice. Soustavou dvou diferencialnich rovnic (prvniho fadu) rozumime soustavu
/
Al :fl(twrl?xQ)a
5.8
x5y = fa(t, 21, 72), (58)

kde f1, fo jsou dané funkce definované na neprazdné oteviené mnoziné G C R? a hledanym objektem
jsou funkce 1, xo definované na jistém otevieném intervalu.

Vektorovy tvar soustavy:
x' = f(t,x),
).

kde x = (z1,22), X' = (2}, 2%) a £ = (f1, fo

Definice. Resenim soustavy (5.8) rozumime dvojici funkei x = (1, ) definovanou na neprézd-
ném otevieném intervalu I C R takovou, Ze pro kazdé t € I plati x'(¢t) = £(¢,x(¢)).

Maximalni FeSeni soustavy (5.8) je takové feSeni x definované na intervalu I, které jiz nelze
prodlouZit, tj. je-li y FeSeni definované na intervalu J, I C J a y(t) = x(¢) pro kazdé t € I, pak
1=

Poznamka. Kazda diferencialni rovnice 2.fadu se da prevést na soustavu dvou rovnic 1. fadu o
dvou neznamych. Vskutku, rovnici ¥ = f(z,y,y’), lze pfevést na soustavu rovnic

) = o,
zy = f(t, 21, 22).

Podrobnéji, pokud je (z1, x2) FeSenim této soustavy rovnic, pak x; je FeSenim rovnice v = f(z,y,y’).
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Definice (Soustava linearnich rovnic). Soustavou dvou linearnich diferencidlnich rovnic
rozumime soustavu rovnic

x’l = all(t)xl + alg(t)l‘g + by (t),

xh = ag (t)zr1 + age(t)xs + ba(t), (59)

kde a11, a12,a91, ass, by a by jsou funkce spojité na neprazdném otevieném intervalu (o, 3).
Pokud (a, 8) = R a funkce a11, a2, as1, azse, by a by jsou konstantni, pak fekneme Ze se jedné o
soustavu dvou linearnich diferenciilnich rovnic s konstanimi koeficienty

Véta 5.7 (Existence a jednoznacnost feseni). Necht to € (o, 3) a xo € R%. Pak existuje prdvé-
jedno mazimdlni feSeni x rovnice (5.9), které spliiuje podminky x(tg) = xo. Navic, toto Teseni je
definovdno na celém intervalu (o, 3).

Poznamka. Kazdou soustavu dvou linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty 1. fadu lze pirevést
na linearni diferencialni rovnici 2. fadu s konstantnimi koeficienty. Vskutku, necht je déna soustava
rovnic (5.9), kde a11,a12, as1, ase, by a be jsou konstantni funkce na R.

e Pokud a2 = as; = 0, pak jsou jednotlivé rovnice na sobé nezavislé a nejedna se ani tak o
soustavu rovnic, jako o dvé na sobé& nezavislé rovnice, které mizeme vyfesit zvIast.

" ’
Ty —A11Tq
a2

e Bez Gijmy na obecnosti pFedpokladejme, Ze a1 # 0. Pak 7o = %

Pokud tedy vyfesime rovnici

, tedy of, =

y” - (011 + G22)y/ + (azzau - a12az1)y = a12by — ag2by,

’
_ —b " v , .
pak 1 =y, 1o = % bude Fesenim zadané soustavy rovnic.

5.4. Stabilita FeSeni

Definice (stabilita FeSeni rovnice 2. fadu). Necht a € R* a y je feSeni diferencialni rovnice y” =
f(z,y,vy') na intervalu (a, 00). Rekneme, 7e toto feseni je stabilni (resp. asymptoticky stabilni),
pokud pro kazdé xy > a a kazdé ¢ > 0 existuje & > 0 tak, ze kdykoliv § je FeSenim rovnice
y" = f(z,y,vy') na intervalu (a, c0) spliwujicim |§(xo) — y(xo)| < ¢ a zéarovedd |§'(zo) — y'(x0)] < 6,
pak

Vo > a0 [f(z) —y@)| <e & [§(z) -y (2)| <e

(resp. lim [5(z) — y(a)| = lim [§/(x) — o/ ()] = ).
r—00 r—00
Vé&ta 5.8 (stabilita nulového FeSeni rovnice 2. fadu). Nulové Feseni rovnice y" + py' + qy = 0
(p,q € R) je
(a) asymptoticky stabilni prdave tehdy, kdyZ p > 0 a zdroven q > 0;

(b) stabilni a neni asymptoticky stabilni prdavé tehdy, kdyZ p = 0 a zdroveri ¢ > 0 nebo ¢ = 0 a
zdroveri p > 0;

(¢) nestabilni v ostatnich piipadech.

Dale byly na pfednasce zminény nékteré aplikace diferencialnich rovnic (Malthusav
populaéni model, radioaktivni rozpad, linearni dietni model, logisticky popula¢ni model,
vrh svisly vzhiru), které je tfeba alespon orientaéné znat.
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6. Funkce vice proménnych

Definice. Euklidovskou metrikou (vzdalenosti) na R" rozumime funkci p : R x R™ — [0, 00)
definovanou pro z,y € R™ predpisem

Cislo p(x,y) nazyvame vzdalenosti bodu z od bodu y.

Lemma 6.1. Definujme funkci pmax : R™ x R” — [0,00) pro x,y € R™ predpisem pmax(x,y) =
max{|z; —y;|; i =1,...,n}. Pak pro x,y € R™ plati

Pmax(2,y) < p(2,y) < V- pmax(@,Y)-
Lemma 6.2 (zékladni vlastnosti Euklidovské metriky). Necht z,y,z € R™ a A € R. Pak plati:
(a) plz,y) =0 2 =y;
(b) p(Az, Ay) = |Alp(x,y);
(c) plz,y) < plx,2) + p(z,9);
(d) p(x+ 2,y +2) = p(z,y)
Definice. Necht z € R" a R > 0. Pak mnozinu

B(z,R) == {y € R"; p(z,y) < R}

nazyvame otevienou kouli o stfedu z a poloméru R.

Definice. Necht 4 C R"™. Rekneme, 7e z € R" je vnitFnim bodem mnoZiny A, jestlize existuje
takové R > 0, Zze B(x, R) C A. Mnozina A C R" je oteviena, pokud kazdy bod x € A je jejim
vnifnim bodem. VnitFfkem mnoziny A rozumime mnoZinu v8ech vnitinich bodi mnoZiny A a
znacime jej Int A.

Definice. O mnoziné I C R™ Fekneme, Ze to je (otevieny) interval, pokud existuji (oteviené)
intervaly Iy,...,I, CR takové, ze [ =1} X Iy x ... x I,.

Poznamky. (a) Z Lemmatu 6.1 plyne, Ze A C R™ je oteviena pravé tehdy, kdyz pro kazdé x € A
existuje takovy interval I, ze x € [ a I C A.

(b) Oteviena koule je oteviena mnozina, otevieny interval je otevienid mnoZina.
Véta 6.3 (vlastnosti otevienych mnoZin).

(a) Prdzdnd mnoZina a cely prostor R™ jsou oteviené v R™.

(b) Sjednocent libovolného systému oteviengich mnoZin je oteviend mnoZina.

(¢) Prinik konecné mnoha oteviengch mnoZin je oteviend mnozina.

Definice. Necht {z;} je posloupnost v R" a x € R™. Rekneme, Ze {z1} konverguje k z, jestlize
limg_ oo p(xg, z) = 0. Znacime xp — x, nebo také limg_, o, 5 = z, piipadné limzy = x. Prvek z
nazyvame limitou posloupnosti {z;} v R". Konvergentni posloupnosti rozumime posloup-
nost, kterd ma limitu v R”™.

Lemma 6.4 (vlastnosti konvergence). Necht {x} je posloupnost prvki z R™ a x € R™. Pak plati:
(a) {xr} md nejvyse jednu limitu;

(b) {zx} konverguje k x prdvé tehdy kdyz konverguje po sloZkdch, tj. pro kaZdé i = 1,...,n plati
xp (i) — x(i).
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Definice. Mnozina A C R" je uzaviend, pokud plati nasledujici implikace:
{zx} CA, zp— 2z, zeR” = zecA

Véta 6.5 (vztah otevienych a uzavienych mnozin). Necht A C R™. Potom A je uzaviend prdvé
tehdy, kdyz R™\ A je otevFend.

Véta 6.6 (vlastnosti uzavienych mnoZzin).

(a) Prdzdnd mnoZina a cely prostor R™ jsou uzaviené v R™.

(b) Sjednoceni konecné mnoha uzavienjch mnoZin je uzaviend mnoZina.
(¢) Prinik libovolného systému uzaviengch mnoZin je uzaviend mnozina.

Definice. Necht f je funkce n proménnych a z € R™. Rekneme7 ze f je spojita v bodé x, jestlize
plati
Ve >036>0Vy e B(z,0): |f(y) — f(z)| <e.

Necht A C R™ a 2 € A. Rekneme, Ze f je spojita v bod& z vzhledem k A, pokud plati

Ve>03d>0Vy e B(z,0)NA: |f(y) — f(x)] <e.

Rekneme, Ze f je spojité na mnoziné A, jestliZe je spojité v kazdém bodé a € A vzhledem k A
a ze f je spojité, jestlize je spojité na R™.

Lemma 6.7. Pro kaZdéi=1...,n je funkce (x1,...,2x,) — x; spojitd.

Véta 6.8 (zachovani spojitosti pfi aritmetickych operacich). Necht A C R™, x € A, f: A — R,
g:A—RaaeR. Jestlize f a g jsou spojité v bodé x vzhledem k A, potom také funkce af, f+ g
a fg jsou spojité vzhledem k M. Pokud navic funkce g je nenulovd v bodé x, pak je spojitd i funkce
f/g v bodé x vzhledem k A.

Vé&ta 6.9 (slozeni spojitych funkei je spojita funkee). Necht r,s € N, ACR*, BCR" ay € A.
Necht’ @1, ..., @ jsou funkce definované na A, spojité v bode y vzhledem k A a (p1(x), ..., or()) €
B pro kazdé x € A. Necht f : B — R je spojitd v bod¢ (¢1(y),--.,¢r(y)) vzhledem k B. Potom
sloZend funkce F: A — R dand piedpisem

F(z) = f((pr(2), - 0r(2)), z€A
je spojitda vy vzhledem k A.
Véta 6.10. Necht f je spojitd funkce a ¢ € R. Potom plati:
(a) MnoZina {x € R™; f(x) > c} je otevFend v R™.
(b) Mnozina {x € R"™; f(z) < c} je oteviend v R™.

f(x)
(c) Mnozina {x € R™; f(x) <c} je uzaviend v R™.
(d) Mnozina {x € R™; f(z) > c} je uzaviend v R™.
e

(e) Mnozina {x € R™; f(x) = c} je uzaviend v R™.

Definice. Rekneme, e funkce f o n proménnych ma v bodé a € R” limitu rovnou A € R*, jestlize
plati
Ve > 03§ > 0Vx € B(a,0) \ {a}: f(z) € B(A,e).

Poznamky. (a) Kazda funkce ma v daném bodé nejvyse jednu limitu, piSeme lim,_,, f(z) = A.
(b) f je spojita v a, pravé kdyz lim, ., f(x) = f(a).

(¢) Pro limity funkef vice promennych plati obdobné véty jako pro limity funkei jedné proménné
(aritmetika, policajti, ...).
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Definice. Necht f je redlna funkce n proménnych, a € R™ a 1 < i < n. Pak parcialni derivaci
funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme jako limitu

6.f (G;) — lim f(a+t€) B f(a’)
8:101- t—0 t
_ thn’(l) f(al, ey Q51,04 +t,(ll‘+t1, e 7(ln) — f(al, .. .,an)7

pokud tato limita existuje vlastni. Symbolem % oznacujeme parcialni derivaci funkce f podle

i-té proménné, tj. funkci definovanou predpisem

of of
LT

().

Umluva. V dalsim textu bude vyrok, parcialni derivace existuje* znamenat, ze parcialni derivace
existuje vlastni.

Véta 6.11 (existence fefeni pro rovnice 1. ¥adu). Necht G C R2je neprdzdnd oteviend mnoZina a
funkee f: G — R je spojitd. Pak pro kaZdé (xo,y0) € G existuje mazximding feSeni y rovnice

y' = f(z,y) (6.1)

splitugict y(zo) = yo-
Pokud je navic funkce % spojitd v kazdém bodé mnozZiny G, pak je toto TeSeni jednoznacné, tj.
kdykoliv § je mazimdlnim Tesenim rovnice (6.1) a §(xo) = yo, pak y = §.

Véta 6.12 (existence feSeni pro rovnice 2. fadu). Necht G C R? je neprdzdnd oteviend mnoZina a
funkce f: G — R je spojitd. Pak pro kazdé (xo,yo,20) € G existuje mazimdini Feseni y rovnice

y' = flz,y,9) (6.2)

splitugici y(xo) = yo, ¥'(x0) = 20.

Pokud jsou navic funkce oy @ gg, spojité v kazdém bodé mnoZiny G, pak je toto FeSent jednoz-

nacné, tj. kdykoliv § je mazimdlnim FeSenim rovnice (6.2) a §(xo) = yo, §'(x0) = 20, pak y = g.

6.1. Popis mnozin v roviné a v prostoru

(a) Grafy implicitnich funkeci: Necht A C R™ a f je spojita funkce na A. Rovnice
flxy,...,2,) =0,
popisuje implicitné mnozinu P = {(z1,...,2,) € 4; f(z1,...,2,) =0} v R™.
Piiklad. Rovnice 22 4 y? = a? popisuje kruznici o poloméru a a stfedu v pocatku.
Piiklad. Rovnice 22 4 y? 4 2% = a? popisuje povrch koule o poloméru a a stiedu v pocatku.

(b) Parametricky zadana mnoZina: Necht o1, ..., @, jsou spojité funkce na intervalu I C R.

Rovnice
x1=p1(t), ..., Tp=pup(t) protel
popisuji parametricky k¥ivku P = {(¢1(t),...,pn(t)); t € I} v R™.

Priklad. KruZnice se stfedem v poc¢atku polomérem a je parametricky zadanou kiivkou, kde
r =acost, y =asint prot € [0,2n].

Priklad. Pfimka prochézejici bodem (xg,yo, z0) a majici smér vektoru (a, b, ¢) je parametricky
zadanou kfivkou, kde

x=x0+at, y=yo+bt, z=29+ct, prot € (—oo,+00).

Necht ¢, ), T jsou spojité funkce na oteviené mnoziné G' C R2.

Rovnice
x=p(uv), y=¢u,v), z=r71(uv) pro (u,v)€G

popisuji parametricky plochu P = {(p(u, ), (u,v), 7(u,v)); (u,v) € G} v R3.
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Priklad. = = zg + a1u + a2v,y = yo + byu + bav, 2 = 29 + c1u + cov pro u, v € (—o0, +00),
je rovina prochézejici bodem (xq, Yo, 20), rovnobézna s vektory (ay, b1, c1), (az,ba, ca).

(c) Polarni soufadnice bodu (z,y) € R? jsou (r, ), kde
T =rcosq, y=rsina r>0, a€l0,2m).
Pokud (z,y) # (0,0), pak ekvivalentni rovnosti jsou

T — 5 8gny pokud z =0,

arctg ¥ pokud z >0& y >0
r=+z2+19y2, a= z ’
Y arctg2 + 7 pokud z <0,

arctg £ + 27 pokud x > 0 & y < 0.

Priklad. KruZnice se stfedem v poc¢atku a polomérem a se da v polarnich souradnicich popsat
rovnici
r=a, «ac]l0,2m).

(d) Cylindrické (valcové) soutadnice bodu (z,y, z) jsou (r, a, z), kde (r, &) jsou polarni soufad-
nice bodu (z,y):
r=rcosq, y=rsinq, 2 =2z.

MnozZina je popsana cylindrickymi soufadnicemi zadanim funkce z(r, &) (nebo r(a, z)).

Piiklad. Kuzel s vrcholem v pocatku je d4n rovnici r = z pro «a € [0,27), z € [0, 1].
(e) Sférické soufadnice: Sférické souradnice bodu (z,y, z) jsou (r, o, ), kde
z=rsinfBcosa, y=rsinfsina, z=rcosf r>0, a€0,27), 8 €0,7].

Pokud (z,y) # (0,0), pak ekvivalentni rovnosti jsou
r =22+ 92+ 2% ﬁ:arccosi;
,

T — 5 sgny pokud z =0 & y # 0,
arctg £ pokud z > 0 & y > 0,
arctg £ 4+ pokud z < 0,
arctg £ + 27 pokud x > 0 & y < 0.
MnoZina je popséana sférickymi soufadnicemi je-li zadéna funkce r(«, 3).

Priklad. Povrch koule o poloméru R a stfedu v pocatku je zadan rovnici

r= R proa € [0,27),0 € [0,7].

6.2. Spojitost funkci a parcidlnich derivaci, véta o implicitni funkci

Véta 6.13 (o nabyvani mezihodnot). Necht I C R™ je interval, f : I — R spojitd funkce a at jsou
ddny body a,b € I takové, Ze f(a) < f(b). Pak pro libovolné ¢ € (f(a), f(b)) exzistuje ¢ € I takové,
se f(e) = C.

Véta 6.14 (o stfedni hodnot&). Necht f je redind funkce n proménngch, I = (a1,51) X -+ X
(an, Bn) CR™, a,b € I. Necht v kazdém bodé I existuji parcidlni derivace f podle viech proménngjch.
Potom existuji body €', ..., € I takové, Ze

F®) = f(a) = 3 5o-(€)(bi = ao).

=1

Vé&ta 6.15 (vztah parcialnich derivaci a spojitosti). Necht f je redind funkce n proménngch, a € R"

a 8‘%, e, % jsou spojité funkce v bodé a. Pak f je spojitd v bodé a.
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Definice. Necht G C R" je neprazdnd oteviend mnozina, 4,j € {1,...,n}, funkce f : G - Rma v

kazdém bodé G vlastni i-tou parcialni derivaci a a € G. Parcialni derivaci funkce x — %(x) podle

proménné x; v bodé a znacime

of
a) = a
8%1'8.%]' 8xj
a nazyvame ji parcidlni derivaci druhého rfadu funkce f. Je-li i = j, pak pouzivame znaceni
8% f
22, (3)-

Analogicky se definuji parcialni derivace vysSich fadu.

Definice. Necht G C R" je oteviena mnozina a k € N. Necht funkce f : G — R méa v kazdém bodé
mnoziny G spojité viechny parcialni derivace az do fadu k. Pak fikame, 7ze funkce f je t¥idy C* na
G. Mnozinu viech takovych funkci znaéime C*(G).

Véta 6.16 (o implicitni funkci). Necht k € N, G C R? je oteviend, F : G — R, (z0,40) € G a
necht plati

(i) F eCG),
(ii) F(xo,y0) =0,
(iii) G5 (0, y0) # 0.
Pak existuje £ > 0 takové, Ze pro kaZdé x € (xg — e,x0 +€) existuje pravé jedno y € (yo —€,yo +€)

s vlastnosti F(x,y) = 0. Oznacime-li toto y symbolem p(x), pak ¢ € C¥((zg —,20 +¢)) a

90/<w):_£ *) y $€($0—€71'0+€).

6.3. Extrémy funkci vice proménnych

Definice. Necht M C R", x € M a f je realna funkce definovana alespoii na M (tj. M C D(f) a
H(f) C R). Rekneme, ze f nabyva v bodé x

e maxima na M, jestlize plati Vy € M : f(y) < f(x),

e lokadlniho maxima vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takove, ze Yy € B(x,6) N M :
fly) < f(x),

e ostrého maxima na M, jestlize plati Vy € M \ {x}: f(y) < f(x),

e ostrého lokalniho maxima vzhledem k M, jestliZe existuje § > 0 takové, ze Vy € (B(x, )\

{xhnNM: fly) < f(x)
Analogicky definujeme minimum a ostré minimum na M, lokdlni minimum a ostré lokalni
minimum vzhledem k M.
Extrémy na otevirené mnoziné
Véta 6.17 (nutna podminka lokalniho extrému). Necht G C R™ je oteviend mnoZina, a € G a

funkee f: G — R md v bodé a lokdlni extrém. Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati:

0
Parcidlni dem’vace—f(a) bud neexistuje, nebo je rovna nule.

3xj

Definice. Necht G C R" je oteviend mnozina, a € G a f € C}(G). Gradientem funkce f v
bodé& a rozumime vektor

Vi(a) = <§jl<a>, 2 a. £<a>) .

Pokud V f(a) = o, pak bod a nazyvame stacionarnim bodem funkce f.
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Definice. Necht G C R? je neprazdna oteviena mnoZina, a € G a f € C%(G). Pak Hessova

matice je matice
o2 o?
< [‘)2£(a) Bzgy (a) >

9? 8?2
ayafx (a) ! (a)

0%y
Znadime ji symbolem V?2f(a).

Véta 6.18. Necht G C R? je neprdzdnd oteviend mnoZina, f € C*(G) a a € G je staciondrnim
bodem funkce f. Potom plati:

(a) Je-li matice V2 f(a) negativné definitni, nabyjvd f v bodé a ostrého lokdlniho mazima.
(b) Je-li matice V2 f(a) pozitivné definitni, nabyvd f v bodé a ostrého lokdlniho minima.

(c) Je-li matice V2 f(a) indefinitni, nenabjvd f v bodé a ani lokdlniho minima, ani lokdlniho max-
ima, tj. a je sedlovy bod funkce f.

Poznamka. Pojem pozitivni/negativni definitnosti byl definovan v pfedmétu Linearni algebra.

Pfipomenime, Ze symetricka matice Z je

o pozitivné definitni, pravé kdyz a > 0 a ab > c2,

e negativné definitni, pravé kdyz a < 0 a ab > c2,

e indefinitni, pravé kdyz ab < c2.

Véta 6.19 (zdménnost parcidlnich derivaci). Necht G C R" je oteviend mnoZina a f € C*(G). Pak
2 2
pro kaZdé a € G plati Oing (a) = O;Z-é{zi (a)

Extrémy na uzaviené mnozZiné - Lagrangeova véta o multiplikatoru
Definice. MnoZina A C R™ je omezena, pokud je omezena mnoZina {p(x,0); x € A}.

Véta 6.20 (o nabyvani extrému). Necht A C R™ je omezend uzaviend mnoZina, f : A — R spojitd
funkce. Pak existuji body c,d € A takové, Ze

fle) =inf{f(z); z € A},  f(d) =sup{f(z); z € A}.

Véta 6.21 (Lagrangeova véta o multiplikiatoru). Necht G C R? je oteviend mnoZina, f,g € C3(Q),
M = {(z,y) € G; g(z,y) = 0} a (zo,y0) € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k
mnoziné M. Potom je splnéna alespoti jedna z nasledugicich podminek:

(a’) Vg(anyO) = (070)7
(b) existuje cislo X € R spliiugici

9%

5‘x (anyo) = 07

0
a—i(xo,yw A

0 0
8%;(%’3}0) + Aafi(l‘o,yo) =0.

6.4. Dvojné a dvojnasobné integraly!

Definice. Necht A C R? je mnoZina. Pro z € R ozna¢me A, = {y € R; (z,y) € A}. Necht
{r € R; A, # 0} je interval s krajnimi body a,b € R, a < b. Necht f : A — R je funkce. Definujeme

//Afdyda::: (N)/ab </Amf(£,y)dy> dz,

pokud je vyraz na pravé strané definovan, kde symbolem [ 4 f(z,y) dy rozumime Newtontv inte-
gral z funkce y — f(x,y) pres vnitfek intervalu A, (specialng, pokud A, neni interval pro néjaké
z € (a,b), pak symbol [[, fdydz neni definovan).

Analogicky definujeme také [[, fdzdy.

ITato sekce ma ryze informativni charakter a bude podrobné&ji a pfesnéji probrana v ramci predmétu Kalkulus 3.
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Poznamka. Dvojnym integralem obvykle rozumime symbol ,, [ 4 fdydz®, dvojnasobnym inte-

gralem obvykle rozumime vyraz ,, fab ( / 4 f(xy) dy) dz*. Definice dvojného integralu jako vyse je

specifickd pro tuto pfednasku. V matematické teorii se dvojny integral definuje jinym zptsobem.
Pro dostateéné rozumné funkce a mnoziny ale obé& definice (ta vySe a ta obvykla) splyvaji.

6.5. Priiklady parcialnich diferencialnich rovnic?

P1i feSeni parcialn{ diferencialni rovnice hledame funkci vice proménnych, ktera se v rovnici vysky-
tuje spolu se svymi parcidlnimi derivacemi. V nésledujicim textu uvedeme nékteré zakladni priklady
parcidlnich diferencialnich rovnic.

V nésledujicich rovnicich uvazujeme neprazdnou otevienou souvislou?> G C R™. Pokud v rovnici
neni uvedena parcialni derivace podle ¢asu (tj. podle proménné t), pak hledame funkci u = u(x),
x € G; v opacném pripadé hledame funkci v = u(t, z), t € (0,T), z € G. Pouzivame znaceni

Au = Z 8237;2

i=1

Laplaceova rovnice:
Au=0

e Poissonova rovnice:

Au = f()

¢ Rovnice vedeni tepla:

15

a—? —a?Au= f(t,z), a>0
e VlInova rovnice: 52

1 0%u

gﬁ — AU = f(t,x), c > 0

2Tato sekce méa ryze informativni charakter, nebude podrobnéji probirana.
3MnoZina G je souvisla, pokud kazdé dva body lezici v mnoZin& G lze spojit lomenou &arou, lezici v G.
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