1. Uvod

1.1. Vyrokova logika
Vyrok je tvrzeni, o kterém mé smysl Fici, Ze plati (je pravdivé) nebo Ze neplati (je nepravdiveé).
Definice. Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.

Konjukci A& B (zna¢ime téz A A B) vyroki A a B rozumime vyrok:
Plati A 1 B.

Disjunkci AV B vyroka A a B rozumime vyrok:
Plati A, nebo B.

Implikaci A = B nazyvame vyrok:
Pokud plati A, pak plati B.
(A je postaéujici podminka pro platnost B, B je nutnd podminka pro platnost A)

Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:
Vijrok A plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok B.

A‘B‘A&B‘A\/B‘AéB‘A@B
111 1 1 1 1
110 0 1 0 0
0] 1 0 1 1 0
010 0 0 1 1
Vyrokovou formou nazyvame vyraz A(xy,...,x,), z néhoZ vznikne vyrok dosazenim prvki

r1 € My,x9 € Ms, ..., x, € M, z danych mnozin M, ..., M,.
Definice. At A(x), x € M je vyrokova forma.
(i) Vyrok ,Pro kazdé x € M plati A(x)* zapisujeme

Ve e M : A(x).

(ii) Vyrok ,Existuje x € M takové, Ze plati A(z)“ zapisujeme
dre M: A(x).
Poznamka. Negace vyroku s kvantifikatory

—(Vz e M: A(x)) jeekvivalentnis Jzre M : —A(z)
—(3z e M : A(x)) jeekvivalentnis Ve M: -A(z)

1.2. Mnoziny a mnozZinové operace
MnoZinou rozumime kazdé shrnuti navzajem riznych objektt (prvki) do jednoho celku
Definice. At A a B jsou mnoziny. Pak

e A= B (A rovna se B), pokud A a B maji stejné prvky. V opacném pfipadé piSeme A # B.

e A C B (A je podmnoZinou B), pokud kaZdy prvek mnoziny A je také prvkem mnoziny B
(znaéime také A C B)

e () (prazdna mnoZzina) je mnoZina, ktera neobsahuje zadny prvek



Je-li V(z), € M vyrokova forma a A C M, pak B = {x € A; V(z)} zna¢i mnozinu prvki z A,
které spliuji V (x).

Definice. At A a B jsou mnoziny. Pak

e AU B (sjednoceni A a B) je mnozina definované jako

AUB:={z; x€ AV z € B}.

AN B (prinik A a B) je mnoZina definovana jako
ANB:={z; x € A& x € B}.

Pokud AN B = (), fekneme %e A a B jsou disjunktni.

e A\ B (rozdil A a B) je mnozina definované jako

A\ B :={z; z € A&z ¢ B}.

Je-1i I # () mnozina a A;, ¢ € I jsou mnoziny, pak

Udi={a;Jiel:zcA} a [(Ai={x;Viel: zcA}
iel iel

Jsou-li Ay, ... A, mnoziny, pak kartézsky soucin Ay, ... A, je mnozina uspofadanych n-tic
A x ... x A, = {[al,...,an]; ai €A17...,an GAn}

Tvrzeni 1.1 (de Morganova pravidla). At X a I jsou neprdzdné mnoZiny a necht A;, i € I jsou
mnoziny. Pak

X\UAi:n(X\Ai) a X\nAi:U(X\Ai)-

iel el i€l i€l

Definice. At A je mnozina. Pak potence P(A) je definovana jako

P(A) :={B; BC A}.

1.3. Relace, zobrazeni, funkce

Definice. At A a B jsou mnoziny. Binarni relaci mezi prvky mnozin A a B rozumime libovolnou
podmnozinu kartézského souc¢inu A x B. At R C A x B je binarn{ relace. Misto zapisu (a,b) € R
nékdy piseme aRb. Pokud A = B fikdme, Zze R je relace na A.

Definice. Af A a B jsou mnoZiny a R C A x B je relace. Relaci R™! € B x A definovanou
predpisem
[,y € Rt < [y,7] €R

nazyvame inverzni relaci k relaci R.

Definice. At A a B jsou mnoziny. Binarni relaci f C A x B nazyvame zobrazenrh (n&kdy téz
funkci) z mnoZiny A do mnoziny B, jestlize plati

Vo € AVy,ys € B, (([x,y1] € f & [2,92] € f) = y1 = 12).
Definiénim oborem zobrazeni f nazyvame mnoZzinu
D(f)={z € A; Iy e B,[x,y| € f}.
Oborem hodnot funkce f nazyvame mnozinu
H(f)={y € B; Jwx e A [z,y] € f}.
Pro x € D(f) jediny prvek y € B pro ktery je [z,y] € f se znadi y = f(x). Mnozina {[z, f(z)];x €

D(f)} se nazyva graf zobrazeni f. Symbol f : A — B zna&i zobrazeni definované na A s hodnotami
v B.



Definice. Necht A a B jsou mnoziny a f: A — B je zobrazeni.

e Obraz mnoziny M C A pfi zobrazeni f je

f(M)={yeB; 3xeM,f(x)=y}.

e Vzorem mnoziny P pii zobrazeni f je
f7HP) ={x € 4; f(x) € P}.

Definice. Necht A a B jsou mnoziny a f: A — B je zobrazeni.

e Rekneme, 7e f je prosté (injektivni), jestlize
Vi,y € A(f(z) = fly) = = =y).
e Rekneme, Ze f je na (surjektivni), jestlize

Yye Bz e A, f(z)=uy.

e Rekneme, Ze f je bijekce (vzajemné jednoznaéné), jestlize je zarovei prosté a na.

Definice. Necht A a B jsou mnoZiny, f : A — B zobrazeni a C C A. Pak zobrazeni g : C — B
definované predpisem g(z) = f(z) pro & € C nazyvame zuZenim (restrikci) zobrazeni f na
mnozinu C. Zobrazeni g ozna¢ujeme symbolem f|c.

Definice. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano piedpisem (g o f)(z) =
g(f(z)) pro v8echna x € D(f) takova, Ze f(x) € D(g). Zobrazeni g o f nazyvame sloZenym
zobrazenim, pri¢emZ g nazyvame vnéjsSim zobrazenim a f nazyvame vnitfnim zobrazenim.

Definice. Necht A a B jsou mnoziny a f : A — B je prosté zobrazeni. Pak inverzni zobrazeni

k f je definovano jako inverzni relace k f. Inverzni zobrazeni k f zna¢ime f~!.

1.4. Mohutnost mnozin
Definice.

) Rikame, ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, jestlize existuje bijekce f : A — B.
Piseme |A| = |B].

e Rikame, Ze mnozina A m4 mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny B, jestlize
existuje prosté zobrazeni f : A — B. PiSeme |A| < |B|.

Véta 1.2 (Cantor, Schroder, Bernstein). At A a B jsou mnoZiny spliiugici |A| < |B| a zdroven
|B| < |A|. Pak |A| = |B.

Definice. Rikame, Ze mnozina A je koneéna, pokud je bud prazdna, nebo existuje n € N takové,
Ze A mé stejnou mohutnost jako mnoZina {1,...,n}. Rikame, Ze mnozina A je nekonecna, pokud
neni konecné. f{ikame, Ze mnozina A je spo€etna, jestlize je koneéna nebo ma stejnou mohutnost
jako N. Nekone¢na mnozina, ktera neni spocetna, se nazyva nespocetna.

Tvrzeni 1.3 (Vlastnosti spocetnych mnozin).
e Podmnozina spocetné mnoziny je spocetnd.
e Necht zobrazeni f: A — N je prosté. Potom je mnozZina A spocetnd.

e Sjednoceni spocetné mnoha spocetnyjch mnozin je spocetné.

Obraz spocetné mnoziny je spocetnd mnozina.

o KazZdd nekonecnd mnoZina obsahuje nekonecnou spocetnou podmnoZinu.
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1.5. Zavedeni realnych cisel

Mnozinu realnych ¢isel R lze popsat jako mnozinu, na niZ jsou definovany operace s¢itani a nasobeni,
které budeme znacit obvyklym zptisobem, a relace uspofadani (<), pficem# jsou splnény nasledujici
tH skupiny vlastnosti:

I. Vlastnosti s¢itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah.
II. Vztah usporadani a operaci s¢itani a nasobeni.
III. Axiom suprema.
I. Vlastnosti séitani a nasobeni a jejich vzajemny vztah
e S¢itani a nasobeni jsou asociativni, tj.

Ve,y,z€R: (z+y)+z2=a0+y+2) & z(yz)=(zy)2.

e Scitani a nasobeni jsou komutativni, tj.

Ve,yeR: z+y=y+z & axy=yz.

Navzajem jsou obé operace distributivni, t;.

Va,y,z € R: z(y+ 2) = 2y + zz.

Existence neutralniho prvku vzhledem ke séitani a k nasobeni, tj.

HVeRVzeR: 2+0=2 & J1eRVzeR: z-1=2 & 1#0.

Existence inverzniho prvku vzhledem ke sé¢itani a vzhledem k nasobeni, tj.

VeeR3IzeR: 24+2=0 & VreR\{0}3zeR: zz=1

Poznamka: inverzni prvek k « € R vzhledem ke s¢itani (resp. k nasobeni) je uréen jednoznaéné
a znaéime jej —x (resp. ! nebo také 1).
x

I1. Vztah usporadani a operaci s¢itani a nasobeni

e “<” je linearni Castec¢né usporadani, tj.

Ve,y,z € R: (e <y&y<z)=zx<z (tranzitivita)
Ve,yeR: (z<y&y<z)=z=y (slaba anitsymetrie)
Ve,ye R: (z <y V y<uz) (linearita)

e Usporadani se zachovava séitanim, tj.

Ve,y,z€ R: z<y=z+2<y+z.

e Usporadani se zachovava nasobenim kladnymi ¢&isly, tj.
Ve,y eR: (>0&y>0)=0<z-y.
ITI. Axiom suprema
Pred formulaci axiomu suprema nejprve definujme pomocné pojmy.

Definice. f{ekneme, ze mnozina M C R je omezena shora, pokud existuje K € R takové, ze
pro kazdé x € M je z < K. Takové ¢islo K nazyvame horni zavorou mnoziny M. Analogicky
definujeme pojmy mnoZzina omezena zdola a dolni zavora. Rekneme, Ze mnozina je omezena,
pokud je omezena shora i zdola.

Definice. At M C R. Cislo S € R splitujici

e S je horni zavora mnoziny M,



e VS'eR, < SdxeM: x> 5,

nazyvame supremum mnoziny M. M&-li mnozina supremum, je toto urcéeno jednoznac¢né a znac¢ime
jej sup M. Pokud je sup M € M, nazyva se maximum (nejvétsi prvek) mnoziny M a znacime jej
max M.

e Axiom suprema: Kazdé neprazdna shora omezena mnozina R mé supremum.

Véta 1.4 (Existence a jednozna¢nost mnoZiny realnych &isel). Ezxistuje ctvefice (R, +, -, <) spliiujici
podminky I-III, pricemZ je témito podminkami urcena jednoznacné v ndsledujicim smyslu. Pokud
Ctverice (xR, +*,-*, <*) spliiuje také podminky I-1II, pak existuje bijekce v : R — xR takovd, Ze pro
z,y € R plati p(z +y) = ¢(x) +* ¢(y), plzy) = o(x) ~ o(y) ax <y < p(x) < @(y).

1.6. Zakladni vlastnosti redlnych cisel

Definice. At M C R. Cislo i € R spliujici
e ¢ je dolni zadvora mnoziny M,
e Vi'eR, i/ >idveM: v <,

nazyvame infimem mnoziny M. Ma-li mnozina M infimum, je toto uréeno jednoznalné a
znafime je inf M. Pokud je inf M € M, nazyva se minimum (nejmensi prvek) mnoziny M a
znacime jej min M.

Véta 1.5 (existence infima). AU M C R je neprdzdnd zdola omezend mnoZina. Pak existuje infimum
mnozZiny M.
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Definice. Pro kazdé = € R definujeme jeho absolutni hodnotu jako

2] x, pokud = > 0,
€Tl =
-z, pokud z < 0.

Vé&ta 1.6 (trojuhelnikova nerovnost). At a,b € R. Pak plati |a +b| < |a| + |b], a také ||a] — |b]] <
la —b).

Vé&ta 1.7 (existence celé Gasti redlného ¢isla). Pro kaZdé x € R existuje prdvé jedno cislo k € Z
takové, Ze k <x <k +1.

Véta 1.8 (hustota raciondlnich ¢isel v R). At a,b € R, a < b. Pak existuje ¢ € Q takové, Ze
a<q<b.

Racionalni mocnina
Definice. At z € R.

e Pokud n € N, pak a™ je zkraceny zapis nasobeni n ¢isel rovnych x. Déle pro x # 0 definujeme

x_”zw%axozl.

Mocnina 0° neni definovéana.

Véta 1.9 (existence n-té odmocniny). Pro kazdé n € N ax € R, x > 0, existuje prdveé jedno y € R,
y > 0, spliujici y™ = x. Toto cislo se znacdi ¥Yx a éte se n-td odmocnina ¢isla x.

Pro n liché se definuje odmocnina i pro zaporna ¢isla x rovnosti /x = — {/|x|.
Definice. At z € R.

e Pokud p € Z, ¢ € N jsou nesoudélna, pak z?/9 se definuje jako zP/9 = ¢/zP kdykoliv ma vyraz
vpravo smysl.

Poznamka. Proz > 0an € Nje ¥/aP = "Y/2"P. (Pro > 0 tedy v definici mocniny 2P/ nemuseji
byt p, ¢ nesoudélna.)
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2. Limita posloupnosti

2.1. Uvod

Definice. At X je mnoZina. Posloupnost v X (nebo posloupnost prvki mnoziny X) je funkce
f:N— X. Znacime {a,}>2,. Cislo f(n) = a,, nazveme n-tym ¢&lenem této posloupnosti.

Umluva. V tomto textu budeme posloupnosti rozumét posloupnost v R.
Definice. Posloupnost {a,} se nazyva
e rostouci (resp. neklesajici), jestlize a,, < an+1 (resp. a, < an41) pro viechna n € N;
e klesajici (resp. nerostouci), jestlize a,, > a1 (resp. a, > an41) pro viechna n € N;
e ryze monotoénni, pokud je rostouci nebo klesajici;
e monoténni pokud je neklesajici nebo nerostouct;
e shora omezena, jestlize mnozina v8ech ¢lent této posloupnosti je shora omezena;
e zdola omezena, jestlize mnozina vSech ¢lent této posloupnosti je zdola omezen4;
e omezena, jestlize mnozina vSech ¢lend této posloupnosti je omezena.

Definice. Rekneme, ze posloupnost {a,,} ma limitu rovnou realnému ¢islu A, jestlize plati
VeeR,e>03Ing e NVneN,n>ng: |a, — Al <e.

Véta 2.1 (jednoznac¢nost limity). KaZdd posloupnost md nejuyse jednu limitu.

2.2. Konvergence posloupnosti realnych cisel

Definice. Mé4-li posloupnost {a,} limitu rovnou ¢&islu A € R, pak piseme lim a, = A nebo jenom

n—oo
lima, = A.
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je konvergentni, pokud existuje A € R takové, Ze lima,, = A.
Véta 2.2. Kazdd konvergentni posloupnost je omezend.

Definice. Necht {a,}>2, je posloupnost. Jestlize {ny}$2 , je rostouci posloupnost pfirozenych éisel,
pak {an, }?2, se nazyva podposloupnosti {a,}>2 ;.

Vé&ta 2.3 (limita podposloupnosti). Necht {an, }3>, podposloupnost posloupnosti {a,}5> ;. Jestlize
plati lim,, o an, = A € R, pak také lim,_,o a,, = A.

Véta 2.4 (aritmetika limit). Nechtlima, = A € R a limb,, = B € R. Potom plati:
(a) lim(a, +b,) = A+ B,
(b) lim (ay, - b,) = A- B,
(¢c) je-li B#0 a b, # 0 pro vSechna n € N, je lim(a,/b,) = A/B.
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Véta 2.5 (limita ,,omezené krat nulové” posloupnosti). Nech?lima,, = 0 a necht posloupnost {b,}
je omezend. Potom lima,b, = 0.



Vlastnost ,,skoro*

Vyrazem pro skoro vSechna n € N plati ... rozumime ,existuje ng, ze pro kazdé n € N, n > nyg
plati...«.

Véta 2.6 (limita a usporadani). Nechtlima, = A €R alimb, = B € R.
(a) Necht pro skoro vsechna n € N plati a,, > b,. Potom A > B.
(b) Necht A < B. Potom pro skoro vsechna n € N plati a,, < by,

Véta 2.7 (o dvou policajtech). Necht {a,}, {bn} jsou dve konvergentni posloupnosti a {c,} je
posloupnost spliiugici:

(a) Pro skoro vsechna n € N plati: a, < ¢, < by,
(b) lima,, = limb,.

Potom existuje limc,, a plati limc, = lima,,.
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2.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou co (¢teme plus nekoneéno), jestlize
VK eR3IngeNVneN,n>ng: a, > K.

Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou —oco (¢teme minus nekonecno), jestlize
VK € Rdng e NVn e N,n > ng: a, < K.

Ma-li posloupnost limitu rovnou oo, fikame, ze diverguje k co. Méa-li posloupnost limitu rovnou
—o0, TfikdAme, ze diverguje k —oo. Ma-li posloupnost limitu rovnou plus nebo minus nekoneénu,
fikdme, Ze ma nevlastni limitu.

Definice. Rozsifenou realnou osou budeme nazyvat mnozinu RU {oo, —oo} a budeme ji znadit
R*. Na mnozinu R* rozsifime aritmetické operace a relaci uspofadéani definované na R nésledujicim
zpusobem.

Operace séitani:

e Vae{—0}UR: —co+a=a+(—o0)=—o0,
e Va e RU{oo}:co+a=a+ 0o =00,
b _(OO) :—OO,—(—OO) = 00.

Operace nasobeni:

Va € (0,00) U{oo}: a-00=00"a= 00,

Va € (0,00) U{o0}: a-(—o0) = (—0) - a = —o0,

Va € {—oc0} U (—00,0): a-00 =000 = —00,

Va € {—o00} U (—00,0): a- (—00) = (—0) - a = o0,
e (00)"t=0,(—00)"t =0.

Relace usporadani:

e VaceR: —oco<a,a< oo,

e —00 < 0.

Absolutn{ hodnota je na mnozing R* definovana pfedpisem |z| = max{z, —x}, a tedy |oo| = oo,
| — 00| = 0.



Poznamka. Nasledujici vyrazy nejsou definovéany:

cokoli
0

00+ (—), —oo+o00, 0-00, 00-0, 0-(—00), (—o00)-0,

Definice. Necht A C R* a G € R*. Pfedpokladejme, Ze plati néasledujici podminky:
(a) Vae A: a <G,
(b) VG' e R*,G' < GJa€ A: G' < a.

Pak G nazyvame supremem mnoziny A. Podobné definujeme infimum mnozZiny A.

Poznamka. Pro neprazdnou a shora omezenou podmnozinu realnych ¢&isel se pojem suprema
shoduje s pojmem zavedenym diive. Supremum shora neomezené mnoziny je rovno oo a supre-
mum prazdné mnoziny je rovno —oo. Infimum zdola neomezené mnoziny je rovno —oo a infimum
prazdné mnoziny je rovno oo.

Véta 2.8 (jednoznac¢nost limity podruhé). KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu v R*.

Znaceni. Mé4-li posloupnost {a, } nevlastni limitu, ozna¢ujeme hodnotu této limity opét symbolem
lim a,,. PiSeme tedy lim a,, = oo nebo lima,, = —oc.

Poznamka. Pro kazdou posloupnost realnych &isel {a,, } nastava pravé jedna z nasledujicich moznosti:

vlastni, tj. je rovna readlnému ¢islu,
. existuje oo
lima, nevlastni, tj. je rovna oo nebo —oo,

neexistuje.
Definice. Necht a,b € R*, a < b. Definujeme mnoziny

(a,b) ={zx €R; a<x <b}, abeR"
|={zeR; a<z<b}, abeR,
|={zeR; a<z<b}, acR" bDeR,
[a,b) ={z €R; a<x<b}, acRbecR".

Pak mnozinu (a, b) nazyvame otevienym intervalem, mnoZinu [a, b] nazyvame uzavienym in-
tervalem a mnoZiny [a,b) a (a, b], nazgvame polouzavienymi intervaly.

Definice. Necht ¢ € R. Potom okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu tvaru B(c,¢)
g,c+e), kde e € R, € > 0. Okolim bodu oo rozumime kazdou mnoZinu tvaru B(oo, 5) =
kde € € R, € > 0. Okolim bodu —oo rozumime kazdou mnozinu tvaru B(—oo,¢) = (—oo
ceeR, e>0.

(

,00)7
kde

\/"\ =

Poznamka. Véty o limité podposloupnosti, o limité a usporddani a o dvou policajtech plati v
nezménéné podobé i tehdy, pripustime-li nevlastni limity.

Vé&ta 2.9 (zména kone¢né mnoha ¢lentt posloupnosti). Necht{a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnijch
cisel, A € R* a lima, = A. Necht pro skoro vSechna n € N plati a, = b,. Pak také limb, = A.

Vé&ta 2.10 (aritmetika limit podruhé). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlngjch cisel, A, B €
R*, lima, = A a limb,, = B. Potom plati:

(a) lim (a, + b,) = A+ B, pokud je vgraz na pravé strané definovdn,
(b) lim (ay, - b,) = A - B, pokud je viraz na pravé strané definovin,

(¢c) limay,/b, = A/B, pokud je b, # 0 pro kazdé n € N a vgraz na pravé strané definovin.
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Véta 2.11 (,,OJr = 00%). Necht {b,} je posloupnost redlngch éisel, pricemz pm kazdé n € N plati
b, # 0. Nechtlimb, = 0 a pro skoro viechna n € N plati b, > 0. Potom lim ;- 5o = 00



2.4. Hlubsi véty o limité posloupnosti

Vé&ta 2.12 (limita monoténni posloupnosti). KaZdd monoténni posloupnost md limitu. Je-li {a,}
neklesagici, pak lim a,, = sup{a,; n € N}. Je-li {a,} nerostouct, pak lim a,, = inf{a,; n € N}.

Disledek 2.13. KaZdd neklesajici a shora omezend (nerostouci a zdola omezend) posloupnost je
konvergentni.

Definice. Necht [ je interval. Jeho délkou rozumime oo, je-li I neomezeny, a &islo b — a, je-li 1
omezeny s koncovymi body a,b € R, a < b.

Véta 2.14 (Cantoruv princip vlozenych intervalii). Necht {I,}5%, je posloupnost uzaviengch in-
tervali splnugjict

e pro kazdé n € N plati I,41 C I,,,
e plati limdélka I, = 0.
Potom je mnoZina (I, jednobodovd.

Véta 2.15 (Bolzanova-Weierstrassova véta). Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni
podposloupnost.

konec 7. prednasky (24.10.2017)
Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnych &isel. Pak definujeme

limsupa, =
n—oo

lim sup{ax;k >n},  jestlize je {a,} shora omezen4,
n—oo
00, jestliZe je {a,} shora neomezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a, }. Obdobné definujeme limes inferior
posloupnosti {a,} predpisem

o lim inf{ax; k > n}, jestlize je {a,} zdola omezena,
liminf a,, = { n—o°
n—oo —00, jestlize je {a,} zdola neomezenA.

Pokud nemiize dojit k nedorozuméni, budeme misto symbolt limsup,, . an a liminf,,_, a, pséat
pouze limsup a,, a liminf a,,.

Vé&ta 2.16 (o vztahu limity, limes superior a limes inferior). Necht {a,} je posloupnost redlngjch
cisel a A € R*. Potom lima,, = A prdvé tehdy, kdyz limsup a,, = liminf a,, = A.

Definice. Prvek A € R* se nazyva hromadny bod posloupnosti {a,}, jestlize kazdé okoli bodu
A obsahuje nekone¢né mnoho prvkii posloupnosti {a, }.

Vé&ta 2.17 (o hromadnych bodech a podposloupnostech). Necht {a,} je posloupnost redlnijch éisel.

1. Prvek A € R* je hromadnygm bodem posloupnosti {a,}, prdavé kdyz existuje jeji podposloupnost
{ak, }, kterd konverguje k bodu A.

2. Hodnota liminf a,, je nejmensim hromadngm bodem posloupnosti {a,}
3. Hodnota limsup a,, je nejuetsim hromadnygm bodem posloupnosti {an}

Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Rekneme, ze {a,} spliuje Bolzanovu—Cauchyovu
podminku, jestlize

Ve e R,e >0 3ng € NVm,n € Nyn > ng,m > ng: |a, — an| < €.

Véta 2.18 (Bolzanova—Cauchyova podminka pro posloupnosti). Posloupnost {a,} md vlastni limitu
prdavé tehdy, kdyz spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku.

konec 8. prednasky (26.10.2017)

Vé&ta 2.19 (Borelova véta). Necht I je uzavieny interval a S je mnoZina otevrengch intervali
takovd, Ze I C |JS. Potom exzistuje konecnd mnoZina Sy C S takovd, Ze I C |JSy.



3. Limita a spojitost funkce

3.1. Zakladni pojmy

Definice. Funkce f jedné realné proménné (daile jen funkce) je zobrazeni f : M — R, kde
M CR

Definice. Necht M C R. Funkce f: M — R je rostouci na M, jestlize pro kazdou dvojici z,y €
M, x < y, plati f(z) < f(y). Obdobné definujeme funkci klesajici, nerostouci a neklesajici.
Rekneme, Ze funkce f je monotonni na M, jestlize je bud nerostouci nebo neklesajici na M.
Rekneme, Ze funkce f je ryze monoténni na M, jestlize je bud rostouci, nebo klesajici na M.

Definice. Necht f je funkce. Rekneme, Ze f je licha, jestlize pro kazdé z € D(f) plati —x € D(f)
a f(—z) = —f(z). Necht f je funkce. Rekneme, 7e f je suda, jestlize pro kazdé x € D(f) plati
—x € D(f) a f(—x) = f(x). Rekneme, 7e f je periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro
kazdé v € D(f) plati x +a € D(f), z —a € D(f) a f(z +a) = f(z — a) = f(x).

Definice. Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e f je omezena (resp. shora omezena
nebo zdola omezena) na M, jestlize existuje K € R takové, ze pro kazdé x € M plati |f(z)| < K
(resp. f(z) < K nebo f(x) > K).

Definice. Necht ¢ € R*. Prstencovym okolim bodu ¢ nazyvame libovolnou mnoZinu tvaru

_ | B(c,e)\{c} pokud c € R;
P(Cv 5) - {B(C, 8) pokud ¢ € {OO, _OO}’

kde e € R, ¢ > 0.
Necht ¢ € RU {—o0}. Pravym okolim bodu ¢ nazyvame libovolnou mnozinu tvaru

[c,ec+¢) pokud c € R;

By (c,e) =
+e) {B(c7 €)  pokud ¢ = —o0,

a pravym prstencovym okolim bodu c¢ nazyvame libovolnou mnozinu tvaru

(c,c+¢) pokud c € R;
B(e,e)  pokud ¢ = —o0,

Pi(ce) = {

kde e e R, ¢ > 0.
Necht ¢ € RU {o0}. Levym okolim bodu ¢ nazyvame libovolnou mnozinu tvaru

B (c.) (c—e,c] pokud c € R;
—(c,e) =
B(c,e)  pokud ¢ = oo,

a levym prstencovym okolim bodu ¢ nazyvame libovolnou mnozinu tvaru

P (c,c) = (c—¢,¢) pokud c € R;
7 1 B(e,e)  pokud e = oo,

kde e € R, ¢ > 0.

3.2. Elementarni funkce

b

Abychom mohli formélné zavést elementarni funkce, budeme potiebovat pojem “limita funkce”.

Definice. Rekneme, Ze prvek A € R* je limitou funkce f v bodé c € R*, jestlize

VeeR,e>035€R,§>0Vx € P(c,d) : f(z) € B(A,e).
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Tento slozity pojem budem dale rozvijet a poznavat pozdéji. Predtim ale zavedeme nékteré
zékladni funkce, s kterymi budeme dale pracovat pfi pocitani piikladi.

Vé&ta 3.1 (zavedeni exponencialni funkee). FEzistuje prdvé jedna funkce exponencidla (budeme ji
znadit exp) spliiugict podminky

(E1) D(exp) =R
(E2) Va,y € R: exp(z +y) =expz - expy,
(E3) lim 2021 — 1.

z—0

Véta 3.2 (vlastnosti exponencialni funkce). Ndsledujici viastnosti exponencidlni funkce je mozné
odvodit pouze z vlastnosti (E1) a (E2).

e Plati exp(0) = 1.

1
expx

e Pro kazdé x € R plati exp(—x) =
e Pro kazdé x € R plati expx > 0.
e Funkce exp je rostouct na R.

e Plati lim expz =00 a lim expz =0.

e Plati H(exp) = (0,00).
Definice.

(a) Funkcelog: (0,00) — R je definovana jako inverzni funkce k funkci exp. Nazyva se pfirozenym
logaritmem.

(b) Je-li a € (0,00) \ {1}, pak definujeme

_ log(x)
log(a)

log,(z) , x € (0,00).

Funkci log, nazyvime logaritmem o zakladu a.
(c) Necht a € R,a > 0, a b € R. Potom definujeme reilné ¢islo a” predpisem a’® = exp(blog(a)).
(d) Necht a > 0. Potom funkci z — a*, x € R, nazyvame obecnou mocninou.
(e) Cislo e definujeme jako e = exp(1), nazyvame jej Eulerova konstanta.

Poznamka. Pro kazdé x,y € R plati

(exp(y))” = exp(z log(exp(y)) = exp(zy).
Specialné (pro y = 1) dostavame
e’ = (exp(1))” = exp()

pro kazdé x € R. Misto exp x mizeme tedy psat e”.
Véta 3.3 (vlastnosti logaritmu). Funkce log md ndsledugjici vlastnosti.

o Plati D(log) = (0, 00).

e Plati H(log) = R.

e Funkce log je rostouct na (0,00).

e Pro kazdé x,y € (0,00) plati log(zy) = log(z) + log(y).

e Pro kazdé a € (0,00) a b € R plati loga® = bloga.

log x

log(1+x) _ 1
z—1 T -

e Plati lim logx = —o0, lim,_ logz = 0o a lim,_.q = lim,_.q

z—04
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Véta 3.4 (zavedeni sinu a &isla 7). FEzistuje jediné kladné rediné cislo (budeme ho znadit w) a
jedind funkce sinus (budeme ji znacit sin), kterd md ndsledugjici vlastnosti:

(S1) D(sin) =R

S2) sin je rostouct na [—m/2,7/2],

T _

S4) Va,y € R: sin(z +y) = sinwsin(§ — y) +sin(§ — z)siny,

lim $22 — 1,

(52)
(S3) sin0 =0,
(S4)
(S5)

z—0

Definice. Funkci kosinus zna¢ime cos a definujeme pfedpisem
LT
cos x = sin §—x , x€R.

Vé&ta 3.5 (vlastnosti funkei sin a cos). Funkce sinus a kosinus magi ndsledujict vlastnosti:
e sin je lichd funkce a cos je sudd funkce,
e Platisinx = 0, prdaveé kdyz x = km pro k € Z a cosx = 0, prdve kdyZ v = 5 + km pro k € Z.

e Pro kazdé x € R plati sin(x + §) = cosx a cos(z + §) = —sinz. Funkce sin a cos jsou
m-antiperiodické (tedy sin(x + ) = —sinz a cos(z + ) = —cosx pro kaZdé x € R), a tedy
2m-periodické.

o Vr,y €R: sin(x +y) =sinzcosy + cosxsiny & cos(z+y) =cosxcosy —sinzsiny,

2

2z —sin’z,

e VzcR: sin?x +cos’z=1 & sin(2z) =2sinzcosz & cos(2z) = cos

o CPS((O)/GT 5111(71'/2) =1, cos(w/6) = sin(w/3) = ?, cos(m/4) = sin(n/4) = %, cos(m/3) =

Definice. Funkce tangens a kotangens znacime tg a cotg a definujeme pfedpisy

sinx
tgx = , eERN\IZ +km kelZ},
8T = osz . \ {5 +hm )
cotgx:C_Obm, x € R\ {km; k€ Z}.
sinx

Funkce sin, cos, tg a cotg nazyvame goniometrickymi funkcemi.

Véta 3.6 (vlastnosti funkce tangens). Funkce tg je lichd, m-periodickd a rostouci na (=%, %). Plati
lim, .z tgz =00 a limgﬂ_,_%+ tgx = —o0.
Vé&ta 3.7 (vlastnosti funkee kotangens). Funkce cotg je lichd, m-periodickd a klesajici na (0, ).

Plati lim, o, cotgw = co a lim;_._ cotgx = —oo.
Definice. Cyklometrické funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-
gens zna¢ime arcsin, arccos, arctg a arccotg a definujeme predpisy
-1
arcsin = (sm [ 1]) ;
272
-1
arccos = (cos |[0,,r]) ;

-1
arctg = (tg\(_%% ) ;
arccotg = (cotg |(o,m))

Véta 3.8 (vlastnosti cyklometrickych funkei).

a) Funkce arcsin je lichd a rostouci na [—1,1]. Plati H(arcsin) = [, 5].
b) Funkce arccos je klesajici na [—1,1]. Plati H(arccos) = [0, .

¢) Funkce arctg je lichd a rostouci na R. Plati H(arctg) = (=%, %).

d) Funkce arccotg je klesajici na R. Plati H (arccotg) = (0, 7).

&t
(
(
(
(

konec 9. pfednasky (2.11.2017)
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3.3. Limita funkce

Definice. Rekneme, Ze prvek A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*, jestlize
VeeR,e>030 €R,d>0Vz € Pc,d): f(z) e B(4,¢).

Véta 3.9 (jednoznacnost limity funkce). Necht ¢ € R* a necht f je funkce. Potom f md v ¢ nejugse
jednu limitu.

Znaceni. Ma-li funkce f v bodé ¢ € R* limitu A € R*, pak piSeme

lim f(z) = A.

r—c

Poznamka. Necht c € R*,; A € R* a f je funkce. Mohou nastat tyto ptipady:

existuje vlastni pokud lim,_.. f(z) = A € R,
lim f(z) < existuje nevlastni pokud lim, .. f(z) = A € {—o00, 00},
xr—c

neexistuje.

Definice. (a) Necht A € R*, ¢ € {—oo} UR. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé ¢ limitu zprava
rovnou A, jestlize

Ve e R,e > 030 € R, 6 >0Vx € Pr(c,d): f(z) € B(A,¢).

(b) Necht A € R*, ¢ € RU {co}. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé ¢ limitu zleva rovnou A,
jestlize
Ve eR,e > 030 € R,6 >0Vx € P_(c,d): f(z) € B(A,¢).

Poznamka. Je-li c € R* a f je funkce, potom f ma v ¢ nejvyse jednu limitu zprava a nejvyse jednu
limitu zleva.

Znaceni. Ma-li funkce f v bodé ¢ € R* limitu zprava nebo zleva rovnou A € R*, pak piSeme po
radé

lim f(z)=A nebo lim f(x)= A.

T—CH r—C_
Véta 3.10 (vztah limity funkce a jednostrannych limit). Funkce f md v bodé ¢ € R limitu A €
R* pravé tehdy, kdyZ md v bodé ¢ limitu zprava i zleva a hodnoty téchto jednostranngch limit se
rovnaji A.

Definice. Necht ¢ € R. Rekneme, 7e funkce f je spojitd v bodé ¢, jestlize limg . f(z
f(c). Rekneme, Ze funkce f je v bodé ¢ spojitad zprava (zleva), jestlize lim, .., f(z) =

(limg—_ f(z) = f(c)).
Poznamka. Necht ¢ € R a necht f je funkce. Pak f je spojitd v bodé& ¢ pravé tehdy, kdyz

) =
f(e)

VeeRe>030€eR,I>0VeeR: |z —¢|<d=|f(x)— flo)] <e.

Priklady. (a) Necht a € R a necht pro kazdé = € R plati f(z) = a. Funkei f nazyvame konstantni
funkci. Potom pro kazdé ¢ € R* plati
lim f(z) = a.
(b) Definujme funkci
1 pro x > 0,

sgn(z) =<0 pro z = 0,

-1 proz <O0.
Potom
lim sgnx =1 a lim sgnz = —1,
z—04 r—0_

a tedy lim,_,o sgnx neexistuje. Funkce sgn je spojita v kazdém bodé z € R, x # 0, a v bodé 0 je
nespojita.
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3.4. Véty o limitach

Vé&ta 3.11 (Heineova véta). Necht'c € R*, A € R* a funkce f je definovdna na néjakém prstencovém
okol? bodu c. Pak jsou ndsledujici dva vijroky ekvivalentni.

(i) Platilim, . f(z) = A.

(ii) Pro kaZdou posloupnost {xy} spliiujici x,, € D(f), x,, # ¢ pro viechnan € N alim,, o z, = ¢,
plati lim, o f(zn) = A.

Véta 3.12 (Heineova véta pro spojitost). Necht ¢ € R a funkce [ je definovdna na néjakém okoli
bodu c. Pak jsou ndsledugjici dva vyroky ekvivalentni.

(i) Funkce f je spojitd v bodé c.

(i) Pro kaZdou posloupnost {x,} splitujici x,, € D(f) pro vSechnan € N a lim,,_,oc &, = ¢, plati

konec 10. pfednasky (7.11.2017)

Poznamka. Véty 3.11 1 3.12 plati po odpovidajici tpravé i pro jednostranné limity.

Véta 3.13 (aritmetika limit funkci). Necht ¢ € R*, A € R* a B € R*. Nechl f a g jsou funkce a
plati lim, . f(z) = A alim,_.g(x) = B. Potom

(a) limg_(
(b) limg_,(

f(x)+ g(x)) = A+ B, je-li vgraz na pravé strané definovdn,
f(z)g(x)) = AB, je-li vijraz na pravé strané definovdn,

f(z)
g(x)

(¢) lim,_.. = %, je-li vijraz na pravé strané definovdn.

Véta 3.14 (spojitost a aritmetické operace). Necht ¢ € R a necht jsou funkce f a g spojité v bodé
c. Potom jsou funkce f 4+ g a fg spojité v bodé c. Je-li navic g(c) # 0, pak také funkce 5 je spojitd
v bodé c.

Definice. Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje nekoneéné mnoho bodu).
Rekneme, ze funkce f: J — R je spojita na intervalu J, jestlize plati:

e f je spojitd v kazdém vnitinim bodé J,
e f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J, pokud tento bod pat¥i do J,
e f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J, pokud tento bod patii do J.

Véta 3.15 (Spojitost elementéarnich funkei). Funkce ||, exp, log, sin, cos, tg, cotg, arcsin, arccos,
arctg a arccotg jsou spojité na svijch defini¢nich oborech.

Vé&ta 3.16 (limita slozené funkee). Necht ¢, D, A € R*. Necht funkce f a g spliiugi lim,_,. g(x) = D
alimy_.p f(y) = A. Predpoklddejme, Ze je splnéna alespori jedna z ndsledujicich dvou podminek:

(P) existuje n > 0 takové, Ze pro kaZdé x € P(c,n) plati g(x) # D,
(S) funkce f je spojitd v bodé D.
Potom plati
lim (f o g)(x) = A.

r—c

Poznamky. (a) Je-li D € {—o0,00}, pak je podminka (P) automaticky splnéna. Naopak pod-
minka (S) nemize byt splnéna.

(b) Funkce g, kterd je na néjakém prstencovém okoli bodu ¢ ryze monoténni, spliuje pod-
minku (P).

konec 11. pfednasky (9.11.2017)
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Véta 3.17 (vlastni limita funkce a omezenost). Necht funkce f md vlastni limitu v bodé ¢ € R*.
Pak existuje 6 > 0, takové, Ze f je na P(c,0) omezend.

Véta 3.18 (limita funkce a uspotradani). Necht ¢ € R* a necht f, g, h jsou funkce.
(a) Necht
lim f(z) > lim g(z).

r—cC r—cC

Pak existuje § > 0 takové, Ze plati
Vo € P(c,0): f(z) > g(z).
(b) Necht existuje § > 0 takové, Ze plati
Vo € P(c,0): f(z) < g(z).
Necht existuje lim, . f(z) alim,_..g(z). Potom plati

lim f(z) < lim g(z).

(c) Necht existuje § > 0 takové, Ze plati
Vo € P(c,0): f(z) < h(x) < g(x).

Nechtlim, . f(z) = lim,_,. g(z). Potom existuje rovnéz lim,_,. h(z) a vSechny tri limity jsou
St TOVNY.

Diisledek 3.19 (limita ,omezené krat nulové“ funkce). Necht ¢ € R* a necht f,g jsou funkce.
Pokud lim,_,. f(x) =0 a g je omezend v okoli bodu ¢, pak lim,_,. f(x)g(z) = 0.

Poznamka. Uvedené véty plati po odpovidajicich ipravach i pro jednostranné limity.

Véta 3.20 (limita monoténni funkce). Necht a,b € R*, a < b. Necht funkce f je monoténni na
intervalu (a,b). Potom existuji lim,_.,, f(x) a lim,_y_ f(x), pricemZ plati:

e Je-li f na (a,b) neklesajici, pak

lim f(z)=inf f((a,0)) o = lim f(z) =sup f((a,b)).

T—aq

e Je-li f na (a,b) nerostouct, pak

lim f(z)=supf((a,;b)) @  lim f(z)=inf f((a,b)).

T—aq

3.5. Funkce spojité na intervalu

Vé&ta 3.21 (Bolzanova véta o nabyvani mezihodnot). Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b]
a f(a) < f(b). Pak pro kazdé y € (f(a), f(b)) existuje £ € (a,b) takové, Ze plati f(§) = y.

Poznamka. Véta 3.21 plati obdobné v pripadé, kdy f(a) > f(b).

Véta 3.22 (spojity obraz intervalu). Necht J je interval. Necht funkce f: J — R je spojitd na J.
Potom je mnozina f(J) interval.

konec 12. pifednasky (14.11.2017)

Definice. Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespoii na M.
° f{ekneme, Ze [ nabyva v bod& x maxima (respektive minima) na M, jestlize plati

VyeM: f(y) < f(x)  (vespektive Vy € M: f(y) = f()).

Bod z pak nazyvame bodem maxima (respektive bodem minima) funkce f na mnoziné M.
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e Rekneme, Ze f nabyva v bodé z lokdlniho maxima (respektive lokadlniho minima) vzhle-
dem k M, jestlize existuje § > 0 takové, ze

Yy € B(xz,0) N M: f(y) < f(x) (respektive Yy € B(z,d) N M: f(y) > f(x)).

Bod z pak nazyvame bodem lokalniho maxima (respektive bodem lokalniho minima) funkce
f na mnoziné M.

° f{ekneme, Ze f nabyva v bodé x ostrého lokalniho maxima (respektive ostrého lokalniho
minima) vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takové, Ze

Yy € P(x,0) N M: f(y) < f(x) (respektive Yy € P(x,0) N M: f(y) > f(x)).

Bod z pak nazyvame bodem ostrého lokalniho maxima (respektive ostrého lokalniho min-
ima) funkce f na mnoziné M.

e Bodem extrému budeme rozumét bod maxima ¢ minima. Bodem lokalniho extrému budeme
rozumét bod lokdlniho maxima ¢ lokalniho minima.

Véta 3.23 (existence extrémil). Necht a,b € Rya < b, a [ je spojitd funkce na intervalu [a,b].
Potom f nabyvd na [a,b] svého maxima i minima.

Dausledek 3.24 (omezenost spojité funkce na uzavieném intervalu). Necht a,b € R,a < b, a f je
spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom je f na [a,b] omezend.

Véta 3.25 (spojitost inverzni funkce). Necht f je spojitd a rostouct (klesajici) funkce na intervalu
J. Potom funkce f~' je spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu f(J).
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4. Derivace

4.1. Zakladni vlastnosti derivace

Definice. Necht a € R a f je funkce. Jestlize existuje limita

o T 1) = F(@)

h—0 h ’

pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé& a a zna¢ime ji f’(a). Obdobné definujeme
derivaci zprava a derivaci zleva funkce f v bodé a predpisy

f;(a):hlim flath) - fla) f'(a) = lim M_

o+ h h—0— h

Poznamky. (a) Mohou nastat tyto pfipady:

neexistuje,
derivace funkce f v bodé a L . | vlastni, tj. je rovna redlnému ¢islu,
existuje a je o
nevlastni, tj. je rovna co nebo —oo.
(b) Plati
) — 1 T8 = F0)

r—a Tr—a

mé-li alesponi jedna ze stran rovnosti smysl. Obdobné rovnosti plati pro jednostranné derivace.
Tvrzeni plyne z véty o limité slozené funkce.

(c) Derivace funkce f v bodé a € R existuje pravé tehdy, kdyz v a existuje derivace zprava
i zleva a rovnajf se.

Poznamka. Mé-li funkce f: M — R na mnoziné M C R vlastni derivaci v kazdém bodé x € M,
pak zobrazeni f': M — R, které pfifadi bodu x € M derivaci f'(z), je redlnou funkei na M.

Véta 4.1 (vztah derivace a spojitosti). Necht funkce f md v bodé a € R vlastni derivaci. Potom je
f v bodé a spojitd.

Poznamka. Tvrzeni Véty 4.1 plati po odpovidajici dpravé i pro jednostranné derivace, tedy ma-li
funkce f v bodé a € R vlastni derivaci zprava (zleva), potom je f v bodé a zprava (zleva) spojita.

Véta 4.2 (aritmetika derivaci). Necht a € R a funkce f a g maji v bodé a vlastni derivace. Potom
plati

(1) (f+9)'(a) = f'(a) +¢'(a),
(ii) (f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(i) je-li g(a) # 0, pak

konec 13. pfednasky (16.11.2017)

Vé&ta 4.3 (derivace slozené funkce). Necht funkce g md vlastni derivaci v bodé a € R, funkce f ma
vlastni derivaci v bodé g(a). Pak

(fog)(a)= f'(g9(a))-g'(a).
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Véta 4.4 (derivace inverzni funkce). Necht f je na intervalu (a,b) spojitd a rostouct (resp. klesajici).
Necht funkce f md v bod¢ zg € (a,b) derivaci f'(xo) vlastni a riznou od nuly. Pak md funkce f=!
derivaci v bodé yo = f(xo) a plati rovnost

-
F'(F o))

Vé&ta 4.5 (nutna podminka existence extrému). Necht f je funkce. Je-li a bodem lokdlniho extrému
f, pak bud f'(a) neexistuje nebo f'(a) = 0.

(f71) (wo) =

Tvrzeni 4.6 (Derivace elementarnich funkci). (a) Nechtc € R a f(x) = ¢, x € R. Pak pro kazdé
a € R plat? f'(a) = 0.

(b) Nechtn € N a f(z) = 2", € R. Pak pro kazdé a € R plati f'(a) = na™*.
(c) Pro kazdé x € R plati exp’(z) = exp(z).
(d) Pro kazdé x € (0,00) platilog'(z) = L.

(e) Pro kazdé x € R plati sin’(x) = cos(z) a cos’(z) = —sin(x).
(f) Pro kaZdé x € D(tg) plati tg'(x) = @ a pro kaZdé x € D(cotg) plati cotg'(x) = _m'
g) Pro kazdé x € (—1,1) platiarcsin’(z) = ——=— a arccos’(v) = ——=—. Ddle plati arcsin’, (—1) =
1—22 V1—z? +
arcsin’ (1) = oo a arccos’, (—1) = arccos’ (1) = —o0

1

(h) Pro kazdé x € R plati arctg’(z) = rlﬂ a arccotg’(z) = — 1

konec 14. pfednasky (21.11.2017)

4.2. Véty o stredni hodnoté

Vé&ta 4.7 (Rolleova véta). Nechta,b € R, a < b, a f: [a,b] — R je spojitd funkce. Je-li f(a) = f(b)
a [ md derivaci v kaZdém bodé intervalu (a,b), pak existuje & € (a,b) takové, Ze f'(§) = 0.

Véta 4.8 (Lagrangeova véta). Necht a,b € R, a < b, a f: [a,b] — R je spojitd funkce, kterd md v
kazdém bodé intervalu (a,b) derivaci. Pak existuje & € (a,b) takové, Ze

1) - fla)

e = 15—

Vé&ta 4.9 (vztah derivace a monotonie). Necht I je interval a f je spojitd funkce na I. Necht Int I
oznacuje mnoZinu viech vnitinich bodi intervalu I. Necht existuje f'(x) pro kaZdé x € Int I. Potom
(a) je-li f'(x) >0 pro kazdé x € Int I, pak je f rostouci na I;
(b) je-li f'(x) >0 pro kazdé x € Int I, pak je f neklesajici na I;
(¢c) je-li f'(x) <0 pro kazdé x € Int I, pak je f klesajici na I;
(d) je-li f'(x) <0 pro kazdé x € Int I, pak je f nerostouci na I.

Véta 4.10 (o limité derivaci). Nechl redlnd funkce f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje
lim, o, f'(x). Pak existuje f' (a) a plati

fi(a) = lim f'(z).

T—a4
Poznamka. Tvrzeni Véty 4.10 plati i pro derivaci zleva (a tedy i pro oboustrannou derivaci).

Vé&ta 4.11 (Cauchyova véta). Necht f a g jsou funkce spojité na intervalu [a,b] C R, necht f md
v kazdém bodé x € (a,b) derivaci a necht g md v kaZdém bodé x € (a,b) vlastni nenulovou derivaci.
Potom g(a) # g(b) a existuje £ € (a,b) takové, Ze

(&)  f(b) = fla)
g€ gb)—gla)




konec 15. pfednasky (23.11.2017) konec 16. pfednasky (28.11.2017)

Véta 4.12 (I'Hospitalova pravidla). Necht a € R U {—o0}, f,g jsou rediné funkce a existuje

limg, ot %. Jestlize navic plati
(a) limgy_,qy f(z) = limy a4 g(x) =0, nebo
(b) limg a4 |g(w)| = o0,

potom,

f@) S

et g(@) et (@)

Poznamka. Tvrzeni Véty 4.12 plati i pro limitu zleva i pro oboustranné limity.

4.3. Konvexni a konkavni funkce, inflexni body

Definice. Necht I je interval a necht f je realna funkce definované alespoii na I. Rekneme, ze f je

e konvexni na I, jestlize

Ve,y e IVA€[0,1]: f(Ax+ (1= Ny) < Af(z)+ (1 —N)f(y),

e konkavni na I, jestlize

Ve,y e IVA € [0,1]: fhz+ (1= Ny) > Af(z) + (1= N f(y),

e ryze konvexni na I, jestlize

Ve,y € Lx Ay VYA€ (0,1): fAz+(1—=Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y),

e ryze konkavni na I, jestlize

Lemma 4.13 (ekvivalentni podminka pro konvexitu). Necht I je interval a necht f: I — R. Pak
funkce [ je konvexni, privé kdyz
flxz) = flan) _ flzs) = fla2)

Vai, 20,23 €1, 11 <29 < 23 : < .
To — I Tr3 — T2

Analogickd charakterizace plati pro konkdvni, ryze konvexni a ryze konkdvni funkce.

Definice. Necht n € N a a € R a necht funkce f mé vlastni n-tou derivaci na okoli bodu a. Pak
(n 4 1)-ni derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

Druhou derivaci funkce f zna¢ime symbolem f”.

Véta 4.14 (vztah druhé derivace a konvexity). Necht a,b € R*, a <b, a f: (a,b) — R. Necht f
md vlastni druhou derivaci v kaZdém bodé x € (a,b).

(a) Je-li f"(x) >0 pro kazdé x € (a,b), pak je f ryze konverni na (a,b);

(b) je-li f"(x) >0 pro kazdé x € (a,b), pak je f konvexni na (a,b);

(c) je-li f"(x) <0 pro kazdé x € (a,b), pak je f ryze konkdvni na (a,b);
)

(d) je-li f"(x) <0 pro kazdé x € (a,b), pak je f konkdvni na (a,b).
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Definice. Necht f je realna funkce a a € R. Jestlize existuje vlastni f'(a), pak teénou ke grafu
funkce f v bodé a nazyvame afinni funkci

x— f(a)+ f'(a)(x —a), xR

Definice. Necht f je realna funkce a a € R. Rekneme, ze f ma v bodé a inflexi (neboli Ze a je
inflexnim bodem funkce f), jestlize existuje vlastni f'(a) a existuje 6 € R, > 0, takové, ze bud

Vo € P_(a,0): f(z)> f(a)+ f'(a)(x —a) a
Vz € Pi(a,0): f(z) < f(a)+ f'(a)(z — a),

nebo
Vo € P_(a,0) : f(z) < fla)+ f'(a)(x—a) a
Vo € Pi(a,8): f(z)> f(a)+ f'(a)(x — a).

Vé&ta 4.15 (nutnid podminka pro inflexi). Necht a je inflexnim bodem funkce f. Potom f"(a)
neexistuje, nebo " (a) = 0.

Vé&ta 4.16 (postacujici podminka pro inflexi). Necht a,b € R*, a <b, f: (a,b) — R, f md spojitou
proni derivaci na (a,b) a z € (a,b). Necht plati

Ve € (a,2): f'(x) >0 a Vze(zb): f'(x)<0.
Pak f md inflexi v bod¢ z.
Poznamka. Obdobné tvrzeni jako ve Vété 4.16 plati i v pripadé, kdy plati
Vo € (a,2): f'(x) <0, a Vze(zb): f'(x)>0.

Definice. Necht f je realna funkce definované na néjakém okolf bodu co. Necht a, b € R. Rekneme,
Ze f ma v bodé oo asymptotu ax + b, jestlize

lim (f(z)—az —b) =0.

Tr— 00
Obdobné definujeme asymptotu v bodé —ooc.

Véta 4.17 (tvar asymptoty). Nechl a,b € R. Pak md funkce f v bodé oo asymptotu ax + b prdvé

tehdy, kdyz
lim @:a a lim (f(xz) —ax)=0.

r—o0 X T—00

Obdobné tvrzend plati pro asymptotu v bodé —oo.
konec 17. pfednasky (1.12.2017)

Poznamka. P1i vysetiovdni pribéhu funkce ziskdvame zejména nésledujici informace:
e defini¢ni obor, spojitost, limity v krajnich bodech a limity v bodech nespojitosti,
e eventualni specidlni vlastnosti, napf. sudost, lichost nebo periodicita,
e defini¢ni obor derivace, derivace a eventualni jednostranné derivace,
e intervaly monotonie a extrémy (lokalni i globalni),
e obor hodnot,
e defini¢ni obor druhé derivace, druha derivace, konvexita a konkavnost, inflexni body,
e asymptoty,

e nicrt grafu funkce.

konec 18. pifednasky (5.12.2017) konec 19. pfednasky (7.12.2017)
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5. Ciselné rady

5.1. Zakladni pojmy
Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Pro m € N polozme
Sm =201+ ax+ -+ Qn.

Cislo sy, nazyvame m-tym ¢asteénym souctem rady 270;;1 an, pricemz ¢islo a,, je n-tym ¢lenem
fady > 7 | a,. Soucet nekonecné fady Y - | a, je limita posloupnosti {s,, }, pokud tato limita exis-
tuje. Soucet fady budeme znacit symbolem Z —10n. Rekneme, 7e fada >0 | an je konvergentni,
je-li jejim souctem realné &islo. Rekneme, ze fada Yoo an je dlvergentnl, jestlize lim,, oo Sm
neexistuje nebo je nevlastni. Pro jemné&jsi rozliseni mezi dvéma riznymi typy divergentnich fad
budeme nékdy fikat, Zze rada Zn 1 an diverguje k oo, respektive diverguje k —oo, jestlize
lim,, o0 8m = 00, respektive lim,, .o 8, = —00, a Ze Ze fada Y. -, a, diverguje (osciluje),
jestlize lim,, _, o S, neexistuje.

n=1

Poznamka. Zména koneéné mnoha ¢lentt nekoneéné fady nema vliv na jeji konvergenci ¢i diver-
genci.

Véta 5.1 (nutna podminka konvergence fady). Necht fada - | a,, konverguje. Potom lima,, = 0.

Véta 5.2 (Bolzanova—Cauchyova podminka konvergence fady). Necht Y, a, je fada. Pak je
Tada Zzozl an, konvergentni prdvé tehdy, kdyZ plati vyrok

m

> o

k=n-+1

Ve >0dng e NVm,neN,m >n >ng: <e.

Véta 5.3 (fady a aritmetické operace). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnijch cisel a o € R.
Potom ndsledugjici rovnosti plati, pokud maji smysl pravé strany:

iaan —aZan, Za”+b”):ia”+ib"'
n=1 n=1 n=1 n=1

5.2. Rady s nezapornymi ¢leny

Poznamka. Necht > | a, je Fada s nezapornymi ¢leny. Potom je bud > 7 ; a, konvergentni nebo
diverguje k oo. Jinymi slovy, fada s nezdpornymi ¢leny ma vzdy soucet, ktery miize byt konecny
nebo nekoneény. To plyne z véty o limité monoténni posloupnosti a pozorovéini, Ze posloupnost
¢astecnych soucti fady Y -, a, je neklesajici.

konec 20. pifednasky (12.12.2017)

Véta 5.4 (srovnavaci kritérium). Necht' Y " an a > oo by jsou Fady s nezdpornymi cleny a necht
pro skoro vsechna n € N plati a,, < b,,.

(a) Jestlize fada ", b, konverguje, pak konverguje i Yada >~ | ap.

(b) Jestlize Yada Y-, an diverguje, pak diverguje i Fada > - | by,.

n=1

Véta 5.5 (limitni srovnéwaci kritérium). Necht Y 7 an a Y .o by jsou Fady s nezdpornymi cleny

an

a necht existuje lim . Oznacme A = lim e

(a) Jestlize je A € (0700), pak Fada Yo7 | a, konverguje prdvé tehdy, kdyZ konverguje Fada

>z bn.
(b) Jestlize je A =0 a Fada > - | b, konverguje, pak Fada Y. | a, konverguje.
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(¢) Jestlize je A= o0 a rada Y .-, a, konverguje, pak Yada > -, b, konverguje.

Vé&ta 5.6 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht > 7 a,, je Fada s nezdporngmi cleny.
(a) Jestlize lim /a,, <1, pak vada Y .-, a, konverguje.
(b) Jestlize lim {/a, > 1, pak Fada 37" | a, diverguje.

Vé&ta 5.7 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht Y > | a, je Fada s kladngmi cleny.

(a) Jestlize lim % <1, pak vada Y, a, konverguje.

(b) Jestlize lim “2*% > 1, pak ¥ada > ., a, diverguge.

an n=1

Vé&ta 5.8 (kondenzaéni kritérium). Necht {a,} je nerostouci posloupnost nezdporngch redlnijch
¢isel. Pak Fada Y, | a, konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje faday -

n=0 2”@271, .

Véta 5.9 (o konvergenci fady >~ | -&%). Rada Sonl o=, kde a € R, konwerguje pravé tehdy, kdyz
a>1.

konec 21. pfednasky (14.12.2017)

5.3. Rady s obecnymi ¢leny

Vé&ta 5.10 (Leibniz). Necht {b,} je monoténni posloupnost redlngch cisel spliiugici limb, = 0. Pak
Fada > 07 (—=1)"b, konverguje.

n=1
konec 22. pfednasky (19.12.2017)

Lemma 5.11 (Abelova parcialni sumace). Necht m € N a a1,...,am, b1,..., by jsou redlnd cisla.

(a) Nechtn € N, n <m, a o = Z?Znaj, k=mn,...,m. Pak plati

m m—1
D agb; =Y (b — bis1) + Ombi. (5.1)
j=n j=n

(b) Oznacme s, = 3"

=145 k=0,...,m. Pak pro kaZdé n € N, n < m, plati

m m—1
Z ajbj = —Snflbn + Z Sj(bj — bj+1) + Smbm. (52)
j=n j=n

Véta 5.12 (Abelovo-Dirichletovo kritérium). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnych cisel,
pricemZ {b,} je monotonni. Necht je navic splnéna alesponi jedna z ndsledugicich dvou podminek:

(A) posloupnost {b,} je omezend a rada > -, an konverguje,
imb, =0 a posloupnost éistecnych soucti ia __| Gn je omezend.
(D) limb,, = 0 a posloupnost éistecnyjch ti rady Yooy an J i

Pak vada Y, anby, konverguje.

5.4. Absolutni konvergence rad

Definice. Rekneme, ze fada )., , a, je absolutné konvergentni, jestlize je Fada Y.~ |a,]
konvergentni. Je-li fada Y, a,, konvergentni, ale neni absolutné konvergentni, itkdme, Ze je ne-
absolutné konvergentni.

[e'S)
n=1

Vé&ta 5.13 (vztah absolutni konvergence fady a konvergence fady). Je-li fada )
konvergentnt, pak je i konvergentns.

a, absolutné

Poznamka. Rozdil mezi absolutni a neabsolutni konvergenci ilustruji néasledujici dva fakty:
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e Pokud je Y7 | a, absolutné konvergentni a 7 : N — N je libovoln4 bijekce, pak > >~ , () =

ZZL an.

(Tj. nezavisi na tom, v jakém potadi jednotlivé ¢leny s¢itame.)

e Pokud >’ a, neni absolutné konvergentni, pak pro kazdé r € R* najdeme bijekei 7 : N — N
takovou, ze Y7 | Gn(n) =T
(Tj. velmi silné zavisi na tom, v jakém potadi jednotlivé ¢leny s¢itame.)

konec 23. pfednasky (21.12.2017)
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6. Tayloriv polynom

Definice. Necht f je funkce, n € N, a € R a existuje vlastni f(™ (a). Pak polynom

1
Tl (@) = f(a) + fa) (@ —a) + -+ — [ (a)(z — a)"
nazyvame Taylorovym polynomem Fadu n funkce f v bodé a.

Umluva. V daliim textu budeme symbol tvaru (z —a)® chapat jako 1, a to i tehdy, jestlize z = a.
Symbolem f(© (tedy ,nultou derivaci funkce f) budeme rozumét samotnou funkci f.

Vé&ta 6.1 (Charakterizace Taylorova polynomu). Nechtn € N, a € R a necht md funkce f v bodé a
vlastni n-tou derivaci. Potom

(a) Polynom TS (x) je jeding polynom stupné nejvyse n spliiugici

1 J@) =T @)

z—a (x —a)”

=0.

(b) Polynom P(x) = T (x) je jeding polynom stupné nejuyse n takovy, Ze pro kazdé i € {0...n}
plati f(a) = PW(a).

Disledek 6.2. Nechtn € N, a € R a necht md funkce f v bodé a vlastni n-tou derivaci. Potom
fl@) =T (x) + w(@)(z —a)",
kde lim, ., w(z) = 0.

Véta 6.3 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht n € N a necht a,xz € R, a < x. Predpokldidejme, Ze
funkee f md v kazdém bodé intervalu [a,x] vlastni derivaci #ddu (n + 1). Pak existuje & € (a,x)

takové, Ze
1

(n+1)!
Poznamka. Véta 6.3 plati i v piipadé z < a.

f(z) =T (2) = FrE) @ —a)

Dausledek 6.4. Nechtn € N, a € R, r > 0 a necht md funkce f v kazdém bod¢ intervalu (a—r, a+r)
vlastni derivaci 7ddu (n + 1). Pak

rn+1

sup "D (y)].

Vo € (a —r,a+ T‘)5 |f(33) - T"{ya(x)‘ < (’I’L + 1)' ly—al|<r

Disledek 6.5. Necht'a € R, r > 0 a necht md funkce f v kaZdém bod¢ intervalu (a—r,a+r) viastni
derivaci ddu n pro kaZdé n € N. At existuje konstanta K > 0 takovd, Ze sup|,_, <, |FP D ()] <
K" pro n € N. Pak plati:

(a) Pro kazdé € > 0 existuje ng tak, Ze pro kaZdé pfirozené cislo n > ng plati
Ve e (a—rat+r): |flx)—THY )| <e.
(b) o
, — [ (a) n
Ve € (a—r,a+r): f(m)zT;)T(x—a) .

Definice. Necht f je funkce, a € R a (" (a) € R pro kazdé n € N. Potom fadu

0 £(n)(q
Z f '( )(iL' _ a)n
n=0

n!

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stfedu a. Ve specidlnim piipadé a = 0 mluvime o
Maclaurinové radé.
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Véta 6.6 (Taylorovy fady elementarnich funkei). Plati (napiiklad) ndsledujict vztahy mezi elemen-
tarnimi funkcemi a jejich Taylorovymi Fadami (stiedem Taylorovy Fady je ve vSech pFipadech bod
a=0):

x
(a)Vz € R: expxzzm,
(b)Vx € R:  sinx = Z (_7:10

(c)Vx € R:  cosx =

(]
P —
| |
I |
S— | ~—
=7
8
g

-1 n—1
D"

n

(d)Vm € (—1, 1]: 1og(1 + Jf) — i

n=1

konec 24. pfednasky (4.1.2018) (na poslednich dvou prednaskach budeme pocitat priklady,

nova latka se probirat jiz nebude)
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