Kalkulus 2, ZS 2020-2021
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 7.1.

Piiklad 1 (15 bodi). Je dana funkce

f(z,y) = arctg(x) — x + arctg(y) —y
na mnozing M = {(z,y) € R?>: z € [-1,2],y € [-1,2],y + = < 1}. Vypoctéte globalni extrémy f
na M.
(Hint: arctg(—1) = —arctg(l) = =% = 0.79, arctg(0.5) = 0.46, arctg(2) = 1.11)

Priklad 2 (10 bodu). UkaZte, Ze funkce f zadana predpisem

=55 ezt

n=1

je spojita v bodé 1 (hint: pouZijte k tomu Turzeni z predndSky o zdméné sumy a derivace).
Piiklad 3 (13 bodit). Necht je dana mnozina
2
M= {(z,y,2) ER*: 0<2< 1, \/(z—1)2+4y2 <1, -1 < 4 <0,z > 1}
e Proc je mnozina M méfitelna?

e Proc¢ je funkee f(x,y,z) = \/ﬁ’
xr— Y

e Spodctdte integral fM f(z,y,z)d)N* (hint: pouZijte posunuté zobecnéné vilcové souradnice
tak, aby bylo r = \/(z — 1)2 + 4y?).

(z,y,2) € M méFitelna?

Piiklad 4 (12 bodu). Spocitejte néasledujici Lebesguetv-Stieltjesiv integral ([-] znadi celou ¢ast)
322 +4x -2, z€[l,2)

1, =2

T —2, x € (2,3]

—2x x € (3,5].

/ ledg(z),  kde g(z) =
[1,5]



Kalkulus 2, ZS 2020-2021
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 14.1.

Piiklad 5 (15 bodii). Ukazte, Ze rovnice

cos(z —y) +x —y+log(y?) =1
ur¢uje v jisté okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou funkci y = f(z). Spoc¢téte f'(1) a f”(1).
Priklad 6 (12 bodu). Necht je funkce f dana predpisem

fa)=>" (1+1083 +3)) -
n=1
e Naleznéte defini¢ni obor funkce f (tj. uréete pro kterd z € R je f(x) € R, hint: uvédomte
si, Ze log(Z%) = —2).
e Dokazte, ze funkce f je spojita v bodé 0.

Pfiklad 7 (11 boda). Necht je ddna mnoZzina

M :={(z,y,2) €ER3: 2 >0,y <0,0< \/ﬁ <sin((z? +y*+2%)%?), 22 +y?+27 < (5)¥°}.

e Proc je mnozina M méfitelna?
e Spoététe miru A\3(M) (hint: pouzijte sférické soufadnice).

Priklad 8 (12 bodu). Necht je dana funkce F' pfedpisem

2
0 gaz” _ |

e Doka’te, ze F(a) € R pro a < 0.

e Vyjadiete F’(a) pro a € (—oo, —3) pomoci integralu a prislusny integrél spoctéte (Hint:
pouzijte “Laplacetiv integral fooo P pocitany na pfednéasce). Dostanete tak hodnotu
F'(a) pro a € (—oo,—1).

e Naleznéte primitivni funkci k F’(a). Bez dikazu pouzijte fakt, ze F(—1) = —/7 a urlete

hodnotu integralu F(a) pro a € (—oo, —3).



Kalkulus 2, ZS 2020-2021
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 20.1.

Pfiklad 9 (14 bodu). Naleznéte lokalni extrémy funkce
f(a,y) =log(—z® —y* + 6xy).
Piiklad 10 (11 boda). Ukaizte, %e funkce f zadana piedpisem
o) _1)n - 7r
f) =3 D cost )

n=1

je spojitd v bod& 1 (hint: pouZijte k tomu Turzeni z predndsky o zdmeéné sumy a derivace).
Dale dokazte, ze funkce f méa vlastni derivaci v bodé 2 a vyjadiete f/(2) jako soucet ¢iselné Fady.

Piiklad 11 (13 boda). Necht je ddna mnozina

Mﬁ:{(x,y)€R2¢mgl,0<%<l,x>0}

e Proc je mnozina M méfitelna?
e Pro¢ je funkce f(z,y) = (x —2) - cos (2 %2 + (y+ 1)2)7 (x,y) € M méfitelna?
e Spoctéte integral f uf (x,7)dA\? (hint: pouZijte posunuté zobecnéné polarni soufadnice
tak, aby bylo r = 4/ %2 +(y+1)2).
Pfiklad 12 (12 bodi). Necht je dana funkce F' predpisem

(o)
1
F(a) = /1 gt - arctg (ﬁ) dz.

Dokaizte, ze F'(a) € R pro a € R\ {1}.

Vyjadiete F’'(a) pro a € (0,1) pomoci integralu.

Zjistéte, zda je funkce F' na intervalu (0, 1) rostouci/klesajici.
Spoététe lim,,_, o F'(n).



Kalkulus 2, ZS 2020-2021
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 3.2.

Piiklad 13 (14 bodu). Je dana funkce

f(z,y) = log(z) +log(y)
na mnozinéd M = {(x,y) € R?: z > 1,y > 1,22 + 4y = 25}. Vypoéctéte globalni extrémy f na M.
Piiklad 14 (11 boda). Necht je funkce f dana predpisem

oo

flz) = Z (% arctg(x — 3))n.

n=1
e Naleznéte definiéni obor funkce f (tj. uréete pro ktera x € R je f(x) € R).
e Dokazte, ze funkce f je spojita v bodé 3.

Piiklad 15 (14 bodi). Necht je ddna mnoZina
M = {(z,y,2) € R3: ((I*2)2+ % +22)4 <(z—-2)%+ % — 222> 0}
e Proc je mnozina M méfitelna?
e Proc¢ je funkece f(x,y,z2) = ((a: -2)2 + "’9—2 - z2) , (z,y,2) € M méfitelna?
e Spoctéte integral [ 1 f(@,y,2)dN* (hint: pouZzijte posunuté zobecnéné sférické souradnice

tak, aby bylo r = \/(aj —2)2 4 % + 22).

—3/8

Piiklad 16 (11 bodu). Spocitejte nasledujici Lebesguetiv-Stieltjestv integral ([-] znaci celou ¢ast)

T+ 2, x € [-2,-1]
)1, z € (-1,0)
/{_m f@yd(es) -2, e f@ =4 "0

-2 417, z€(0,2].



Kalkulus 2, ZS 2020-2021
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 10.2.

Piiklad 17 (14 bodu). Ukaizte, Ze rovnice

5
Qexp(x—iy)—:ﬂ—f—%—i— 3x+y2:§

L, 1] implicitné zadanou funkci y = f(z). Spoctéte f'(15) a f"(35).

167 4
Piiklad 18 (11 bodu). Ukaizte, %e funkce f zadana piedpisem

e )
n=1

je spojita v kazdém bodé z € R (hint: pouZijte k tomu Tuvrzeni z predndSky o zdmeéné sumy a
derivace).

Pfiklad 19 (11 bodi). Necht je ddna mnoZzina

M= {(z,y,2) € R 2y/22 +y2 <3, 2> /a2 + 32+ 2,y > 0}.

e Pro¢ je mnozina M méritelna?
e Spoététe miru A*(M) (hint: pouzijte valcové soutadnice).

Piiklad 20 (14 boda). Necht je dana funkce F piedpisem

o) a_ 1 —z2
0 gr

urcuje v jisté okoli bodu [

e Pomoci véty o derivaci integralu zavislém na parametru dokazte, Ze F(a) € R proa > —1
a vyjadiete F’(a) pro a > —% pomoci integralu (Hint: integrovatelnou majorantu hledejte
na intervalech tvaru (—3,p) pro p > 1).

e Vyjadiete F'(a) pro a > f% pomoci funkce T" a zjistéte, zda plati F’(4) > @

e Spoctéte

F'(n+1)-(2)"/?
L) (2)
n—o0o \v/n-nm

(Hint: pouZijte Stirlingiiv vzorec).




Kalkulus 2, ZS 2020-2021
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 25.2.

Piiklad 21 (13 bodu). Je dana funkce

f(x,y) = exp(zy —y — 2z +2)
na mnozing M = {(z,y) € R?: x € [0,3],y € [1,4],y + 2 < 4}. Vypoctéte globalni extrémy f na
M.

Priklad 22 (12 bodi). Necht je funkce f dana pfedpisem

fla) =Y exp(t - (1~ 20)).

e Naleznéte defini¢ni obor funkce f (tj. uréete pro ktera z € R je f(x) € R, hint: uvédomte
si, Ze exp(n.a) = exp(a)™).

e Dokazte, ze funkce f je spojita v bodé 1.

e Dokazte, 7ze funkce f ma vlastni derivaci v bodé 2 a vyjadrete f'(2) jako soulet ¢iselné
rady.

Priklad 23 (11 bodi). Necht je ddna mnoZzina
M:={(z,y,2) ER*: 2> 1,2>0,0<y<2ztg (V422 +y2 + (z — 1)2), /422 + 2 + (. — 1)2 < T }.

e Pro¢ je mnozina M méritelna?

e Spoctéte miru A3(M) (hint: pouZijte posunuté zobecnéné sférické soutadnice tak, aby bylo

r= /422 +y2 + (z — 1)2).
Priklad 24 (14 bodu). Necht je dana funkce F' predpisem
o0 1 _
F(a) = / 1 cos(az) e da.
0

x2

e Dokaizte, ze F(a) € R pro a € R.
2k
e Ukazte, Ze pro kazdé x € (0,00) a a € R plati 17%2(“) et = Z,;“;l(—l)kﬂ%e*m.

X

e Ovéfte moZnost zamény Fady a integralu a vyjadrete integral F'(1) jako &iselnou fadu
(Hint: muzete s vyhodou pouzit znalosti o funkei I' z prednasky).



