I. OPAKOVANI - OTEVRENE A UZAVRENE MNOZINY, PARCIALNI DERIVACE

1. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou oteviené ev. uzaviené a urcete vnitiek.

@) (] €B2: <0,y >0} b){fw.y) € R2: anctgle+y) >3} o {[r,y] € B2 : arctg(e +y) > .2 > 0)
2. Spoctéte parcialni derivace funkci vSude, kde existuji

a) arctg(xz?y® + 2%)

3. Urcete a nakreslete definiéni obor funkce f a vySetfete jeji parcialni derivace

a) f(z,y) = /22 + ¢y

Dalsi priklady k procviceni:
e lehéi: [1, priklady I.3.e-g; II.1.a-c|] (u prikladi 1.3 bez urcovani hranice a uzavéru)
e normalni: |1, pfiklady 1.3.h-k; I1.1.d,h,i,j|] (u pfiklada 1.3 bez uréovani hranice a uzavéru)

o slozité&jsi: [1, piiklady 1.3.1; II.1.e-g,k; II.2.a-f] (u pfikladii 1.3 bez uréovani hranice a uzavéru, u ptikladt 1.2
bez ur¢ovani te¢né nadroviny)

[1] materialy ke cviceni z Matematiky 2 (2015/16), umistény na webu zde: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/
“cuth/examples.html

I. OPAKOVANI - OTEVRENE A UZAVRENE MNOZINY, PARCIALNI DERIVACE - VYSLEDKY
1. a) MnoZina neni uzaviena ani oteviena. Vnitiek je {[z,y] € R?: x <0,y > 0} b) MnoZina neni uzaviena, je

oteviend c¢) MnoZina nenf uzaviena ani otevfend, vnitiek {[z,y] : arctg(z +y) > 3,z > 0}

0 2zy3+log 22 9 3z?y?
2. a‘) Wi(way) = (;2%34_30%)24'_17 %(m,y) = (z2y3j_2yz)2+1 pro (JI,y) S R2‘
x

3. a)Dy = {(z,y) € R*: y > —ab}, pro (v,y) € Dy spliwjici y # 2° mame %(m,y) = T w a %((L‘,y) =

1 of
GWWWO@/#O, o

nemé smysl zbyvajici parcialni derivace pocitat

(0,0) neexistuje, g—i(x,()) pro x # 0 neexistuje a v ostatnich bodech defini¢niho oboru

konec 1. prednasky (30.9.2020)



I1. IMPLICITNI FUNKCE

1. Je dan vztah 22 + 2zy? + y* — y® = 0 a bod [0, 1]. Dokaite, Ze:

i) timto vztahem je definovana hladka funkce y = f(x) v jistém okoli bodu 0, pro kterou plati f(0) = 1;

iii) spoctéte f”(0);

)
ii) spoctéte f/(0);
)
iv)

zjistéte, zda je f na okoli bodu 0 konkavni/konvexni.

konec 2. prednasky (5.10.2020)

2. Ukazte, Ze dana rovnice uréuje v jisté okoli bodu M = [mj,ms] implicitné zadanou funkci y = f(x).
Spoctste f'(m1) a f”(my).

a) ey’ 1 +log% =1 M=][L,1] b)cos(z +y?) +sin(z? +y) =1, M = [-1, 1]
¢) log(x +y3) + exp(x +2y) =1, M = [2,—1]

Dalsi priklady k procviceni:

e piiklady z oddilu III.2 ke cviceni z Matematiky 2 (2015/16) umistény na webu zde: https://www2.karlin.mff.
cuni.cz/"cuth/examples.html

e piiklady 1-10 z materiali doc. Zeleného dostupné na odkazu zde: http://www.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/
mff/MA_3/Implicitni_funkce.pdf

II. IMPLICITNI FUNKCE - VYSLEDKY

1. f(0) =2, f”(0) = —14, funkce je na okoli bodu 0 konkavni

2. viz. vysledky zkouskovych pisemek zde: http://www.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/edu.php?edutype=archpis

konec 3. prednasky (7.10.2020)



III. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

1. U nasledujicich funkci naleznéte lokalni extrémy.
2
a) f(z,y) =2*+ (y—1> D) f(z,y) = 2> +y*> =1 ¢ f(z,y) =e” (522 +y)
d) f(x,y) = 2y/1 — 22 — 2, (2,9) € {(z,y) € R?: 22 +3y? < 1} konec 4. prednasky (12.10.2020)

2. Zjistéte sup a inf funkce f na mnoZiné M a vySettete, zda téchto hodnot funce f na M nabyva
(bez Lagrangeovych multiplikatorit).

a) fle,y) =2 -2y —3; M ={[z,y;0<z<1,0<y<l,z+y <1}

b) f(xayv Z) - (Jf—l- y)2 + (J} - y)2 + 2 M = <_1a 1> X <_17 1> X <_17 1>

c) f(z,y) = arctgx + arctgy, M = {[z,y], 2> +y> < 1,2 >0,y > 0}

d) f(z,y) = 2® —zy+y* M = {[z,y]; |z| + |y| < 1} (pitklad se na prednasce nestihl, miiZete jej spoéitat jako uZite¢né
cviceni samostatné) konec 5. prednasky (14.10.2020)

3. Naleznéte maxima a minima funkce f na mnoziné M (s Lagrangeovymi multiplikatory).

a) f(z,y) = 5e—3y, M = {[z,y],2>+y* = 136} b) f(z,y) = arctgr+arctgy, M = {[z,y],2?+y* < 1,2 > 0,y > 0}
c) f(z,y) = 2y, M = {[z,y],32% + y?> = 6} (piiklad se na prednéasce nestihl, muzete jej spocitat jako uZiteéné cviceni
samostatné)

4. Pri jakych rozmérech bude mit oteviena nadoba tvaru kvadru daného objemu V' minimalni povrch?
5. Dané kladné ¢islo a rozloZzte na soucet dvou Cisel x a y tak, Ze soucet jejich druhych mocnin je minimélni.
6. DokaZzte nerovnost % > (%ﬂ)n pron>1,z>0ay>0.

7. Pro M C R? a x € R? je vzdalenost bodu x od M definovana jako inf{p(x,m),m € M}. Uréete vzdalenost bodu

[a, %] od paraboly y = z2. (ptiklad se na prednésce nestihl, mizete jej spocitat jako uzitecné cviceni samostatné)

konec 6. prednasky (19.10.2020)
Dalsi priklady k procviceni:

e piiklady z oddilu IV.1 ke cvi¢eni z Matematiky 2 (2015/16) umistény na webu zde: https://www2.karlin.mff.
cuni.cz/"cuth/examples.html

e piiklady 1-10, 11, 17-20, 22, 24, 28-37 z materiali doc. Zeleného dostupné na odkazu zde: http://www.karlin.
mff.cuni.cz/"zeleny/mff/MA_3/Extremy.pdf

III. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH - VYSLEDKY

1. a)[0,1] - ostré lokalni minimum  b) [0, 0] - ostré lokalni maximum, {[z,y] € R?: 22 +y? = 1} jsou body lokalniho

minima (ale ne ostrého)  ¢) [1, —2] - neni extrém (sedlovy bod) d) [%, %] a [—%, —%] jsou ostré lokalni maxima,
[%, —%] a [—%, %] jsou ostra lokalni minima, ve stacionarnim bodé [0, 0] neni lokalni extrém

2. a)max —2 v bodé [1,0], min —5 v bodé [0,1]  b) max 5 v bodech [+1, 41, 1], min —1 v bodé [0,0,—1] ¢) max
v [%, %], min v [0,0] d) max 1 v bodech [£1,0], [0,%1], min 0 v bodé [0, 0]

3. a) max 68 v [10,—6], min —68 v [-10,6] b) max v [%, %}, min v [0,0] ¢) max V3 v [1,v3] a [-1, /3],
min —v/3 v [1, —v/3] a [-1, /3]
4. Rozméry nadoby jsou v/2V, V2V, i\5/g 5. 2=y=%

6. Hint: najdéte minimum funkce f(z,y) = % za podminky z +y =c. T. \/a2 —3V4Ya+




IV. STEJINOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI

1. VySetfete bodovou a stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei (f,)5;, kde f,(x) = 2", x € [0, 1]

2. VySetfete bodovou a stejnomérnou konvergenci nésledujicich fady funkei > "7 f,, kde f,(z) = z e R.

nT
1+TL5$2 )

konec 7. prednasky (21.10.2020)

3. Dokazte, ze funkce f dané predpisem

n=1

je spojita na svém definiénim oboru a spoctéte f(0).

4. Dokaite, 7e pro funkci f(z) := Y%, Lz € (1,00) plati f € C'((1,00)).

n=1 nT’

5. Dokazte, Ze pro funkci f danou predpisem

2 27
= n +x
plati f € C([-1,1]). Spoctéte f'(3) a f'(0).
6. Necht je funkce f dana predpisem
f@) =) (—a®+6x—8)".
n=1

Naleznéte defini¢ni obor funkce f (tj. urcete pro ktera x € R je f(x) € R). Dokazte, Ze funkce f je spojita v bodé 7/2.
Dokazte, ze funkce f ma vlastni derivaci v bodé 7/2 a vyjadrete f'(7/2) jako soucet ¢iselné fady.

7. (Piiklad se na predndsce nestihl, miiZete jej spocitat jako uZiteéné cviceni samostatné) Necht je dana
posloupnost funkei (f,,)>2; predpisem
1 |x—|—#\—|x—#[

fa(z) = — , zeRneN.
" n? o+ L+ |z — L

Rozhodnéte, zda fada funkei ) 7, f, stejnomérné konverguje na R

(Hint: rozepiste si predpis funkce bez absolutnich hodnot pro x < —1/n?, x € [-1/n?,1/n?] a pro x > 1/n?).
Dokazte, ze funkce f(z) = > 07, fn(x) je spojitd v bodé 3. Dokazte, Ze funkce f(z) = > o7, fn(x) je klesajici na
intervalu (2, c0).

Dalsi priklady k procviceni:

e piiklady 13.61 - 13.70 ze sbirky Ilja éerny: Inteligentni kalkulus. Online zde: http://matematika.cuni.cz/
ikalkulus.html



IV. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI - VYSLEDKY

1. posloupnost bodové konverguje k funkci f(z) =0 proz € [0,1) a f(x) = 1 pro x = 1, posloupnost neni stejnomérné
konvergentni 2. fada funkci je stejnomérné konvergentni
2_ . .
3. f1(0) =302 (1) 5. f1(1/2) = 302, % f'(0) neexistuje
6. defini¢n{ obor je (3 —v/2,3) U (3,3 +V2), f(7/2) =53 o0, n- (3/4)"1
7. fada je stejnomérné konvergentni na R.

konec 8. prednasky (26.10.2020)



V. MOCNINNE RADY

1. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych rad. Uréete oblasti absolutni konvergence,

neabsolutni konvergence a divergence. a)» >, #720:1:” b) 00, La™ (p € R)
314 (~2)" 34+(—1)m)"
¢) Sopey B (1) ) Sope, BHCU g
e) > ey girge (@b > 0) (Priklad se na predndsce nestihl, miZete jej spocitat jako uZitecné cviceni samostatné)

2. Vyjadrete nasledujici funkce jako mocninnou fadu o st¥edu 0:
2

a)e ™ b)) (1+z)log(l+ x)
TTis

c) arctg ( ) (Priklad se na predndSce nestihl, miZete jej spocitat jako uZitecné cviceni samostatné)

konec 9. prednasky (2.11.2020)

3. Sectéte rady vSude na intervalu konvergence:
4n+5 n
2) Yoo T b)Y mat ) Y, r

4. Sectéte rady:
0o 1™ 00 n 00 n 2n
) o, S b)) g o) S (1) 2

5. Naleznéte maximalni feSeni nasledujicich diferencialnich rovnic s pocate¢ni podminkou:

a) y'(z) = 3y(z/2), y(0) =1

konec 10. prednasky (4.11.2020)

Dalsi priklady k procvicenti:

e piiklady II.1.c,d,g,h; I1.5; VI.1. a VI.2. ke cvic¢eni z Matematické analyzy 2 (2016/17) umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/examples.html

V. MOCNINNE RADY - VYSLEDKY

1. a)R=1,AK pro |z| <1 a D jinak b) R=1; pokud p > 1 pak AK pro |z| <1 a D jinak; pokud p € (0, 1] pak
AK pro |z| < 1, Kprox = —1 a D pro x = 1; pokud p < 0, pak AK pro |z|] < 1 a D jinak ¢) R=1/3, AK pro
|t + 1] < R, Kprox = —-4/3, D prox = —-2/3 d)R = 1/4, AK pro |z| < R, jinak D e) R=max{a,b}, AK pro
|z| < R, jinak D

2. a)y (- 1)”5’3“, ,x€R  b)az+> 7 (- )”Hngg;jrl) c) arctg2+ > o7 %x%*l, |z| < 1/2

3. a)zde, zeR b)( )2,:176( 1,1)  c¢)log(:%) —log(l —2) + 1, z € [-1,1] \ {0}, soucet je 0 pro z =0
4. a)—log2 Db)2 c¢)—2log(3)—2

5. a)y(z) =% n;gl‘iinml’na reR

konec 11. prednasky (9.11.2020) konec 12. prednasky (11.11.2020)

a

konec 13. pfednasky (16.11.2020)



TEORIE MIRY

Doporuceny zdroj informaci a piikladi (i FeSenych) k teorii miry je predevsim

[1] Sbirka piikladii (i feSenych) z teorie miry: Lukes - Piiklady k teorii Lebesgueova integralu.
Online zde: http://matematika.cuni.cz/lukes-pli.html

Dalsi zdroje ptikladt (¢asto obsahuji vybér piikladi ze sbirky vyse):

[2] Materialy ke cvienim z teorie miry a integralu (2013/14) na MFF.

K nalezeni zde: http://www.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/examples.html

[3] Materialy ke cvicenim z Kalkulu 3 od Kristyny Kuncové.

K nalezeni zde: http://www.karlin.mff.cuni.cz/ “kuncova/historie08.php

[4] Materialy ke cvienim z Teorie miry od Kristyny Kuncové.

K nalezeni zde: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/historiel2.php

Nize specifikuji vidy néjaky vybér piikladi ze zdroja vysSe, ktery povazuji za vhodny pro dalsi doméci pocitani.
V. VICEROZMERNA INTEGRACE

1. Pomoci Fubiniovy v&ty spoététe miru A\?(M) mnozZiny M: a) M je omezena kiivkami x =2,y =z, 2y = 1
b) M je omezena kiivkami: 2z —y =0, 2x—y—-7=0, x—4y+7=0, z—4y+14=0
) M={lz,y] eR?: 2>2, 0<y<1/z}

2. Pomoci Fubiniovy véty spoctéte f34 1x[1,2] @2 d\?

$+y)
3. Popiste mnozinu M C R? jejiz obsah je dan vzorcem f02 f;@ dzrdy, vyjadiete obsah mnoziny jako
integral kde z je vnéjsi proménna a vypoctem ovérte platnost Fubiniovy véty

4. Spoététe integral f03 f; e dz dy

—z2

5. Spoététe miru \*(M) mnozZiny M: a) M je omezena plochou z = e™* arovinami y =0, y =z, r = 1

b) M je omezené plochami z = 622 —2zy, y=3cz—alay==x

Dalsi priklady k procvi€eni: [1, ulohy 5.26, 5.28-5.30, 5.32-5.38, 5.42, 5.43| pfipadné uzsi vybér piikladu z [2, ulohy

IV.1-2 (pozor - IV.2e a IV.2f jsou technicky naro¢négjsi)|; dalsi vhodny zdroj priklada je |4, piiklady 2. a 3. z odkazu
“10. Fubinka”|

konec 14. pfednasky (18.11.2020)

6. Spoctste [ [, f(z,y)dN\?: a) M ={[z,y] € R?: z? +y* <1}, fz,y) = —1—
/1—x2—q2
_ 2. 2, ,2 . _ 1 B

b) M = {[z,y] € R*: \[S 2z,2 < 2° +y* < 3z}; flz,y) = @ +y2)2

oW

y <
) M ={z,yl e R?: &+ yz < 1}; f(z,y) = 22 + y* (Priklad se na predndsce nestihl, miZete jej spocitat jako
uZitecné cviceni samostatné)

7. Spoé&téte miru \2(M) mnoZiny M:
22 v
3

a) M = {[z,y] € R?: a—Q <1} (a,b> 0, jedna se o obsah elipsy)
b) M = {[z,y] € R? : (2? ) <2a%(z? —y*)} (a >0, jedna se o obsah plochy ohrani¢ené lemniskatou)

konec 15. prednagky (23.11.2020)



Dalsi piiklady k procviéeni: [1, ulohy 5.26, 5.28-5.30, 5.32-5.38, 5.42, 5.43] pfipadné uzsi vybér piikladua z |2, alohy
IV.1-2 (pozor - IV.2e a IV.2f jsou technicky naro¢néjsi)|; dalsi vhodné zdroje ptikladi jsou |3, piklady na 2D integral
kromé piikladu 7] a [4, ptiklady z odkazu “11. Substituce” kromé piiklada 4,6,11,12]

8. Spoététe miru A\3(M) mnoZiny M: (v tlohach uvazujte viechny parametry kladné)

)M = {[z,y,2] €R?: /22 4+ 2 +22 <R} (R >0, objem koule)
b) M = {[z,y,2] € R?: 22 +y? + 22 < 2az, 22 + y? < 2%}

Q

) M ={[z,y,2] € R3: 22 +92 4+ 22 < R% 22 +4%° < Rz} (objem Vivianiho okénka)
d) M = {[z,y,2] e R3: (R— /2?2 +y?)? +22<a’}, R>a (objem anuloidu)

konec 16. prednasky (25.11.2020)

2

2
e)M:{[x,y,z]6R3: y?_‘_%gm}

9. Spoctéte [ [ [}, 22dN?, kde M = {[z,y,2] € R®: a? +y* + 22 < R?, 2? + y* + 22 < 2Rz} (R > 0)

10. Dokazte, Ze fooo e~ dg = /7/2 (tzv. Laplacetv integél, dale jej budeme povaZovat za ,znamy integral)

Dalsi piiklady k procviceni: |2, ulohy IV.6 e,f (pozor - IV.6e je technicky naro¢néjsi) a IV.7.b,c,d|; dalsi vhodné
zdroje piikladu jsou [3, priklady 4-12 z odkazu “3. 3D integral”|

V. VICEROZMERNA INTEGRACE - VYSLEDKY

1. a)3/2—log2 b)7 ¢) 400 2. a)logZ
3. M je ohranicena kiivkami z = 4, y = 0 a y?> = z, mame f02 f;Q dzdy = fé foﬁ dydz = 18
43@-15 Ak1-1) BPe o bi(2-L) 9Pr7 a)ar b)2
8. a)arR® b)altr ) 2R3(n—1%) d)2r’Ra® e) 72V3
9. TR? 2%

: 180

konec 17. prednasky (30.11.2020)



VI. LEBESGUEUV-STIELTJESUV INTEGRAL

1. Spocitejte hodnotu Lebesgueova-Stieltjesova integralu [, f(z)dg(z) pro zadané funkce f,g: M — R a
mnoziny M:

a) M = 1[2,3], f(z) = 2%, 9(z) = Xjp,00)(®)  b) M =1[0,00), f(2) = e”, g(x) = (3= e™*)x[p,00)(¥)
x # 2 g(x):{x x <0

x
1 =2 x+1 x>0
x x#0 x z <0
d) M =]-1,1], = , g(x) =
)M = [-1,1], /(@) {1 170 ) {Hl T
0 r<l1
2 -2z +2 z€[1,2)
&) M = [0,3), f(x) = a2 g(x) = |
3 =2
T+ 2 x> 2
3z <0
6—295 x<1 € T= . . .
f) f(z) = X g(x) =42 x € (0,1), za M uvazujte postupné nasledujici mnoziny
>
v o 20+1 x>1

(i) M = (~1,0), (i) M = [~1,0] (iil) M = (—=1,1) (iv) M = (—1,1] (v) M =[1,3] (vi) M = (—o0,0)

konec 18. prednasky (2.12.2020)

g) M =10,5], f(z) = 22+ 1, g(z) = [z] (cela cast)
Nasledujici priklady se nestihly spocitat na pfednéasce a jsou doporuceny studentiim k procviceni:
h) M = [0,5], f(z) =e", g(x) =z + [z]
)M =[1,3, f(x) = 2], g(x) = [22] j) M =3, 3], fz) = [22], g(x) = [2]

VI. LEBESGUEUV-STIELTJESUV INTEGRAL - VYSLEDKY

1. a)4 b4 o4 d)1 e X2
£) (i) 3(1 —e™1) (ii) 4 —3e~! (ili) 4 —3e™! (iv) 4 —3e 1 +e2 (v) e 2+ 8 (vi) 3
g)6l h)e+e+ed+et+2° i)1 j)2



VII. KONVERGENCE INTEGRALU

1. Urcete, zda Lebesgueovy integraly existuji a zda jsou konvergentni (s parametry p,q,s € R, k € NU{0})

oo 1 00 2 1 1
a) fO 142 dz b) fO e " dx C) 0 sinxz dz fl/? |10gx dw
vysledky nésledujicich prikladd budeme dale povazovat za ,zndmé integraly”
1/2 Crose
f2 log:p dz f) O/ :Bp\l;g:p\q dz g) fOoo e "’ l(loggj)k dz

konec 19. prednasky (7.12.2020)

h) fo aP~H(1 - 2)4 " da

dalsi priklady na konvergenm integrala

) J e 4 ) [P (na)p e

Dalsi priklady k procviéeni: |1, ulohy II1.3.33-3.36] piipadné uzsi vybér piiklada z |2, dlohy 1.1 a 1.2 (nékteré
spo¢itané na prednasce - viz. vySe)|; dalsi vhodny zdroj piikladi je [4, pfiklady z odkazi “1. Opakovani AK” a “2
Opakovani AK 11"

VII. KONVERGENCE INTEGRALU - VYSLEDKY
1. a)K b)K c¢) existuje, ale nekonverguje d) K e) existuje vzdy, konverguje pokud p > 1 a ¢ € R, nebo
p=1lagqg>1 f)existuje vidy, konverguje pokud p<lage R, nebop=1aqg>1 g)existuje vzdy, konverguje
pokud s € (0,00) a k € NU {0} jinak diverguje h) existuje vzdy, konverguje pokud p > 0 a ¢ > 0 i) konverguje
pokud p € [—1, 1], jinak neexistuje j) existuje vzdy, konverguje pokud p € (—1,1)



VIII. INTEGRACE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI

1 1 1 ,.3/2

<4 X - FPSIPIE YT SR . " . ne . n €T
1. Spoctéte nasledujici limity: a) TLILH;O T dz b) TLILH;O T dz «¢) nl;n;o g
o0
d) lim e " dg
a—00 0

konec 20. prednasky (9.12.2020)

Dalsi priklady k procvi€eni: |2, tlohy II.1 a I1.2 (nékteré spocitané na prednasce - viz. vyse)|; dalsi vhodny zdroj
prikladi je |4, ptiklady z odkazi “3. Limita a integral” a “4. Limita a integral”|

2. V nasledujicich prikladech rozvinte integrovanou funkci v fadu, ovéfte moZznost zamény rady a inte-
gralu a vyjadrete integral jako c¢iselnou radu.

a) 01 7log(;_x) dz D) fol 71°g(;;+x) dz ) [(°Z55de d) [(Te Tcosy/zdr e 01 —fi;z dz (p,q>0) f) [;° 7@811“ dx

Dalsi priklady k procvi€enti: |2, dlohy IL.3 (nékteré spocitané na piednésce - viz. vySe)|; dalsi vhodny zdroj prikladi
je |4, priklady z odkazu “5. Rada a integral”|
VIIL. INTEGRACE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI - VYSLEDKY

1. a)0 b0 c¢)0 d)o
[e's) 00 1" 00 00 n n! 00 —1)" 00 n (e)
)~ o Doty O Xaemim D XD E @) Tlo bl ) (-1 sk &

N

log 2
8

konec 21. prednasky (14.12.2020)



VIII. INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

1. Urcete defini¢éni obor nasledujicich realnych funkci (= mnozinu vSech a € R, Ze F(a) € R) a dokazte,
ze jsou na svém defini¢nim oboru spojité.

a) F(a) = [[* = dx D) F(a) = [("e ™ dz ) F(a) = f_ll V2?2 + a? dz (tento priklad se na prednasce nestihl)
d) F(a) = fol log(z? + a?) dx (spojitost v nule se na prednasce nestihla)

konec 22. prednasky (16.12.2020)

7(1362 . » . . v .o
2. Naértnéte grafy funkce F(a) = OOO T (tj. spoctéte prvni a druhou derivaci, uréete monotonii a

konvexitu-konkavitu + limity v krajnich bodech definiéniho oboru)

oo
1
3. Rozhodnéte, pro které hodnoty parametri konverguje Lebesguetiv integral / —dx.
0

konec 23. prednasky (21.12.2020)

Spoctéte jeho hodnotu pomoci véty o derivovani integralii zavislych na parametru.

Dalsi priklady z této sekce se na prednasce nestihly (doporucuji ale studenttim si je spoéitat - bud v rameci cvicent,
nebo samostatné).

4. Uvazujme funkci F' zadanou predpisem

F(a) == /100 C(\)j%) dr, aeR\{0}.

e Dokazte, ze F'(a) € R pro a € R\ {0}.

e Dokazte, Zze funkce F' je spojita na svém defini¢nim oboru.

Vyjadrete F”(a) pro a € R\ {0}.

Spoctéte limg—y o0 F'(a).

5. Uvazujme funkci F' zadanou piedpisem

oo
1—
F(a) ::/ efgxﬂdx, a € R.
0 X

e Dokazte, ze F(a) € R pro a € R.

e Vyjadrete F’(a) pro a € R pomoci integralu a piislusny integral spoctéte. Dostanete tak hodnotu F'(a) pro
a € R.

e Naleznéte primitivni funkei k F’(a) a urcete hodnotu integralu F(a) pro a € R.

6. Uvazujme funkci F' zadanou pfedpisem

Fla) == /OOO eXp(;fl* ) o +1)ds,  a e (0,00).



e Dokazte, ze F(a) € R pro a € (0,00).

e Vyjadrete F'(a) pro a € (0,00) pomoci integralu a vySetfete monotonii funkce F' na (0, 00).

e Vyjadiete F”(a) pro a € (0,00) pomoci integralu, vySetfete konvexitu/konkavitu funkce F na (0, 00).

Pozn: Mizete bez dikazu pouZivat, Ze pro kaZdy polynom P a kaZdé C > 0 je integrdl fooo P(z)exp(—Cx) dx konver-
gentni

7. Uvazujme funkci F' zadanou piedpisem

1
2

w

4
5

=]

e Dokaite, ze F(a) € R pro a € R.

e Vyjadrete F’(a) pro a € (0,00) pomoci integralu.

e Ukaite, 7e pro kazdé z € (0,00) a a € R plati S29% = sin(az)e™* Y o0 e "

e —1

e Ovéite moZnost zamény fady a integralu a vyjadiete pro kazdé a € R integral F'(a) jako ¢iselnou radu.

VIII. INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU - VYSLEDKY

.defini¢ni obory: a) [0,00) b) (0,00) c¢)R d)R

. bude ukizano na prednésce
.log(a+1), a € (—1,00)

. Fl(a) = [;° i) dz, lim, o F(a) = .

Il /aBa2
. F'(a) = gi%e, F(a) = 5(log(64 4 a?) — log 64).
. Fl(a) = — [;7(2z + 1) exp(—a(z + 1

konvexni na (0, 00).
CF'(a) = [)° “e(;sgx) dz, F(0) =0, F(a) = 332 2z Pro a # 0.

7

)
)

)dz, F klesa na (0,00), F"(a) = [°(22 +1)(z + 1) exp(—a(z + 1)) dz, F je



IX. POCITANI INTEGRALU POMOCI FUNKCIT A B

1.Dokazte platnost nasledujicich vzorci: (tyto vzorce muzete pouzivat v dalsich piikladech)

a) B(p,q) =2 f(;r/Q cos? 1 zsin?~ !z da b) fo % T
2. Spoctéte hodnotu nésledujicich integrali: fo e dx fo sind 7 cosb 7 da
) Ooofixndx(0<p<n TLEN) fO \/7d£(} e)foooom<0<p<nn€N)

IX. POCITANI INTEGRALU POMOCI FUNKCIT A B - VYSLEDKY

- I'(1/4))2 ™
2- a‘) %\/7? b) 2%77 C> nsin@ d) ( ‘i\//%) e) nsin@

X. APLIKACE STIRLINGOVA VZORCE

konec 24. prednasky (4.1.2021)
b) nILH;oA (B(0,1))

X. APLIKACE STIRLINGOVA VZORCE - VYSLEDKY

konec 25. prednasky (6.1.2021)



