1. Funkce vice proménnych

1.1. Spojitost funkci a parcialnich derivaci, véta o implicitni funkci

Definice. Necht f je realna funkce n proménnych, a € R™ a 1 < i < n. Pak parcidlni derivaci
funkce f v bodé a podle i-té promeénné definujeme jako limitu

0 (i L@+ 1) = 1@
ox; t—0 t
_ liH(l) f(al,...,ai_l,ai +t,ai+tl,...,an) — f(al,...,an)7
t—

pokud tato limita existuje vlastni. Symbolem % oznacujeme parcialni derivaci funkce f podle

i-té proménné, tj. funkci definovanou predpisem

of of

Umluva. V dalsim textu bude vyrok, parcialni derivace existuje* znamenat, ze parcialni derivace
existuje vlastni.

konec 1. pfednasky (30.9.2020)

Vé&ta 1.1 (o nabyvani mezihodnot). Necht I < R™ je interval, f : I — R spojitd funkce a at jsou
ddny body a,b € I takové, Ze f(a) < f(b). Pak pro libovolné ¢ € (f(a), f(b)) existuje c € I takové,
Ze f(c) = C.

Véta 1.2 (vztah parcialnich derivaci a spojitosti). Necht f je redlnd funkce n proménngch, a € R™
a 2L 2f jsou spojité funkce v bodé a. Pak f je spojitd v bod€ a.

ox1’ "7 Oxp

Poznamka. Existence parcidlnich derivaci nestaci (viz. pfiklad z prednasky).

Definice. Necht G < R" je neprazdn4 oteviena mnozina, i,j € {1,...,n}, funkece f: G > Rma v
kazdém bodé G vlastni i-tou parcialni derivaci a a € G. Parcialni derivaci funkce x — %(x) podle

proménné x; v bodé a znacime
of
82f 0 ( ox; )

a) = (a)

0x; 07 ox;j

2
a nazyvame ji parcidlni derivaci druhého Tddu funkce f. Je-li ¢ = j, pak pouzividme znaceni 52 g -(a).

Analogicky se definuji parcialni derivace vysSich fadu.

Definice. Necht G < R" je oteviena mnozina a k € N. Necht funkce f : G — R ma v kazdém bodé
mnoziny G spojité viechny parcialni derivace az do fadu k. Pak fikame, ze funkce f je t¥idy C* na
G. Mnozinu viech takovych funkei zna¢ime C*(G).

Véta 1.3 (o implicitni funkci). Necht k € N, G = R? je oteviend, F : G — R, (x9,v0) € G a necht
plat?

(i) FecCk@),
(i) F(xo0,y0) = 0,

(iii) G5(w0,y0) # 0.



Pak existuji e > 0 a 6 > 0 takovd, Ze pro kazdé x € (xg — €,x0 + €) existuje prdveé jedno y €
(yo—0, yo+9) s vlastnosti F(z,y) = 0. Oznacime-li toto y symbolem ¢(x), pak p € C*((zo—e, xo+¢))
¢ oF
¢ (x) = —SF——= x € (g —&,m0 +€).
oy

Diikaz. Na prednasce byla dokazana existence e > 0 a d > 0 takového, ze pro kazdé x € (zo—¢, zg+¢)
existuje pravé jedno y € (yo — d,yo + 9) s vlastnosti F(x,y) = 0. Zbytek dikazu byl vynechan. O

konec 2. piednasky (5.10.2020)

konec 3. prednasky (7.10.2020)

1.2. Extrémy funkci vice proménnych

Definice. Necht M < R", x € M a f je redlnd funkce definovana alespoii na M (tj. M < D(f) a
H(f) < R). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x

e mazima na M, jestlize plati Vy e M : f(y) < f(x),

e lokdlniho mazima vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takové, Ze Vy € B(x,0) n M : f(y) <
f),

e ostrého mazima na M, jestlize plati Vy € M\{x}: f(y) < f(x),

o ostrého lokdlniho mazima vzhledem k M, jestlize existuje 6 > 0 takové, ze Vy € (B(x,0)\{x})n

M: f(y) < f(x)

Analogicky definujeme minimum a ostré minimum na M, lokdIng minimum a ostré lokdlni minimum
vzhledem k M.

Extrémy na oteviené mnoziné
Véta 1.4 (nutnid podminka lokalntho extrému). Necht G < R™ je oteviend mnoZina, a € G a

funkce f: G — R md v bodé a lokdlni extrém. Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati:

‘ ‘ 0 . o .
Parcidlni demvace—f(a) bud neexistuje, nebo je rovna nule.
Ly

Diikaz. Dukaz byl predveden na prednasSce. O

Definice. Necht G = R" je oteviena mnozina, a € G a f € CY(G). Gradientem funkce f v bodé¢ a

rozumime vektor of of of
Via):= <8x1(a)7 Tu(a R &zrn(a)> )

Pokud V f(a) = o, pak bod a nazyvame staciondrnim bodem funkce f.

Nais

Definice. Necht G = R? je neprazdna oteviena mnozina, a € G a f € C?(G). Pak Hessova matice
je matice

>f *f

agﬁ (a) dady (a)

9 5

i) Gl

Véta 1.5. Necht G = R? je neprdzdnd oteviend mnozina, f € C3(G) a a € G je staciondrnim
bodem funkce f. Potom plati:

Znacime ji symbolem V?2f(a).



(a) Je-li matice V2 f(a) negativné definitni, nabyvd f v bod¢ a ostrého lokdlniho mazima.
(b) Je-li matice V?f(a) pozitivné definitni, nabyvd f v bod¢ a ostrého lokdlniho minima.

(¢c) Je-li matice V2 f(a) indefinitni, nenabjvd f v bodé a ani lokdlniho minima, ani lokdlniho ma-
xima, tj. a je sedlovy bod funkce f.

Poznamka. Pojem pozitivni/negativni definitnosti byl definovan v pfedmétu Linearni algebra.

Piipomeiime, Ze symetrickd matice z je

e pozitivné definitni, pravé kdyz a > 0 a ab > ¢,

e negativné definitni, pravé kdyz a < 0 a ab > ¢2,

e indefinitni, pravé kdyz ab < 2.

Véta 1.6 (zaménnost parcidlnich derivaci). Necht G < R™ je oteviend mnozina a f € C*(G). Pak
2

pro kaZdé a € G plati ﬁ(a) = 21 _(a)

= =
0x;0x; 0x;0x;

Poznamka. Bez piedpokladu f € C?(G) Véta 1.6 neplati (viz. pitklad z prednéasky).

konec 4. pfednasky (12.10.2020)

Extrémy na uzaviené mnozZiné - Lagrangeova véta o multiplikatoru

Definice. Mnozina A < R” je omezend, pokud je omezen& mnoZina {p(x,0); = € A}.
Mnozina A ¢ R"™ je kompaktni, pokud je uzaviena a omezena.

Vé&ta 1.7 (o nabyvani extrémil). Necht A c R™ je kompaktni mnozina, f : A — R spojitd funkce.
Pak existuji body c,d € A takové, Ze

f(e) = inf{f(z); x € A}, f(d) = sup{f(z); x € A}.
konec 5. prednasky (14.10.2020)

Vé&ta 1.8 (Lagrangeova véta o multiplikatoru). Necht G = R? je oteviend mnozina, f,g € C*(G),
M = {(z,y) € G; g(z,y) = 0} a (x0,y0) € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k
mnozin€ M. Potom je splnéna alespori jedna z ndsledujicich podminek:

(a’) Vg(anyO) = (070)7
(b) emistuje ¢islo X € R splitujict
0 0
(Tic(ﬂfo,yo) + Aa*z(ﬂ?o,yo) =0,

0 0
%(xmyo) + Ai(ﬂfo,yo) =0.

konec 6. pfednasky (19.10.2020)



2. Posloupnosti a rady funkci

2.1. Stejnomérni konvergence posloupnosti a fad funkci

Definice. Necht F je mnozina, f : E — R je funkce a pro n € N je f,, : E — R funkce. f{ekneme,
Ze posloupnost {f,}%_, konverguje bodové na E k funkci f, pokud pro kazdé x € F plati f(z) =

n=1
limy, o0 fn(x). Znacime f, — f.
Rekneme, Ze posloupnost {f,}>_; konverguje stejnomeérné na E k funkci f, pokud

Ve>03keNVeeEVn=k: |fulz)-— flz) <e.
Znagime f, 3 f.

Definice. Necht F je mnozina, f : E — R je funkce a pro n € N je f,, : E — R funkce. Rekneme,
ze 220:1 fj konverguje bodové na E k funkei f, pokud posloupnost ¢asteénych souéta {Z;VZI fit%oy
konverguje bodové na E k funkei f.

Rekneme, Ze Fada Zf=1 fn konverguje stejnomérné na F k funkci f, pokud posloupnost ¢astec-

nych souct {Zgil fn}%_, konverguje stejnomérné k f. Znac¢ime Y| f, =3 f.
Fakt 2.1. Stejnomérné konvergentni posloupnost (resp. fada) funkct je bodové konvergentnd.
Diikaz. Diikaz byl predveden na prednasce. O

Tvrzeni 2.2 (Kritérium stejnomérné konvergence). Necht E je mnoZina, f : E — R funkce a pro
n €N je fp, : E — R funkce. Pro kaZdé x € E oznacme o, := Sup,cg |fn(x) — f(2)|. Pak f, 3 f
praveé kdyz lim, .o o, = 0.

Diikaz. Diikaz byl predveden na pirednasSce. O

Tvrzeni 2.3 (Weierstrassovo kritérium, M-test). Necht Zle fn je Fada redlnijch funkci defino-
vangch na neprdzdné mnozin¢ E. Oznacme o, = sup,eg |fn(2)|. Jestlize 3 0, < o0, pak
> fa3na k.

Diikaz. Dukaz byl predveden na prednasce. O
konec 7. prednasky (21.10.2020)

Tvrzeni 2.4 (Zachovani spojitosti). Necht {f,}_; je posloupnost redingch spojitijch funkci defi-
novanyjch na neprdizdné podmnoziné E c R a f: E — R je funkce.

(i) Pokud f,, =3 f na E, pak f je spojitd.
(ii) Pokud >, fn =3 f na E, pak f je spojitd.

Tvrzeni 2.5 (Prohozeni limit). Je—li Zfil fn je Tada spojitijch redlngjch funkci definovangch na
neprdazdném omezeném intervalu (a,b) < R, kterd stejnomérné konverguje na (a,b) a pro kaZdé
n € N existuje vlastni lim,_, .+ fn(x), pak

3 im0 = i, 3300
n= n=1

Tvrzeni 2.6 (Zaména sumy a derivace). Necht {f,}>_, je posloupnost redlnijch spojitych funkci
definovangch na neprazdném omezeném intervalu (a,b) c R spliiugjici



(i) fn md vlastni derivaci na (a,b), n € N,

(i) existuje To € (a,b) takové, Ze ciselnd Fada Y| fa(wo) je konvergentni,
(i) S, f =3 na (a,b).
Pak > | fn =3 na (a,b) a pro kazdé x € (a,b) plati

[ee] ! [e¢]
n=1 n=1
Tvrzeni 2.7 (Zaména sumy a integralu). Necht {f,}_; je posloupnost redlngch spojitych funkci
definovangch na neprazdném omezeném intervalu (a,b) c R spliugict
(i) fn md na (a,b) konvergentni Newtoniv integrdl, n € N;
(i) Tada Y., f, konverguje stejnomérné k funkci f na (a,b).
Pak f md na (a,b) konvergentni Newtoniv integrdl a plati

i(N)Lbfn—(mfbifn.

n=1 a n=1

konec 8. prednasky (26.10.2020)

2.2. Mocninné rady

Definice. Mocninnou Tadou o stiedu a € R rozumime fadu

o0
an(z —a)",

n=0
kde a,, € R pro kazdé n e Nu {0} a z € R.

Véta 2.8 (o poloméru konvergence mocninné fady). Necht >0 a,(z — a)"™ je mocninnd rada.
Pak existuje pravé jeden nezdaporny prvek o € R u {0} takovy, Ze

e pro kaZdé x € R, |x — a| < 9, je uvedend Tada absolutné konvergentni,
e pro kazdé x € R, |x — a| > o, je uvedend Tada divergentnd.

Prvek o spliiuge
1

0= ,
limsup,, o, 3/]an|’

1
)

kde vyrazem % rozumime o0 a vijrazem

uvedené Tady.

rozumime 0. Prvek o nazjvdme polomérem konvergence

Antl - Potom
Qn

Véta 2.9. Necht (a,)>_, je posloupnost nezdpornijch ¢isel a necht existuje lim,_,q
existuje také lim,, .o /a, a limity se rovnaji.

Véta 2.10 (derivace a integrace mocninné fady). Nechl o je polomér konvergence mocninné tady
Yo g an(z — a)*. Potom polomér konvergence fad Y, nan(z —a)" ' a D, sz (z —a)"* je
také roven 0. Pro x € R spliiujict |x — a| < o oznacme f(z) = Y, an(x — a)". Potom

)n—l .

7

(i) funkce f md v kazdém takovém bod¢ vlastni derivaci a plati f'(z) = Y0 nan(z —a
(ii) Zf:o s (@ — a)"*1 je primitiont funkce k f na (a — 0,a + o).

Specidlné, dostdvame ndsledujict vzorec pro vypocet n-té derivace funkce f: f(")(a) = nla,, n = 0.



Diikaz. Diikaz byl pfedveden na prenasce (dikaz toho, Ze polomér konvergence fad Zle nay,(x —
a"taYyr ez — a)"*1 je roven g byl vynechan). O

konec 9. pfednasky (2.11.2020)

Véta 2.11 (Abelova). Necht g je polomér konvergence mocninné fady Y -, an(z—a)™ a g € (0, 0).
(a) Jestlize je fada Zf:o a, 0" konvergentni, potom

[ee]

oe]
hm Z (z—a)” 2

T— a+g

(b) Jestlize je fada > an(—0)"™ konvergentni, potom
0

0
lim Z (x —a)"® Z an(—

v (a—0)s < et

konec 10. pfednasky (4.11.2020)



3. Teorie miry a integralu

3.1. Pojem miry, abstraktni Lebesguetiv integral

3.1.1 Zakladni pojmy

Definice. Necht I c R je interval s krajnimi body a, b € R. Pak délkou intervalu I rozumime ¢&islo
|b — a|. Zna¢ime £(I) := |b — a|. Déle definujeme ¢(J) := oo, pokud J je neomezeny interval.

Necht Iy,...,I, < R jsou intervaly a Q = I, x ... x I,, € R™. Pak objemem n-rozmérného
intervalu @ rozumime &islo £(1y) - - - £(I,). Znacime £"(Q) := £(I1) - - - £(1,,).

Definice. Necht X je mnozina. Systém 4 podmnozin X se nazyva algebra, pokud
(i) ge A, X e A

(ii) Fe A = X\Fe A,

(iii) By, Fre A = Ey uBye A

Pokud navic A spliuje
(iv) BneAn=12,... = |J_ E,€A,

pak fikame, Ze A je o-algebra. Je-1i A o-algebra, dvojice (X,.A) se nazyva méFitelnyj prostor a prvky
A se nazyvaji meritelné mnoZiny.

Fakt 3.1. KaZdd algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na konecné (resp. spocetné) priniky.
Diikaz. Dukaz byl predveden na prednasSce. O

Definice. Definujeme B(R™) jako nejmensi o-algebru obsahujici oteviené mnoZiny v R™. B(R™) se
nazyva borelovskd o-albebra a jejim prvkam se iika borelovské mnoziny.

Lemma 3.2. Necht A < R™ a B < R™ jsou borelovské mnoZiny. Pak A x B je borelovskd mnoZina.
Diikaz. Diikaz byl na prednasce pouze naznacen. O
Definice. Necht (X,.A) je méfitelny prostor. Funkee p : A — [0, 0] se nazyva mira, pokud spliiuje
(i) u(g) =0,
(ii) jestlize F,, € A, n=1,2,... jsou po dvou disjunktni, pak
0 0
p(J En) = ) ().
n=1 n=1
Trojice (X, A, 1) se nazyva prostor s mirou.

Poznamka. Piikladem miry je naptiklad tzv. pocitaci mira, ktera kazdé mnoziné A < X priradi
pocet jejich prvki.

konec 11. pfednasky (9.11.2020)

Tvrzeni 3.3 (Vlastnosti miry). Necht (X, A, ) je prostor s mirou.

(i) Je-li A,Be A a Ac B, je u(A) < u(B). Navic, pokud p(B\A) < o, pak p(A) = p(B) —
u(B\A).



0
(it) Je-li {A,}_1 posloupnost z A, je n( |J Ap) < X p(An)

n=1

0
(iti) Je-li {An}_, rostouct posloupnost z A, je p( |J An) = lim u(A,).
n=1 n

0
() Je-li {An}%_, Klesajici posloupnost z A a pu(Ay) < o, je p( ﬂl A,) = lirrln w(Ay).

Diikaz. Dikaz byl predveden na prednasce. O
Definice. Necht (X, A, i) je prostor s mirou. Rekneme, ze mira p je dplnd, pokud kazda podmno-
Zina mnoziny miry nula je méfitelna.
3.1.2 Konstrukce aplnych mér, Lebesgueova mira
Definice. Vnéjsi méra na mnozing X je zobrazeni v : P(X) — [0, 0] spliwjici

1. v(@) = 0;

2. Ac B = v(A) <v(B);

o0 0
3. Je-li {A,,}°_; posloupnost podmnozin X, pak 1/( U An) < D) v(Ay).
n=1

n=1

Piiklad. Definujme funkci A* : P(R™) — [0, o] pFedpisem

[ee] [ee]
A*(A) := inf{Z "(Qj5); Qj jsou n-rozmérné intervaly , U Q; o A}

j=1 j=1
Pak A* je vnéjsi mira na R", které ¥ikaime Lebesgueova vnéjsi mira na R™.

Definice. Necht v je vngjsi mira na mnozing X. MnoZzinu M < X nazveme v-méFitelnou (podle
Carathéodoryho), jestlize pro kazdou “testovac” mnozinu T' < X plati

v(T)=v(T n M) +v(T\M).
Systém vSech (carathéodoryovsky) méfitelnych mnozin znaéime M(v).

Véta 3.4. Necht'v je vnéjsi mira na mnoziné X . Pak M(v) je o-algebra a funkce M(v) 3 A — v(A)
je uplnd mira.
Definice. Necht A\* je Lebesgueova vnéjsi mira na R™. Funkci M(A*) 5 A — A*(A) fikame Lebes-

gueova mira na R™ a znaéime ji A™. Mnoziny z O(A\*) se nazyvaji Lebesqueovsky mévitelné.

Tvrzeni 3.5. KaZdd borelovskd mnoZina je Lebesgueovsky méritelnd, Lebesgueova mira je iplnd a
pro kazdyj n-rozmérny interval Q < R™ plati £*(Q) = A\"*(Q). Navic, Lebesqueova mira je translacné
invariantni, tj. pro kaZdou méritelnou mnoZinu A a kazdy vektor c € R™ mdme (A + ¢) = \"(A),

kde A+c={a+c: ae A}

3.1.3 Meéritelna zobrazeni

Znaceni. Je-li X mnoZina a A ¢ X, pak charakteristickd funkce mnoZiny A je funkce x4 : X — R
definovana piedpisem

(2) 1, TeEA
XT) .=
x4 0, 2¢A

Symbolem R zna¢ime R U {+0}. Je-li f: D — R funkce a M < R, znagime
(fe M} = {ze D; f(x)e M),

podobné zavadime znaceni jako {f > a}, {f = a}.



V celé této subsekei je (X, .A) méfitelny prostor.

Definice. Necht D € A, pak zobrazeni f : D — R je A-méritelné, pokud pro kazdy otevieny
interval  c R je {f e I} € A.

Umluva. Pokud je z kontextu jasné co je A, pak Iikdme, Ze funkce je “méritelnd” misto “.A-
mé&fitelnd”. Casto fikdme, Ze funkce je Lebesgueovsky (resp. borelovsky) méfitelna a myslime tim,
Ze je métitelnd vzhledem k o-algebie Lebesgueovskych (resp. borelovskych) mnozin.

Tvrzeni 3.6 (Méfitelnost vzoru). Necht D € A, f : D — R je méritelnd funkce a A < R je
borelovskd mnoZina. Pak {f € A} € A.

Diikaz. Diikaz pro f: D — R byl pifedveden na prednéasce (dikaz Ze kaZzda otevriena mnozina v R
je spofetnym sjednocenim otevienych intervali byl pouze naznacen). O

Tvrzeni 3.7 (Mé&fitelnost slozené funkce). Necht D € A, f: D — R je méritelnd funkce, G < R je
oteviend mnozina a ¢ : G — R je spojitd funkce. Pak ¢ o f je méritelnd funkce.

Poznamka. Pozor! Budeme-li skladat spojitou a méFitelnou funkci v opa¢ném pofadi, vysledek
nemusi byt méfitelny.

Znaleni. Je-li f : E — R funkce, definujeme f* := max{f,0} a f~ := max{—f,0}. (Maxi-
mum,/minimum funkei definujeme bodové.) Tedy f = f* — f~ a|f|=f"+ f.

Tvrzeni 3.8. (i) Kdykoliv G < R" je oteviend mnoZina a f : G — R je spojitd funkce, pak f je
borelovsky méritelnd.

(i) Kazdd monoténni funkce f : R — R je borelovsky méfitelnd.
(i4i) Funkce x4 : X — R je méfitelnd pro kaZdou A € A.

(iv) Kdykoliv D € A a f: D — R je méFitelnd, pak |f|, f+, f=, f? jsou méritelné na D a % je
méTitelnd na {f # 0}.

(v) Soucet, soucin, podil, maximum a minimum konecné mnoha redlngch mévitelngch funkct jsou
opét meritelné funkce.

(vi) Je-li { fn}>_y posloupnost meFitelnych funkct, jsou i sup fn,inf f,,limsup f,,, liminf f, (a tedy
i lim f,, existuje-li) mévitelné funkce.

Diikaz. Diikaz (iii) byl pfedveden na prednésce, ostatni ditkazy byly vynechany. O

konec 12. pfednasky (11.11.2020)

3.1.4 Lebesgueiv integral
V celé této subsekei je (X,.A, u) prostor s mirou.

Definice. Kone¢ny soubor mnozin {Ay,..., A} € A nazveme rozkladem mnoziny E € A, jestlize
o . .. . m
mnoziny A; jsou po dvou disjunktni a Uj=1 A;=FE.

Fraze skoro vsude nebo u-skoro vsude se pouziva ve spojeni s vlastnosti bodii mnoziny X.
Rekneme-li, Ze takové vlastnost plati skoro viude (nebo ve skoro vSech bodech), znamena to, Ze je
splnéna az na mnozinu miry nula, neboli, Ze existuje mnozina N € A miry nula tak, Ze vlastnost je
splnéna ve vSech bodech mnoziny X\N.

Definice. Necht f je méfitelna funkce (s hodnotami v R).



1. Je-li f = 0, definujeme
m
f fdu:= sup{z ajpu(Aj); {A;}/L, jerozklad X,0<a; < fnadj, j=1,... ,m} ,
X Jo}

kde pouzivame konvenci ze 0 - o0 = 0.

2. V obecném piipadé definujeme

L fp = L £ du— JX £~ du,

pokud mé tento rozdil smysl.

3. Je-li E c X, F € A a funkce f je definovana skoro vsude na E, pak definujeme
| taw= | 1 xpanipan
E X

Je-li integral § g [ dp defiovan, fikdme t¢z, Ze md smysl, nebo Ze funkce f md integrdl. Je-li navic
tento integral konec¢né ¢islo, rikame, ze SE fdu konverguje, nebo ze f je integrovatelnd a tento fakt
znacime symbolem f € L'(E, A, 1), nebo zkracend f € L'(E).

Véta 3.9 (Zakladni vlastnosti Lebesgueova integralu). Necht f a g jsou méfitelné funkce, o € R a
Ee A. Pak

(i) §x xgdu = p(E);

(i) §, fdp =0, pokud pu(E) = 0 nebo pokud f = 0 skoro vsude na E;

(i) Pokud §.|f|dp konverguje, pak |f| < oo skoro vSude na E;

(iv) Pokud je u(E) < o0 a f je omezend, pak § f du konverguje a | f|dp < supep | f(2)]- u(E);
(v) Jeli {D1, D2} < A rozklad mnoziny E, pak

ffdu: Fdut | rdps
E D Do

(vi)
JEawagdu:aLfdquLgdm

md—li pravd strana smysl;
(vii) §,, f dp konverguje pravé tehdy, kdyz §, | f| dp konverguje;

(viti) Jestlize f,g maji integrdl a f < g skoro v$ude na E, pak

f fdu<f gdu;
E E

(ix)

JEfdu' <[ Irlan

Diikaz. Na prednasce byl predveden dikaz (i), (ii), (iv) a (vii), ostatni dikazy vynechany. O
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3.1.5 Vztah Lebesgueova integralu k Newtonovu integralu a Riemannovu
integralu

V moderni matematické literatufe se integralem bez piivlastku rozumi vzdy integral Lebesguetv.
Vyznam Newtonova a Riemannova integralu zustava ve sfére didaktiky.

Véta 3.10 (Vztah mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je nezdpornd spojitd

funkce na intervalu (a,b). Potom (N) — SZ f(x)dx konverguje, prdvé kdyZ konverguje Lebesquetiv
integrdl funkce f. V tom pripadé maji oba integrdly spolecnou hodnotu.

Véta 3.11 (Vztah mezi Riemannovym a Lebesgueovym integralem). Nechl f je Riemannovsky
integrovatelnd funkce na [a,b]. Potom Lebesguetiv integrdl funkce f od a do b konverguje a je roven
integrdlu Riemannovu.

konec 13. piednasky (16.11.2020)

3.2. Fubiniova véta

Lemma 3.12. Necht n,m € N a E ¢ R", FF < R™ jsou Lebesqueovsky mévitelné mnoziny. Pak
E x F je Lebesgueovsky méritelnd mnoZina a \"T™(E x F) = NY(E) - X™(F), kde definujeme
0-00 =0.

Definice. Necht F < X x Y. Znadime

E™* = {yeY; (wy)eB),  weX,
E*»y;:{xeX; (x,y)EE}, yey.

Tyto mnoziny se nazyvaji rezy.

Vé&ta 3.13 (Fubiniova véta). Necht n,m € N, E c R™"™ je Lebesqueovsky mé¥itelnd mnoZina a
f: E — R je Lebesqueovsky méfitelnd funkce. Predpokladejme, Ze integrdl

[ smparen
E

md smysl. Potom vSechny integrdly nize magji smysl a plat?

[roven—| ([ feporw)o@-| ([ eowe)aro. e

Specidlné, je=li f = 0 nebo je jeden z integrdli

[naees [ ([ repiorw) o, [ ([ reslone) are)

koneény, pak plati (3.1).

Drikaz. Na prednasce byla podrobné vysvétlena pouze ¢ast “Specidlné”. O

konec 14. pfednasky (18.11.2020)
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3.3. Véta o substituci

Definice. Necht G = R" je oteviena mnozina a o; € C}(G), i = 1,...,n. Uvazujme funkci ¢ =
(@1, ,0n) : G — R™. Pak Jacobiho matice zobrazeni ¢ v bodé t je matice

op; "
0) -
(affj ij=1

Pokud méa Jacobiho matice zobrazeni ¢ v kazdém bodé ¢t € G hodnost n, pak fekneme, Ze ¢ je
requldrni a determinant Jacobiho matice nazyvame jakobidnem zobrazeni ¢ v bodé ¢ a znacime jej

Jo(t).
Véta 3.14 (O substituci). Necht G < R™ je otevFend mnozina a ¢ : G — R™ je prosté reguldrni
zobrazeni. Necht f je funkce na E < ¢(G). Potom

‘fﬂmwwm=f )T (0)] A" (2),
E o1(B)

pokud alespoti jedna strana md smysl.

Véta 3.15 (o zobecnénych polarnich soufadnicich). Necht a,b > 0, G = {(r,a) e R% r > 0,a €
(—m,m)} a zobrazeni ¢ : G — R? je ddno predpisem o(r,a) := (ar cos o, brsina), (r,a) € G. Pak ¢
je prosté reguldrni zobrazeni a |J,(r,a)| = abr pro (r,a) € G. Je-li E < R? a f funkce na E, pak

f fz,y)d\(z,y) = f abr - f(ar cos v, br sin o) dA?(r, «),
E Gnp=1(E)

md—li alespomi jedna strana rovnosti smysl.

Diikaz. Diikaz pro a = b = 1 byl pfedveden na prednéasce. O

Poznamka. Nékdy je vhodné zobecnéné polarni souradnice zfejmym zpisobem posunout, tj. pro
(70, y0) € R? uvazovat transformaci ¢ : G — R? danou predpisem (7, o) := (ar cos a+xq, br sin a+
Yo)-

konec 15. pfednasky (23.11.2020)

Véta 3.16 (o zobecnénych valcovych soutadnicich). Necht a,b >0, G = {(r,a,2) e R? r > 0,a €
(—m,7)} a zobrazeni ¢ : G — R? je ddno piedpisem ¢(r,, z) := (ar cosa, brsina, 2), (r,a, z) € G.
Pak ¢ je prosté reguldrni zobrazeni a |J,(r,a,z)| = abr pro (r,a,z) € G. Je-li E < R3 a f funkce
na F, pak

J flz, oy, 2)d\3 (2, y, 2) = J abr - f(arcos o, brsina, 2) AN (r, o, 2),
E Grnp~1(E)

md—li alespori jedna strana rovnosti smysl.

Véta 3.17 (o zobecnénych sférickych soufadnicich). Necht a,b,c > 0, G = {(r,a,3) € R3; r >
0,a € (—m,7),B8€(—n/2,7/2)} a zobrazeni v : G — R3 je ddno predpisem

p(r,a, B) := (arcosacos B, brsin acos 8, crsin 8), (r,«,B) € G.
Pak ¢ je prosté requldrni zobrazeni a |Jy(r, o, B)| = aber? cos B pro (r,a,8) € G. Je-li ECR® a f
funkce na E, pak

J flz,y, 2)dN3 (2,9, 2) = f aber? cos B+ f(ar cos a cos B, brsin a cos B, crsin B) dX* (1, a, ),
E Gnyp~1(E)
md—li alespori jedna strana rovnosti smysl.

Poznamka. Podobné jako v pfipadé zobecnénych polarnich souradnic, i zobecnéné valcové/sférické
soutadnice je nékdy vhodné zfejmym zplisobem posunout.

konec 16. pfednasky (25.11.2020)
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3.4. Lebesguetiv-Stieltjestv integral

Definice. Symbolem Z budeme znaéit systém vSech zprava polouzavienych omezenych intervala v
R, tedy intervalii tvaru (a,b], =00 < a < b < +00. Interval (a,a] je samoziejmé prazdnd mnozina.
Rekneme, ze m : Z — [0, 0) je Lebsgueova-Stieltjesova funkce intervalu (zkratka LSFT), jestlize

e pro kazdou uspofadanou trojici realnych ¢isel (a, b, ¢) plati

a<b<c = m(a,c]) =m((a,b]) + m((b, c]).

e funkce b — m((a, b]) je zprava spojita na [a, ).

Tvrzeni 3.18. m: Z — [0,0) je Lebsgueova-Stieltjesova funkce intervalu prdvé tehdy, kdyZ existuje
zprava spojitd neklesajici funkce ¢ : R — R splriugict

m((a7 b]) = Sp(b) - QD((J,), ((l, b] el
Definice. Necht m je LSFI. Pro A < R polozme
[e¢] o0
m*(A) :=inf{ ) m(I)); ;e Z, | J I; > A}.
j=1 j=1
O funkci m* : P(R) — [0, 00) fikame, Ze to je Lebesgueova-Stieltjesova vnéjsi mira generovand m.

Lemma 3.19. Necht m je LSFI a m* je Lebesgueova-Stieltjesova vnéjsi mira generovand m. Pak
m* je vnéjsi mira.

Definice. Necht m je LSFI a m* je Lebesgueova-Stieltjesova vnéjsi mira generovanad m. Funkci
M(m*) 3 A — m*(A) rikdme Lebesgueova-Stieltjesova mira na R (generovana m).

Je-li ¢ : R — R zprava spojitd neklesajici funkce a m je LSFI definované pfedpisem (a,b] —
©(b) — ¢(a), pak Lebesgueovu-Stieltjesovu miru na R generovanou m znacime jako s, a fikame, Ze
e je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R generovand .

Poznamka. Je-li ¢ identita (tj. p(x) = =) pak p, je Lebesgueova mira na R.

Véta 3.20. Necht m je LSFI a i je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R generovand m. Pak p je
dplnd mira, kaZdd borelovskd mnoZina je p-meévitelnd a pro kaZdé A€ T mdme m(A) = u(A).

Definice (Lebesgueiv-Stieltjesiv integral). Necht ¢ : R — R zprava spojita neklesajici funkce a f
je po-méfitelnd funkce na pu,-méfitelné mnoziné £ < R. Integral

L Jdpe

se nazyva Lebesgue-Stieltjesiv integral funkce f podle p,. Je-li E = (a,b], pouziva se téz oznaceni

b
£9) | st = | S
Je-lia,beR a g : [a,b] — R neklesajici, zprava spojita funkce, pak pouZzivame znadeni

(LS)Lbfdg(fc) =Lb

s

] J dug(a),

kde g : R — R je definovana predpisem

g(a) x<a,
g(x) =14 g(x) ze€la,b],
g(b) x>0

Nemiize-li dojit ke zmateni, piSeme SZ fdg(x) misto (LS) SZ f(z)dg(z).
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konec 17. pfednasky (30.11.2020)

Vé&ta 3.21 (Vztah Lebesgueova-Stieltjesova a Riemannova-Stieltjesova integralu). Nechtg : [a, b] —
R je zprava spojitd a neklesajici funkce. Md—li funkce f : [a,b] — R Riemanniv-Stieltjestiv integrdl
od a do b vzhledem k funkci g, pak md také Lebesguetiv-Stieltjesiv integrdl podle ug pres mnoZinu
(a,b] a hodnoty téchto integrdli se rovnagi.

Poznamka. Ne kazda funkce, ktera méa Lebesguetv-Stieltjesuv integral mé také Riemanntv-Stieltjestv
integral. Napiiklad pro funkei f : [0,1] — R definovanou piedpisem

1 z=1,
f=) = {o ze0,1),

mame (LS) So z)df(z) =1, ale (RS) So x) df(z) neexistuje.

Znaceni. Pro reilnou funkci f definovanou na pravém (resp. levém) okoli bodu x oznaujeme
symbolem f(z+) (resp. f(z—)) limitu lim,_,,+ f(y) (resp. lim,_,,- f(y)).

Vé&ta 3.22 (per partes pro LS integral). Necht f,g : [a,b] — R jsou zprava spojité a neklesajici
funkce. Pak

b b
f f(2) dg(z) = [£(2)g(@)], - f g(z—) df(z),
kde [f(2)g()]2 = FB)g(b) — F(@)g(a).

(Soucdsti turzent je i existence integrdli)

3.4.1 LS integral pro obecnéjsi funkce a jeho vypocet

Definice. Pokud je ¢ : R — R neklesajici funkce, uvazujme zprava spojitou neklesajici funkci
@ : R — R danou piedpisem @(x) = p(x+). Miru pug pak oznacujeme jako p, a fikame, Ze p, je
Lebesgueova-Stieltjesova mira na R generovand ¢. Analogicky jako vySe pak piSeme (LS) SZ f(z)de(x)
(nebo dokonce jen SZ f(z)dp(x), nemuze-li dojit ke zmateni) misto S(a b f(x) dpy(x).

Fakt 3.23. Necht ¢ : R — R je neklesajict funkce, a —00 < a < b < 0. Pak

1. py((a,b]) = p(b+) — p(a+) 4 ty(la, b)) = p(b—) — p(a—)
2. pp({b}) = p(b+) — p(b—)
8. pip([a,b]) = (b+) — p(a—) 5. pp((a,b)) = p(b—) — p(a+)

Definice. Necht ¢, f : R — R jsou borelovsky mé&Fitelné funkce a necht ¢ = 1 — @2, kde ¢1, o :
R — R jsou omezené neklesajici funkce. Pak pro F € B(R) definujeme

(LS) J f(z)do(x J f(z)dpy (o J f(z) dpa(z

mé-li prava strana rovnosti smysl (tj. neni-li na pravé strand vyraz typu oo — o). Nemuze-li dojit
ke zmateni, piSeme SZ f(z)dep(z) misto (LS) S(a p [ (@) dp(@) (kde —00 < a <b < 0).

Podobné jako vyse také definujeme Sz f(z)dp(z) pro f : [a,b] — R borelovsky méFitelnou a
© = @1 — 2, kde @1, 92 : [a,b] — R jsou omezené neklesajici funkce.

Poznamka. Plati, Ze hodnota integralu §,, f(x) de(z) nezavisi na volbé funkei @1, 2 a definice tak
dava dobry smysl. Funkce, které lze zapsat jako rozdil dvou neklesajicich funkei se nazyvaji funkce
S omezenou variact.

Véta 3.24 (Pravidla pro pocitani LS integralu). Necht ¢ : R — R je rozdilem omezenyjch neklesa-
jicich funkci a necht f : R — R je omezend borelovsky mévitelnd funkce. Pak
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1. Pokud interval I je disjunktnim sjednocenim intervali (I;)7 i1, pak

ftf ) dg(a }Q‘[ F(@) do(a

2. Pokud ¢ = Z?:l ¢jgj, kde c;j € R a g; : R — R jsou rozdilem omezenych neklesajicich funkci
pro kazdé j =1,...,n, pak

ff ) dg(s Z%Lf ) dgs(a

3. Pokud ¢ je spojitd v bodé c € R, pak pro —o0 < a < c < b < o0 plati

c b
| s = | swas. o [ i@ = | @t

4. Pokud je ¢ konstantni na otevieném intervalu I, pak

Lﬂmwm:

5. Pro kazdé c € R mdme

. flx)dp(x) = f(e)(elet) = p(c—)).

6. Pokud I = R je otevieny interval, f € C(I) a ¢ € C*(I), pak plati
| @)aet@) - | sy

konec 18. prednasky (2.12.2020)

konec 19. pfednasky (7.12.2020)

3.5. Prohozeni integralu a limity, integralu a rady

V celé této sekei je (X, A, 1) prostor s mirou.

Definice. Necht E je mnozina a pro j € N je f; : E — R funkce. Rekneme, 7e posloupnost {f; |
konverguje skoro vSude na E k funkci f : E — R, pokud F € A a existuje F' ¢ FE takova, Ze
filr = flr a A"(E\F) = 0.

Rekneme, 7e 3.7 i1 [ konverguje skoro vsude na E, pokud posloupnost ¢astecnych souct s im1 [itN=1
konverguje skoro vsude na F.

Tvrzeni 3.25. Necht E € A a pro j €N je f; : E — R méritelnd funkce. Necht f; 3 f, u(E) <
a §, fdp existuje. Pak

tiw [ frdu= | s
J—0 E E

Diikaz. Dukaz byl predveden na prednasSce. O
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Véta 3.26 (Leviho véta). Necht E € A a pro j € N je f; + E — R mévitelnd funkce. Necht
SEfld/L>—OO G,fl <f2§ Pak

| Jim fydu =t |
EJI7® 70 JE

Véta 3.27 (Lebesgueova véta). Necht E € A a pro j € N je f; : E — R méfitelnd funkce. Necht
posloupnost funkct { f; ;?Ozl konverguje bodové skoro vSude na E. Necht existuje integrovatelnd funkce
g: E — R (takzvand majoranta) takovd, Ze

|fi(x)| <g(z), jeN, zekE.

Pak
J lim f;dp = lim J fdp.
EJ7® J=PJE
konec 20. pfednasky (9.12.2020)

Disledek 3.28 (Lebesgueova véta pro fady). Necht E € A a pro j € N je f; : E — R méFitelnd
funkce. Necht Z;O:1 f; konverguje skoro vsude na E. Necht existuje integrovatelnd funkce g : E — R
(takzvand majoranta) takovd, Ze

N
D fi(z)| <glx), NeN, zeE.
Jj=1

Pak
0 o0
D) fidu= ZJ fidp
Diikaz. Diikaz byl predveden na prednasce. O

Disledek 3.29. Necht E€ A a pro j €N je f; : E — R méritelnd funkce. Necht je splnéna jedna
z ndsledugicich podminek

(i) fj = aq’, kde a, q jsou mé¥itelné funkee, |q| <1 a S 1%qdu konverguje

(ii) 33§ | fjldp < o0 nebo §, 3 | fildp < oo,
(’LZZ) fj = (—1)jhj, hj —0,hi=hy>=hz3>...20 G,SEhld/,L<OO

Pak tada Z;C:l f; konverguje skoro vsude a plati

Ljifjdu =J§1JEfde~

Diikaz. Dukaz byl predveden na prednasce. O

konec 21. prednasky (14.12.2020)
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3.6. Integraly zavislé na parametru

V celé této sekci je (X, A, 1) prostor s mirou.

Vé&ta 3.30 (Spojitost integralu zavislého na parametru). Necht E € A, a € R™ a necht U je
oteviend mnozina obsahugjici bod a. Necht funkce f : U x E — R md ndsledujici vlastnosti:

(i) Pro skoro vSechna x € E je funkce U 3t — f(t,x) spojitd v a,
(ii) pro vSechna t € U je funkce E 3 x — f(t,x) méFitelnd,
(iii) existuje integrovatelnd funkce g na E tak, Ze pro vSechnat € U a x € E je |f(t,2)] < g(z).

Potom pro vSechna t € U je E 3z — f(t,x) integrovatelnd a funkce

FO)= | S0, tev
E
je spojitd v bodé a.
Diikaz. Diikaz byl predveden na pirednasce. O

Véta 3.31 (Derivace integréalu zavislého na parametru). Necht E € A a I < R je otevieny interval.
Necht funkce f : I x E — R md ndsledujici vlastnosti:

(i) Pro skoro vSechna x € E md funkce I 3t — f(t,x) vlastni derivaci na celém intervalu I,
(#i) pro vSechna t € I je funkce E 3 x — f(t,x) méfitelnd,

(iii) existuje integrovatelnd funkce g na E tak, Ze pro vSechnatel ax e E je

0
2it,2)| < g(a),
(iv) existuje tog € I tak, Ze funkce E 3 x — f(to, ) je integrovatelnd.

Pak pro vSechna t € I je funkce E 3 x — f(t,x) integrovatelnd, funkce

Pt) = L F(t2)du(z), tel

md vlastni derivaci na celém intervalu I a plati

F(t) = fE %{(t,x) du(z), tel.

Definice. Funkci Gamma definujeme na intervalu (0, c0) pfedpisem

0
I(s):= J ez ldx, se(0,0).
0

Tvrzeni 3.32 (Vlastnosti funkce Gamma). (i) I'(s) € (0,0), s € (0, 0);

(i) T'(1) = 1 a pro kazdé s € (0,0) plati T'(s + 1) = sI'(s). Specidlné, T'(n + 1) = n! pro kazdé
neN;

(i4i) T € C*(0,0), k e N;

konec 22. piredndsky (16.12.2020)

(i) T je ryze konvexni na (0,00);
(v) lim,_ g+ I'(s) = lims_,0 I'(8) = +00;

(vi) T(3) = V7.
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Diikaz. Dikaz byl pfedveden na prednasce. O

Definice. Funkci Beta definujeme na (0,00) x (0, ) predpisem

1

B(p.q) := f 21— )1 dz, (p.g) € (0, ).

Tvrzeni 3.33 (Vlastnosti funkce Beta). (i) Pro kaZdé p,q € (0,00) mdme B(p,q) € (0,00);
(ii) pro kaZdé p,q € (0,00) mdame pB(p,q+ 1) = ¢B(p + 1,q);

F(pgi(q% (specidlné B(p,q) = B(q,p));

(#ii) pro kaZdé p,q € (0,00) mdme B(p,q) =
(iv) BeCk((0,0) x (0,0)), ke N;
(v) B(1—s5,5)=T(s)I'(1—-3) =", se€(0,1).

sinms’

Diikaz. Diikaz byl piedveden na pfednésce (kromé dukazu, ze B(1—s,s) = prose (0,1)). O

511’1 ™S

konec 23. prednasky (21.12.2020)

Tvrzeni 3.34 (objem n-rozmerne koule). Necht je ddna n-rozmérnd koule B(0,R) < R"™. Pak

ﬂ_n/Q .

Diikaz. Dikaz byl predveden na prednasce. O
konec 24. pfednasky (4.1.2021)

Tvrzeni 3.35 (Stirlingiv vzorec).

Jim (9>sr(s +1) = V2.

S

3.7. Radon-Nikodymova véta

V celé této sekci je (X,.A, p) prostor s mirou.

Definice. Rekneme, Ze mira W je o- koneénci, pokud existuji métitelné mnoziny A,, n € N takové,
Ze pu(A,) < o pro kazdeneNaU n=X.

neN

Definice. Necht y, v jsou miry na (X, .A). Rekneme, ze v je absolutné spojitd vzhledem k p (znac¢ime
v << ), jestlize pro kazdou E € A plati

wE)=0=v(E)=0.

Definice. Necht f je nezaporna p-méfitelna funkce. Pak mira v : 4 — [0, 0] definovan4 predpisem

[

se nazyva mira s hustotou f (vzhledem k p). Naopak f se v této situaci nazyva hustota nebo
Radon-Nikodymova derivace miry v (vzhledem k v) a znaéi dZ

Véta 3.36 (Radon-Nikodymova véta). Necht p je o-koneénd a necht v je o-koneénd mira na
(X, A) splitujici v << p. Pak e:m'stuje prdvé jedna (aZ na modifikace na mnoZindch p-miry nula)
u-meévitelnd funkce f takovd, Ze f = d#, tj.
= J fdu, Ee A
E

Navic, pokud je v konecénd, pak f je p-integrovatelnd.
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Tvrzeni 3.37 (O integraci vzhledem k hustoté). Nechl p je o-koneénd a necht v je konecnd mira

na (X, A) spliiujici v << u a necht f = %. Pak pro kazdou E € A a kazZdou A-mévitelnou funkci

)
g: E— R plati

| s@av= | aan.

md—li alespoti jedna strana rovnosti smysl.

konec 25. piednasky (6.1.2021)
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