I. Banachovy algebry

1. Zakladni vlastnosti

Definice 1. Rekneme, 7e (A, +, —, 0, -, -) je algebra nad K, pokud (A, +, —, 0, -;) je vektorovy prostor nad K, (4, +, —, -, 0) je

okruh (tj. ndsobeni - je asociativni a distributivni vzhledem ke s¢itdni zleva i zprava), a navic plati, Zze (o s a) b =a- (a5 b) =

a5 (a-b) pro vechna a,b € A a o € K. Algebra nad K se nazyvé komutativni, pokud je jeji okruhové ndsobeni - komutativni.
Necht' A, B jsou algebry nad K. (Algebrovy) homomorfismus ®: A — B je zobrazeni, které je homomorfismem mezi

piisluSnymi vektorovymi prostory (tj. je linedrn{) a zaroveni je homomorfismem mezi pfislusSnymi okruhy (tj. je multiplikativni,

neboli ®(ab) = ®(a)P(b)).

® nazyvame (algebraickym) izomorfismem algeber A a B, pokud & je bijekce.

Tvrzeni 2. Necht' A je algebra nad K. PoloZme A, = A x K a definujme vektorové operace na A, obvyklym zpiisobem (tj. po
sloZkdch) a ddle ndsobeni prvkii A pomoci vzorce

(a,)(b,B) = (ab+ ab+ Ba,aB) proa,be A o, e K
Pak A, je algebra s jednotkou (0, 1) a A Ize identifikovat s jeji podalgebrou A x {0}. Je-li A komutativni, je A, téZ komutativni.

Definice 3. Dvojici (A, |-|) nazyvame normovand algebra, pokud A je algebra, (A, ||-||) je normovany linedrni prostor, a pro
kazdé a,b € A plati, Ze ||ab| < ||a||bl]. Je-li metrika generovand |-| dplnd, pak (A, ||-|) se nazyva Banachovou algebrou.

Priklad 4. Piiklady Banachovych algeber:
¢ komutativni s jednotkou: ¢, (1), Cp(T'), C(K), (41(Z), #);
» komutativni bez jednotky: Co(T), (L1 (R?), );
* nekomutativni s jednotkou: £(X) (specidlné M,,, n = 2);
* nekomutativni bez jednotky: K(X).

Tvrzeni 5. Necht' (A, |-|) je normovand algebra. Ndsobeni prvkii A je lipschitzovské na omezenych mnoZindch (a tedy spojité)
JjakoZto zobrazeni z A x A do A.

Tvrzeni 6. Necht' (A, |-||) je Banachova algebra. Definujeme-li na A, normu predpisem ||(a,a)||a, = |a| + |a] (. Ae =
A ®1 K), pak A, s touto normou je Banachova algebra.

Definice 7. Necht’ A a B jsou normované algebry a ®: A — B je (algebrovy) homomorfismus. Rikame, Ze ® je izomorfismus
normovanych algeber A a B (nebo jen izomorfismus), pokud ® je homeomorfismus A na B; fikame, Ze ® je izomorfismus A do
B (nebo jen izomorfismus do), pokud ® je izomorfismus A na Rng .

Véta 8. Necht’ A je Banachova algebra. Pro kaZdé a € A definujme levou translaci L, : A — A pfedpisem L,(x) = ax. Pak
L, € L(A) azobrazeni I: A — L(A), I(a) = L, je spojity algebrovy homomorfismus s |I| < 1. Md-li A jednotku e, pak I je
izomorfismus do a I(e) = Id. Plati-li |2%| = |z|? pro kazdé x € A (nap¥. je-li A podalgebra {4 (T)), pak I je izometrie do.

Dusledek 9. Necht’ (A, |-|) je netrividlni Banachova algebra s jednotkou. Pak na A existuje ekvivalentni norma |||-||| takovd, Ze
(A, |||l je Banachova algebra a |||e||| = 1.

Pfipomenime, Ze v monoidu jsou inverzni prvky k invertibilnim prvkim jednoznac¢né urceny a invertibiln{ prvky tvoii grupu,
tj. jsou-li 2,y € A invertibilni, pak i 2 je invertibilni a (ry)~! = y~12~!. Tuto grupu invertibilnich prvkd budeme znagit A*.

Fakt 10. Necht' (A,-,e) je monoid a 1, . .., x, € A komutuji. Pak 1 - - - x,, € A*, pravé kdyZ {z1,...,x,} < A*.
Lemma 11 (Neumannova fada). Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou.

(a) Pokud x € Ua, pake —x € A* anavic Y, ,a" = (e —x) 7%

(b) Necht’ x € A* anecht’ h € A je takové, Ze |h| <

B2

1 . -1 _ -1 l=— 2] A
=1 Pak x + h € A* a navic |(@+h)~t =27t < T2 TITAT-

Véta 12. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou. Pak A* je oteviend podmnoZina A a je to topologickd grupa.



2. Spektralni teorie
Definice 13. Necht' A je Banachova algebra s jednotkou a z € A. Pro x € A definujeme rezolventni mnoZinu prvku x jako
(pa(z) =) p(z) ={AeK; de—we A"},
a spektrum prvku x jako
(da(z) =) olx) = K\p(z).
Na p(z) definujeme rezolventu (téZ rezolventni zobrazeni) prvku x predpisem
R.(\) =(e—2)7t Xep(z).

Nema-li A jednotku, pak pro z € A definujeme vySe uvedené pojmy vzhledem k Banachové algebie A,.
Tvrzeni 14. Necht’ A je Banachova algebra.
(a) Prokazdé x € Aje0 € o4, ((x,0)). Nemd-li tedy A jednotku, pak 0 € o () pro kazdé x € A.
(b) Md-li A jednotku, pak o 4.((z,0)) = oa(x) U {0} pro kazdé x € A.

Konec prednasek z 1. tydne

Véta 15. Necht' A je netrividlni komplexni Banachova algebra a x € A. Pak o(x) < Bc(0, ||x||) je neprdzdnd kompakini
mnoZina.

Definice 16. Necht’ Y je Banachiv prostor nad K, Q c K, f: Q — Y a a € Q. Jestlize existuje limita lim f@)=f(a) ¢ Y, pak

r—a z—a
tuto limitu nazyvame derivact zobrazeni f v bodé a a znalime ji f'(a).

Fakt 17. Necht' Y je Banachiiv prostor nad K, Q c K, f: Q — Y a a € Q. Pokud existuje f'(a), pak f je spojité v a a pro
kazdé x* € Y* je (z* o f)'(a) = x*(f'(a)).
Tvrzeni 18. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a x € A.
(a) p(x) je oteviend,
(b) Pro |\ > ||z| plati A € p(z) a Ry(\) = 7o 350,
(¢) Rezolventni zobrazeni A\ — R, (\) md derivaci v kaZdém bodé mnoZiny p(z).
(d) Pro kazdd p,v € p(x) plati Ry(11) Ry (v) = Ry (V) Ry (1)
(e) ProkaZdd p,v € p(x) plati Ry(u) — Ry (v) = (v — p) Ry (1) Ry (V) (12v. rezolventni identita).
1 —1 1 1 1

Fakt. Necht' G je grupa. Jsou-li u,v € G takové, Ze uwv = vu, pakiuv""v™r = v 'u™ wv™ = v lwau v =vut

Véta 19 (Liouvilleova véta). Necht’ Y je komplexni Banachitv prostor a f: C — Y je omezend funkce, kterd md derivaci
v kaZdém bodé. Pak f je konstantni.

Umluva 20. Ve zbytku této kapitoly (I. Banachovy algebry) budeme viechny Banachovy prostory uvazovat nad télesem kom-
plexnich Cisel (pokud nebude explicitné fecen opak).

Véta 21 (S. Mazur (1938), I. M. Gelfand (1941)). Necht’ A je netrividlni Banachova algebra s jednotkou. Pokud A* = A\{0},
pak A je izomorfni C. Pokud navic ||le| = 1, pak A je izometricky izomorfni C.

Definice 22. Necht' A je Banachova algebra. Pro « € A definujeme spektrdlni polomér prvku x jako
r(z) = sup{|A|; A€ o(z)}.
Véta 23 (Beurlingtiv-Gelfandtv vzorec). Necht’ A je Banachova algebra a x € A. Pak
)= it /7 = iy VT
Lemma 24 (spektrum a polynom). Necht' A je Banachova algebra s jednotkou a x € A. Je-li p(z) = Z;;l ajzj polynom s
komplexnimi koeficienty, definujeme p(x) = 2?21 ajad. Pak plati o(p(x)) = p(o(x)).

Dusledek 25. Je-li A Banachova algebra, x € Aa X € C,

Jednotku, pak Ry (X\) = 3,7 555

Al > r(x), pak fada >, f\—z konverguje absolutné. Md-li tedy A




Véta 26. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou, B je jeji uzaviend podalgebra obsahujici e a x € B. Pak plati ndsledujici
tvrzeni:

(a) Je-li C komponenta p o(x), pak bud’ C < op(x), nebo C nop(x) = .
(b) dop(x) c oa(x) < op(x).

(c) Je-li C\o 4 (x) souvisld, pak og(x) = o 4(x).

(d) Md-li og(x) prazdny vnitiek, pak op(x) = ca(x).

Dusledek 27. Necht' A je Banachova algebra, B je jeji uzaviend podalgebra a x € B. Pak plati (a)-(d) ve VEté 26, pokud v nich
vSude nahradime o 4(x) a op(x) za oca(x) U {0} a op(x) U {0}.

Poznamka: dikaz Disledku 27 byl vynechén
Konec prednasek 2. tydne

3. Holomorfni kalkulus

Necht' X je Banachtv prostor, v: [a,b] — Ccestaa f: (y) — X spojité zobrazeni. Integrdl f podél v definujeme predpisem
[ =] voromao.
¥ [a,b]
Integrél podél fetézce T' = 1 + - - - + 7, v C ze spojitého zobrazeni f: (I'y — X definujeme pfedpisem
[ s=] s 2
r

Y1 Tn

Lemma 28. Necht' T je Fetézec v C, X je Banachiiv prostor, f: (I'y — X je spojité a x € X. Pak © = SF f, pravé kdyZ pro
kazdé x* € X* plati x*(x) = (2% o f.

Je-1i < C oteviend a K < Q kompaktni, pak fekneme, Ze cykl I' obihd K v €2, pokud (I') € O\K, indr z = 1 pro z € K
aindr z = 0 pro z € C\{.

Definice 29. Necht' A je Banachova algebra s jednotkou a z € A. Je-li f € H(Q2), kde Q < C je oteviené okoli o(z), pak

definujeme
1 1
1@) = 55 | £Re = 5= | F@)loe—a)" do,

kde T" je libovolny cykl obihajici o (z) v Q.
Pozndmka 30. Integrél v definici f(x) vySe existuje a jeho hodnota nezavisi na volbé T.

Véta 31 (holomorfni kalkulus). Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou, x € A, Q@ < C je oteviené okoli o(z) a f € H(R).
Zobrazeni ®: H(Q) — A, kde ®(g) = g(x) z Definice 29, md ndsledujici vlastnosti:

(a) @ je algebrovy homomorfismus, pro ktery navic ®(1) = e a ®(Id) = z.
(b) Pokud f,, — f lokdlné stejnomérné v H (), pak f,(z) — f(x).
(c) f(x)e A, pravé kdy? f(\) # 0 pro kazdé \ € o(x). V tom p¥ipadé je f(x)~! = ().
(d) o(f(x)) = f(o(z)) (tzv. véta o obrazu spektra).
(e) Pokud g € H(Qy), kde Q4 je oteviené okoli f(o(x)), pak (go f)(z) = g(f(x)).
(f) Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).
Navic pokud zobrazeni ¥ : H(Q)) — A spliiuje (a) a (b), pak ¥ = .
Poznamka: dikaz vlastnosti (d)-(f) byl na pfednasce vynechan.

Lemma 32. Necht' (2, 11) je prostor s tiplnou mirou, A je Banachova algebra a f € Li(u, A). Pak pro kazdé x € A a kaZdou

mé¥itelnou E < ) plati, Ze
. <JE fdu> - | 2r®an) a <JE fdu) o= | o dut

Poznamka: dikaz byl na pfednasce vynechén.
Konec prednasek 3. tydne



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 33. Necht' A je Banachova algebra. Homomorfismus ¢: A — C nazyvame multiplikativnim linedrnim funkciond-
lem (tedy ¢ je linedrni a p(xy) = w(x)p(y) pro viechna z,y € A). Mnozinu viech nenulovych multiplikativnich linedrnich
funkciondld na A znac¢ime A(A).

Tvrzeni 34. Necht’ A je Banachova algebra a o multiplikativnich linedrni funkciondl.

(a) Existuje jednoznaciné rozSiveni ¢ € A(A.) dané vzorcem p(x, A) = p(x) + Aa A(Ae) = {@; ¢ € A(A) U {0}}.
(b) Pro kaZdé x € A je p(x) € o(x) kdykoliv ¢ # 0.

(¢c) A(A) c Byx (specidlné, kaZdy multiplikativni linedrni funkciondl na A je automaticky spojity).

(d) Pokud A md jednotku a ¢ # 0, pak || = ﬁ pro kazdé p € A(A). Specidlné, je-li |e| = 1, pak A(A) < Sa%.

Véta 35. Necht’ A je Banachova algebra a M = A(A) u {0} < (Bax,w*) je mnoZina vSech linedrnich multiplikativnich
Sunkciondlii na A. Pak M je kompakini, A(A) je lokdIné kompakini a md-li A jednotku, pak A(A) je kompakni.
Zobrazeni ®: M — A(A,), kde ®(p) = @ je jednoznacné rozSifeni v na prvek A(A,), je homeomorfismus.

Priklad 36. (a) Pro K kompaktni mdme A(C(K)) = {0,: x € K}.
(b) Pron > 2 mdme A(M,,) = .

Definice 37. Necht' A je Banachova algebra. Idedlem v A rozumime vektorovy podprostor I < A takovy, Ze kdykoliv x € [
ay € A, pak xy € I ayxr € I. Maximdlnim idedlem v A nazveme takovy vlastni idedl v A, ktery je maximdlni vzhledem
k usporadani v8ech vlastnich idedld v A inkluzi.

Tvrzeni 38. Necht' A je Banachova algebra s jednotkou.
(a) KaZdy vlastni idedl v A je obsaZen v néjakém maximdlnim idedlu v A.
(b) Je-li I viastni idedl v A, je i I viastni idedl. Specidlné, kaZdy maximdini idedl v A je uzavieny.

Tvrzeni 39. Necht’ A je Banachova algebra a I < A uzavieny idedl. Pak kvocient A/I je Banachova algebra se soucinem
q(x)q(y) = q(xy), kde g : A — A/I je kvocientové zobrazeni.
Je-li A komutativni, je i A/I komutativni. Md-li A jednotku, md i A/I jednotku.

Véta 40. Necht’ A je komutativni Banachova algebra s jednotkou. Pak zobrazeni ®: ¢ — Ker ¢ je bijekce mezi A(A) a
mnoZinou v§ech maximdlnich idedlii v A.

Lemma 41. Necht’ A je komutativni Banachova algebra s jednotkou a x € A neni invertibilni. Pak x A je viastni idedl.

Dusledek 42. Necht’ A je komutativni Banachova algebra s jednotkou a I je vlastni idedl v A. Pak existuje p € A(A) takovy, Ze
etr =0.

Tvrzeni43. Necht' A, B jsou Banachovy algebrya ®: A — B je algebraicky izomorfismus. Pak zobrazeni ®% : A(B) — A(A)
definované predpisem % (¢) := ¢ o ®, p € A(B) je homeomorfismus.

Tvrzeni 44. Necht' L je lokdlné kompakini Hausdorffiiv topologicky prostor. Pak zobrazeni 6 : L — A(Cy(L)) definované
predpisem 6(x) = &, x € L je homeomorfismus.

Véta 45. Necht’ K, L jsou lokdlné kompakini Hausdorffovy topologické prostory. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) Banachovy algebry Co(K) a Co(L) jsou izometricky izomorfni.
(ii) Algebry Cy(K) a Co(L) jsou algebraicky izomorfni.
(iii) Prostory K a L jsou homeomorfni.
Konec prednasek 4. tydne

Definice 46. Komutativni Banachova algebra A se nazyvé polojednoduchd, pokud A(A) oddéluje body A, tj. pokud [{Ker ¢;
pe A(A)} = {0}

Véta 47. Necht’ A, B jsou Banachovy algebry. Pokud B je komutativni a polojednoduchd, pak kazZdy homomorfismus z A do B
Je automaticky spojity.

Dusledek 48. Necht’ A je komutativni a polojednoduchd algebra. Pak viechny normy na A, ve kterych je A Banachova algebra,
Jjsou ekvivalentni.



5. Gelfandova transformace

Definice 49. Necht' A je Banachova algebra. Pro x € A definujeme z: A(A) — C pfedpisem Z(p) = @©(z), tj. Z = €[ a(4)-
Funkci 7 ¥kdme Gelfandova transformace prvku .

Véta 50. Necht’ A je komutativni Banachova algebra a x € A.
(a) Md-li A jednotku, pak o(x) = RngZ.

(b) Nemd-li A jednotku, pak o(x) = RngZz u {0}.

(c) [z] = r(z).

Definice 51. Necht’” A je Banachova algebra. Zobrazeni I': A — Cy(A(A)), I'(z) = Z nazyvame Gelfandovou transformaci
algebry A.

Véta 52. Necht’ A je komutativni Banachova algebra a T je jeji Gelfandova transformace. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) T je spojity homomorfismus a |T| < 1.

(b) PodalgebraT'(A) c Co(A(A)) oddéluje body A(A).

(¢) T je prostd, prdavé kdy? A(A) oddéluje body A, tj. prdavé tehdy, pokud A je polojednoduchd.

(d) T je izomorfismus do, pravé kdy? T je prostd a T'(A) < Co(A(A)) je uzavieny, pravé kdy? existuje K > 0 takové, Ze
|22|| = K|z||? pro kazdé x € A.

e) I je izometrie do prdvé tehdy, kdyZ |xz*|| = ||x|* pro kazdé x € A.
(e) T'jei je d ivé tehdy, kdy? ||z> 2 kaZdé A

I1. C*-algebry

1. Zakladni vlastnosti

Ve této kapitole budeme vSechny Banachovy prostory uvazovat nad télesem komplexnich ¢isel (pokud nebude explicitné fecen
opak).

Definice 53. Necht' A je Banachova algebra.

o Zobrazeni *: A — A se nazyva involuce, pokud pro kazdé x,y € A a A € C plati:

(x+y) =z +y", (Ax)* = Az*, (zy)* = y*z*, (z*)* = z.
e Banachova algebra A s involuci se nazyva C*-algebra, pokud pro kazdé x € A je
la*z] = |z
¢ Je-li A Banachova algebra s involuci, pak prvek x € A se nazyva samoadjungovany (resp. normdlni), pokud * = x (resp.
Trr = zx¥).

Tvrzeni 54. Necht' A je algebra s involuci a x € A. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li e levd nebo pravd jednotka v A, pak e je jednotka a e* = e.

(b) Aje C*-algebra, pravé kdyz pro kazdé x € A plati |x*z| = |x|?. V tomto pripadé pak ||z|| = |x*| pro kaZdé x € A.

(c) Necht A md jednotku. Pak x € A* prdvé tehdy, kdy? z* € A*. V tomto pripadé pak (z*)~! = (z71)*.
(d) )€ o(x) prdvé tehdy, kdyz \ € o(x*).
(e) Prvky x + x*, x*x, xa* ai(x — x*) jsou samoadjungované.

(f) Existuji jednoznacné urcené samoadjungované prvky u,v € A takové, Ze © = u + tv. Pro né pak plati, Ze ©* = u — iv a Ze
x je normdlnt, pravé kdyZ uwv = vu.

Poznamka: dikaz bodu (d) byl proveden jen pro pfipad, kdy A ma jednotku
Véta 55. Necht’ A je C*-algebra a x € A je normdlni. Pak r(x) = |z]|.

Dusledek 56. Necht’ A je algebra s involuci. Pak na A existuje nejvyse jedna norma, se kterou A je C*-algebra.



Tvrzeni 57. Necht' A je Banachova algebra s involuct.
(a) Ae je Banachova algebra s involuci (a,)* = (a*,@) pro (a, @) € A..

(b) Je—li A C*-algebra, pak existuje norma |||-||| na A. rozsifujici piivodni normu na A (a ekvivaleni normé z Tvrzeni 6) takovd,
Ze Ae je C*-algebra.

Poznamka: dikaz Tvrzeni 57 byl na prednasce vynechdn

Tvrzeni 58. Necht' A je C*-algebra a x € A.

(a) Je-li x samoadjungovany, pak o(x) < R.

(b) Pokud A md jednotku a x je unitdrni (tj. v* = v~ 1), pak o(x) = {Ae C: |\| = 1}.
Konec prednasek z 5. tydne

Definice 59. Necht' A a B jsou algebry s involuci. Pak algebrovy homomorfismus ®: A — B nazyvame *-homomorfismus,
pokud zachovava operaci *, tj. ®(z*) = ®(x)* pro kazdé x € A.

Dusledek 60. Necht' A je C*-algebra. Pak kaZdy multiplikativni linedrni funkciondl na A je *-homomorfismus.
Tvrzeni 61. Necht' A, B jsou C*-algebry a ®: A — B je *-homomorfismus. Pak ® je automaticky spojity a navic || < 1.

Lemma 62. Necht’” A, B jsou Banachovy algebry a ®: A — B je algebrovy homomorfismus. Pak pro kaZdé x € A plati
op(®(z)) c oa(x) U {0}

Véta 63 (I. M. Gelfand a M. A. Najmark (1943)). Necht’ A je komutativni C*-algebra. Pak Gelfandova transformace je izomet-
ricky *-izomorfismus A na Co(A(A)).

Dusledek 64. Necht’ A a B jsou komutativni C*-algebry. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) A a B jsou izometricky *-izomorfni.

(ii) A a B jsou algebraicky izomorfni.
(iii) Prostory A(A) a A(B) jsou homeomorfni.
Definice 65. Necht' A je Banachova algebra a M < A. Algebrovym obalem M nazveme mnoZzinu

alg M = ﬂ{B D M; B je podalgebra A}.
Uzavienym algebrovym obalem M nazveme mnoZzinu
alg M = ﬂ{B > M; B je uzaviend podalgebra A}.

Fakt 66. Necht' A je C*-algebra a necht’ M < A komutuje a je uzaviend na involuci. Pak alg M je komutativni C*-podalgebra
A.
Véta 67. Necht' A a B jsou C*-algebry a h : A — B je prosty *-homomorfismus. Pak h je izometrie do.

Lemma 68. Necht' K, L jsou Hausdorffovy kompakmi prostory a ¢ : C(K) — C(L) je =-homomorfismus spliiujici p(1) = 1.
Pak existuje spojité zobrazeni o : L — K takové, Ze o(f) = foa pro kaZdou f € C(K). Pokud je navic ¢ prosté, pak a(L) = K
a tedy o je izometrie do.

7. Spojity kalkulus pro normalni prvky C*-algeber

Lemma 69. Necht’ A je C*-algebra a B je jeji C*-podalgebra. Pokud A a B maji spolecnou jednotku, pak B* = A* n B.
Ddle necht’ x € B. Pokud B md jednotku, kterd neni jednotkou v A, pak o4(x) = op(z) v {0}, v ostatnich pFipadech je
oa(z) = op(x).

Necht A je C*-algebra s jednotkou a z € A je normélni. Polozme B = alg{e,x,z*}. Pak pro f € C(oa(z)) miZeme
definovat

f(x) =TG5 (f o Tp(x)). (1

Véta 70 (spojity kalkulus). Necht’ A je C*-algebra s jednotkou, x € A je normdinia f € C(o(x)). Zobrazeni ®: C(o(x)) — A,
kde ®(g) = g(x) je definovdno vzorcem (1), md ndsledujici viastnosti:

(a) ® je izometricky *-izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, z,x*}, pro ktery navic ®(1) = e a ®(Id) = z.



(b) Pokud V: C(o(x)) — A je *-homomorfismus, pro ktery ¥(1) = ea V(Id) = x, pak ¥ = .
(c) Je-lig e H(SY), kde Q2 = C je oteviené okoli o(x), pak (g1, (z)) = Y(g), kde ¥ je holomorfni kalkulus z Véty 31.
(d) f(z) e A%, pravé kdy? f()\) # 0 pro kazdé X € o(z). V tom p¥ipadé je f(z)~! = %(:17)
(e) o(f(x)) = f(o(x)) (véta o obrazu spektra).
() Pokud g € C(f(o(x))), pak (g0 f)(z) = g(f())-
Pozndmka: ditkazy bodii (c) a (f) byly vynechdny.
Konec predndsek z 6. tydne
(g) Pokudy € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).
Nemd-li A jednotku, provedeme celou konstrukci v Ae. Pokud pro f € C(o(x)) plati, Ze f(0) = 0, pak f(x) € A.

Véta 71 (Bent Fuglede (1950), Calvin R. Putnam (1951)). Necht’ A je komplexni C*-algebra, x € A, a necht’ a,b € A jsou
normdlni a plati, Ze ax = xb. Pak a*x = xb*.

Poznamka: dikaz Véty 78 byl vynechan.

III. Operatory na Hilbertovych prostorech

1. Zakladni vlastnosti

Ve této kapitole (III. Operatory na Hilbertovych prostorech) budeme vSechny Banachovy prostory uvazovat nad télesem kom-
plexnich Cisel (pokud nebude explicitné fecen opak).

Definice 72. Necht' X, Y jsou vektorové prostory nad C. Zobrazeni S: X x X — Y se nazyva seskvilinedrni, pokud je linearn{
v prvni soufadnici a sdruZené linearni ve druhé soutadnici. V pfipadé€, Ze Y = C, se .S nazyva seskvilinedrni forma.

Tvrzeni 73 (polarizacni vzorec). Necht' X, Y jsou vektorové prostorynad Ca S: X x X — Y je seskvilinedrni zobrazeni. Pak

pro v§echna x,y € X plati, Ze

1
S(x,y) = Z(S(ery,a:er) —S(x—y,z—y) +iS(z + iy, x + iy) fiS(xfiy,xfiy)).

Dusledek 74. Necht' H je netrividlni Hilbertiiv prostor a T, S € L(H). Pak T = S, pravé kdyz (Tx,x) = {Sz,x) pro kazdé
re H.

Véta 75. Necht' H je netrividlni Hilbertitv prostor a T € L(H). Pak

(a) T je samoadjungovany, pravé kdyZ {T'z,x) € R pro kaZdé x € H.

(b) T je normdlni, pravé kdy? |Tx|| = |T™*z| pro kazdé x € H.

(¢) {Tz,zy = 0 pro kazdé x € H, pravé kdyZ T je samoadjungovany a o(T) < [0, c0).

Definice 76. Necht' A je C*-algebra a z € A. Rekneme, Ze x je nezdporny (zna¢ime z > 0), pokud je samoadjungovany a
o(z) < [0, +0).

Véta 77. Necht' H je Hilbertiiv prostor a T € L(H) je normdlni. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Ker T = KerT* aKer T = (Rng T')*.
(b) RngT je husty v H prdvé tehdy, kdyZ T je prosty.

(c) A€ op(T) prdveé tehdy, kdy? X € 0p(T™). Viasmi prostor T prislusny viastnimu &islu X je shodny s vlastnim prostorem T*
prislusnym vilastnimu Cislu .

(d) Pokud A1, g jsou riiznd viasmi Cisla T, pak Ker(\ I —T) L Ker(AI — T).

Véta 78 (Hilbert-Schmidt). Necht’ H je Hilbertiiv prostor a T € K(H) je nenulovy normdlni. Pak existuje ortonormdlni bdze B
prostoru H tvorend vlastnimi vektory T. Vektorii z B prislusnych nenulovym viastnim islim T je spocetné mnoho, a seradime-li
je libovolné do prosté posloupnosti {e,}\_,, N € N U {0}, pak {e,,} je ortonormdini bdze Rug T a pro kazdé x € H je

N
Tx = Z >\n<$,€n>€n,
n=1

s v

kde )\, je viastni Cislo prislusné viastnimu vektoru e,,.



Poznamka: dikaz Véty 78 byl vynechan (je stejny jako diikaz predvedeny v kurzu “Uvod do funkcionalni analyzy)

Véta 79 (Schmidt). Necht’ H je Hilbertitv prostor a T € L(H) je nenulovy kompaktni. Pak existuje N € Ng U {00}, posloupnost
Kladnych &isel {\,}N_, a ortonormdini systémy {u,}N_, < H a {v,}_,  H takové, Ze pro kazdé x € H je

Tx = i A, Up Y0y, .
n=1

Véta 80. Necht' H je Hilbertiv prostor a P € L(H) je projekce. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) P je ortogondlni, tj. Rng P 1 Ker P.

(ii) P = 0.
(iii) P je samoadjungovand.

(iv) P je normdlni.
Navic, jsou-li P,Q € L(H) dvé ortogondlni projekce, pak Rng(P) L Rng(Q) prdvé tehdy, kdyZ PQ = 0.

Definice 81. Necht H, K jsou Hilbertovy prostory. Operator T' € L(H, K) se nazyva unitdrni, pokud T~ = T*,tj. T*oT = Iy
aToT* = Ikg.

Tvrzeni 82. Necht' H, K jsou Hilbertovy prostory a T € L(H, K ). UvaZujme ndsledujici podminky:
(i) T je unitdrni.

(ii) T je izometrie na.

(iii) T je izometrie do.

(iv) Tz, Ty) ={x,y) pro kaZdé x,y € H.

Pak (1)< (i1))=(ii)<(iv). Navic, pokud je T na, pak jsou vSechny podminky ekvivalentni.

Definice 83. Necht' H je Hilbertdv prostor. Operator U € L(H ) se nazyva édstecnd izometrie, pokud existuje uzavieny podpro-
stor K < H (tikdme mu iniciacni podprostor U) spliiujici, Ze U| i je izometrie do a U |1 = 0.

Véta 84 (polarni rozklad). Necht’ H je Hilbertiiv prostor a T € L(H).

1. Existuji pravé jedny operdtory P,U € L(H) splitujici, Ze P > 0, U je &dste¢nd izometrie s iniciatnim podprostorem
Rng P aT = UP. Navic pak plati, Ze P = v T*T = U*T.

2. Pokud je T invertovatelny, pak existuji prdvé jedny operdtory P,U € L(H) splitujici, Ze P > 0 je invertovatelny, U je
unitdrnia’l' = UP.

Konec prednasek z 7. tydne

2. Borelovsky méritelny kalkulus pro normalni operatory

Lemma 85 (Lax-Milgram). Necht’ H je Hilbertiiv prostor. Je-1i S seskvilinedrni forma na H spliiujict | S| := sup, ,cp,|S(z,y)| <
o0, pak existuje jednoznacné urceny T € L(H) takovy, Ze S(x,y) = (Tx,y) pro vSechna z,y € H. Navic plati, Ze |S| = ||T|.

Definice 86. Necht' H je Hilbertdv prostor, T € L(H) je normdlni a ®: C(o(T)) — L(H) je spojity kalkulus z Véty 70. Pak
pro z,y € H symbolem p, , oznatujeme jedinou reguldrni borelovskou komplexni miru na o(T") spliiujici

[ gy F itz = @D, fEClo )
Pro kazdou f € Bor,(o(T')) déle definujeme ®(f) € L(H) jako (jediny) operétor splilujici
@ e = | Sy wyent

Misto ¢(f) piSeme také f (7).

Pozndmka 87. Necht' H je Hilberttiv prostor a T' € L(H) je normdlni.



1. Zobrazeni H x H 3 (x,y) — ftz,y € M (o(T')) z Definice 86 je seskvilinedrni, a proto plati

3

1
:ua:,y = -
4

k

-k
UV g qiky mtikys T, Y € H.
0

2. Prokazdé x € H je pt, , = 0.
3. Bory(o(T)) < Lo (o(T)) je C*-algebra.
4. Zobrazeni ®: Bor,(c(T)) — L(H) z Definice 86 je rozsifenim spojitého kalkulu ®: C'(o(T)) — L(H) z Véty 70.

Véta 88. Necht’ P je metricky prostor. Necht’ ® > Cy,(P) je systém funkci na P, ktery je uzavieny vzhledem k bodovym limitdm
omezenych posloupnosti. Pak ® = Bory(P).

Remark: dikaz Véty 88 byl vynechian

Definice 89. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory. Na prostoru £(X,Y") definujeme nésledujici lokdlné konvexni
topologie:

* silnd operétorové topologie TsoT je generovand systémem pseudonorem {p,(T') = |Tz|; = € X},
* slabd operdtorovd topologie TwoT je generovand systémem pseudonorem {p, ¢(T') = |f(Tz)|; x € X, f € Y*}.

Véta 90 (borelovsky kalkulus). Necht' H je Hilbertiiv prostor, T € L(H) je nenulovy normdlini operdtor a f € Bory(o(T)).
Zobrazeni ®: Bory(a(T)) — L(H) z Definice 86 md ndsledujici viastnosti:

(a) ® je spojity *-homomorfismus a ||| = 1.
(b) Je-li {f,} < Bory(c(T)) omezend posloupnost konvergujici bodové k f, pak ®(f,,) — ®(f) v topologii TsoT.

(¢) Pokud kompakini K < C obsahuje o(T) a V: Bor,(K) — L(H) je spojity *-homomorfismus, pro ktery U(1) = I,
V(Id) = T a plati pro néj vlastnost (b) s topologii Twor, pak ¥(g) = ®(g! (1)) pro kaZdou g € Bory(K).

(d) f(T) je normdlni. Je-li f redlnd, pak f(T) je samoadjungovany.
() o(f(T)) = [(o(T)).
(f) Pokud g € Bory(Rng f ), pak (g o f)(T) = g(f(T)).
(g) Pokud S € L(H) komutuje s T, pak S komutuje i s f(T).
Poznamka: dikaz vlastnosti (c)-(g) byl na pfednasce vynechan.
Konec prednasek z 8. tydne
3. Integral podle spektralni miry, spektralni rozklad normalniho operatoru

Definice 91. Necht' H je Hilbertiiv prostor a (X, A) je méfitelny prostor. Rekneme, e E : A — L(H) je spektrdlni mira pro
(X, A, H), pokud jsou splnény nésledujici podminky

(a) E(A) je ortogondlni projekce pro kazdé A € A,
(b) E(X) =TaE(Z) =0,
(c) Kdykoliv {4,,: n € N} c A jsou po dvou disjunktni, pak plati

B(|J An)z = i E(A,)z, z€H.
n=1

neN

Tvrzeni 92 (zdkladni vlastnosti spektrélni miry). Necht’ H je Hilbertiiv prostor, (X, A) je méFitelny prostor a E je spektrdlni
mira pro (X, A, H). Pak jsou spinény ndsledujici podminky.

(a) Kdykoliv A,Be Aa A c B, pak E(A) < E(B),
(b) Kdykoliv A, B € A, pak E(An B) = E(A)E(B),

(¢) Pro kazdé x,y € H je zobrazeni E, , : A — C definované piedpisem E, ,(A) = (E(A)z,y), A € A komplexni mira s
totdlni variaci |Eg | < ||z||y].

(d) Zobrazeni H x H 3 (x,y) — E, , je seskvilinedrni.



(e) Prokazdé x,y € H a A€ Aplati |E, ,(A)| < 1(E,.(A) + E, ,(A)).

(f) Prokazdé x,y € H plati Eqyy oy < 2(Eyy + Ey ).

Definice 93. Necht' H je Hilbertdv prostor, (X,.A) je méfitelny prostor, F je spektralni mira pro (X, A, H)a f : X — C je
omezend A-méfitelnd funkce. Pak integrdl f podle spektrdlni miry E, je (jednoznaény) operdtor T' € L(H) spliiujici

(Tz,y) = f JdE.,, el
X

Tento operétor pak znaéime symbolem 7' = § f dE.
Konec prednasek z 9. tydne

Tvrzeni 94. Necht’ H je Hilbertiv prostor, (X, A) je méFitelny prostor, E je spektrdlni mira pro (X, A, H) a f : X — C je ome-
zend A-méfFitelnd funkce. Pak pro kaZdé ¢ > 0, disjunkini rozklad A, ..., A, € A mnoZiny Xspliiujici max{diam f(A;): ¢ =
1,...,n} <eabodyz;€ A;i=1,...,nplati

<E.

deE - an f(i)E(Aq)
i=1

Definice 95. Necht' (X, .A) je méfitelny prostor. Pak symbolem B(X, .A) < {4 (X) oznaujeme C*-algebru vSech omezenych
A-méfitelnych funkei f : X — C.

Véta 96 (vlastnosti integrdlu podle spektralni miry). Necht' H je Hilbertiiv prostor, (X, A) je méFitelny prostor, E je spektrdlni
mira pro (X, A, H) a necht’ p : B(XA) — L(H) je zobrazeni definované predpisem p(f) =\ f dE, f € B(X, A). Pak plati:

(a) pje spojity *-homomorfismus, ||p| = 1a p(1) = I.
(b) Pro f € B(X,A)je p(f) € L(H) normdlni, pokud je f redlnd tak je p(f) samoadjungovany a f > 0 implikuje p(f) = 0.

(c) Je-li {fn} = B(X,.A) omezend posloupnost konvergujici bodové k f, pak p(f,) — p(f) v topologii Twor-

(d) Pro f € B(X,A)ax e H plati | p(f)z| = 1/§|f|? dEy 4.

Dusledek 97 (spektrilni rozklad normdlniho operétoru). Necht' H je Hilbertiiv prostor a T € L(H) je normdlni. Pak existuje
pravé jedna spektrdlni mira E pro (o(T),Bor(co(T)), H) spliujici §iddE = T. Navic, pak plati E(A) = ®(xa) pro kaZdou
A € Bor(a(T)), kde ® : Bory(o(T')) — L(H) je borelovsky kalkulus z Definice 86.

IV. Neomezené operatory

1. Neomezené operatory na Banachovych prostorech

Definice 98. Necht' X, Y jsou Banachov prostory, operdtorem z X do Y budeme oznacovat linedrni zobrazeni T, které je
definované na linedrnim podprostoru D(T") < X a jehoZ obor hodnot R(T') je podmnoZinou Y. Pokud Y = X, fikdme také, Ze
T je operdtorv X.

Grafem T pak rozumime mnozinu G(T) := {(z,Tz): x e D(T)} c X x Y.

Konecné, necht’ T je operator z X do Y. Pak

(a) T je husté definovany, pokud D(T) je husté v X;
(b) T je uzavieny, pokud G(T) c X x Y je uzavieny;
(c) operdtor Sz X do'Y je rozsiFenim operdtoru T, pokud G(T') < G(S) (pak piSeme T' < .S);

(d) pokud S je operdtor z X do Y, pak S+1T je operdtor s D(S+T) = D(S)nD(T) definovany pfedpisem (S+71)x = Sz+Tx,
xeD(S+T),

(e) pokud S je operdtor z Y do Banachova prostoru Z, pak ST je operdtor s D(ST) = {x € D(T): Tz € D(S)} definovany
pfedpisem (ST)x = S(Tz), x € D(ST);

(f) pro a € K definujeme operdtor o1 takto: pokud je « = 0, pak D(aT) = X a oT = 0; jinak je D(aT) = D(T) a
(aT)z = a(Tx) prox € D(T).

Pozndmka 99. Je lehké si rozmyslet, Ze pro operatory S, T,V vidy plati (S +T) +V =S+ (T + V), STV) = (ST)V a
(S+T)V = SV + TV kdykoliv jsou pfislusné operdtory dobie definovdny. Obecné ale nemusi platit, Ze V(S+T) = VS+ VT

[3gt)

(obecné plati jen inkluze “>” a rovnost plati napiiklad pokud V' je definovan vSude).
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Lemma 100. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory a L < X x Y. Pak L je grafem operdtoru z X do Y, prdvé kdyZ? L je
podprostor splitujici {(z,y) € L: x = 0} = {(0,0)}.

Tvrzeni 101. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory a T je operdtor z X do'Y.
(a) Je-li D(T) = X a T je uzavieny, pak T € L(X,Y).
(b) Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

Vo

(i) Operdtor T' md uzaviené rozsirent.
(ii) Pokud (x,,,Txzy) — (0,y) v D(T) x Y, paky = 0.

(iii) Mnozina G(T) € X x Y je grafem operdtoruz X do'Y'.
(c) Pokud T je prosty a uzavieny, je T~ téZ uzavieny.

Definice 102. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory a 7' je operdtor z X do Y. Pokud 7" md uzaviené rozsifeni, pak T je jeho
minimdlni uzaviené rozsifeni, tj. operdtor z X do Y spliiujici G(T) = G(T).

Tvrzeni 103. Necht’ X,Y, Z jsou Banachovy prostory a T uzavieny operdtor z X do'Y .
(a) Pokud S € L(X,Y), pak S + T je uzavienya D(S +T) = D(T).
(b) Pokud S € L(Y, Z), pak D(ST) = D(T). Pokud S je isomorfizmus do, je ST uzavieny.
(c) Pokud S € L(Z,X), je TS uzavieny.

Konec prednasek z 10. tydne

Pozndmka 104. Soucet uzavienych husté definovanych operdtori v X nemusi mit ani uzaviené rozsiteni. SloZen{ uzavieného
husté definovaného operdtoru v X s operdtorem z £(X ) nemusi mit ani uzavfené roziteni.

Tvrzeni 105. Necht’ X,Y jsou Banachovy prostory a T je prosty uzavieny operdtor z X do Y. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni.

(i) RngT =Y aT ' e L(Y,X).

(ii) RngT =Y.

(iii) Rng T je hustyvY aT~' e L(RngT, X).
Definice 106. Necht' X je Banachiv prostor a T je linedrni operator v X . Rezolventni mnoZinu operatoru I" definujeme jako

p(T) = {A € K; A — T md inverzi patiici do £(X)},
rezolventu (téZ rezolventni zobrazen{) operdtoru 1" pfedpisem
Rr(A) = (M ~T)™", e p(T)

a spektrum T jako o (T") = K\p(T).

Véta107. Necht’ X je Banachiiv prostor a T je linedrni operdtor v X. MnoZina p(T) je oteviend a o(T) je uzaviend. Rezolventni
zobrazeni Rt md derivaci v kazdém bodé mnoZiny p(T). Je-li tedy X komplexni, pak R je holomorfni na p(T).

Lemma 108. Necht’ X je Banachiiv prostor a T je operdtor v X takovy, Ze 0 ¢ o(T'). Pak pro nenulové \ € K plati X € o(T),
pravé kdyz + € o(T71).

Disledek 109. Necht' X je komplexni Banachiiv prostor a T je operdtor v X takovy, Ze o(T) = &. Pak T~! € L(X) a
o(T~1) = {0}.
2. Neomezené operatory na Hilbertovych prostorech - zakladni pojmy

Umluva 110. Ve zbytku této kapitoly (IV. Neomezené operitory) budeme viechny Banachovy prostory uvaZovat nad télesem
komplexnich ¢isel (pokud nebude explicitné fecen opak).

Definice 111. Necht' H je Hilbertlv prostor a 7" je husté definovany operator v H. Hilbertovsky adjungovany operator k 7',
oznaceny jako 7™, definujeme na mnoZiné

D(T*) ={y e H; x — (Tz,y) je spojity funkciondl na D(T)}.

Pro kazdé y € D(T™) definujeme T*y jako jednozna¢né uréeny prvek H, ktery spliiuje (x, T*y) = (T'z,y) prokazdé x € D(T).
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Pozndmka 112. D(T*) c H je podprostor a T™* je operdtor na H.
Tvrzeni 113. Necht’ S, T jsou husté definované operdtory v Hilbertové prostoru H.
(a) Pokud S ¢ T, pak T* < S™*.
(b) Pokud S + T je husté definovany, pak S* + T* < (S + T)*. Pokud je navic S € L(H), pak S* + T* = (S +T)*.
(¢) Pokud ST je husté definovany, pak T*S* < (ST)*. Pokud je navic S € L(H), pak T*S* = (ST)*.
Konec prednasek z 11. tydne
Tvrzeni 114. Necht’ T je husté definovany operdtor v Hilbertové prostoru H.
(a) T* je uzavreny.
(b) T md uzaviené rozsivent, prdvé kdyz T* je husté definovany. V takovém pripadé plati T = T**.
(c) T je uzavreny, pravé kdy? T* je husté definovany aT = T**.

Lemma 115. Necht' T je husté definovany operdtor v Hilbertové prostoru H a V- € L(H @2 H) je definovany predpisem
V(z,y) = (~y,2), (z,y) € H®y H. Pak'V je unitdrni operdtor a G(T*) = (V(G(T)))*.

Tvrzeni 116. Necht’ T je husté definovany operdtor v Hilbertové prostoru H.
(a) KerT* = (R(T))4,
(b) Je-li navic T uzavieny, pak Ker T = (R(T*))>.

Tvrzeni 117. Je-li T prosty husté definovany operdtor v Hilbertové prostoru H a R(T) je husty v H, pak T* je prosty a
(T*)—l _ (Tfl)*_

Poznamka: dikaz Tvrzeni 117 byl na pfednédSce vynechan.
Definice 118. Necht’ 7 je operétor v Hilbertové prostoru. Rekneme, 7e T je samoadjungovany, pokud T* = T. Rekneme, Ze
T je symetricky, pokud {Tz,y) = {(x,Ty) pro kazdé z,y € D(T). Déle fekneme, 7e T je maximdlni symetricky, pokud je
symetricky a neexistuje vlastni symetrické rozsiteni T'.
Tvrzeni 119. Necht' T je husté definovany, symetricky operdtor v Hilbertové prostoru H.
(a) T md uzaviené rozsiveni a T je symetricky.
(b) Je-li D(T) = H, pak T € L(H) a je samoadjungovany.
(¢) Je—li R(T') husty, pak T je prosty.
(d) Jeli R(T) = H, pak T je prosty, samoadjungovany a T~ € L(H).

(e) Je-li T samoadjungovany, pak je maximdlni symetricky. Navic, T je pak prosty, pravé kdyZ je R(T) husty a v takovém
pripadé je T~ samoadjungovany.

Pozndmka: dikaz Tvrzeni 119 byl na prednasce vynechan.
Véta 120. Necht’ T je samoadjungovany operdtor v netrividlnim Hilbertové prostoru H. Pak & # o(T) < R.

Lemma 121. Necht' T je symetricky operdtor v Hilbertové prostoru H a X € C\R. Pak \I — T je prosty a (\I —T)~! je spojity
na R(A\I — T'). Navic R(AI — T') je uzavieny, pravé kdy? T je uzavieny.

Konec prednasek z 12. tydne
Dusledek 122. Necht' T je operdtor v Hilbertové prostoru H. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) T je samoadjungovany.
(ii) T je husté definovany, symetricky a o(T) < R.

(iii) T je husté definovany, symetricky a existuje \ € C\R takové, Ze A\, X € p(T).
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3. Cayleyova transformace

Definice 123. Necht' T je symetricky operator v Hilbertové prostoru H. Cayleyova transformace operdtoru 7" je definovana
predpisem C(T) = (T —4I) o (T +il)~%

Véta 124. Necht' T je symetricky operdtor v Hilbertové prostoru H a C(T) je jeho Cayleyova transformace.
(a) C(T) je linedrni izometrie D(C(T')) = R(T + i¢I) na R(C(T)) = R(T — il).
(b) I —C(T)=2i(T +4I)"', atedy I — C(T) je prosty a R(I — C(T)) = D(T). Konec pfedndsek z 13. tydne
(c) T=i(I+C(T)(I—-C(T)) %
(d) C(T) je uzavieny < T je uzavieny < D(C(T)) je uzavieny < R(C(T)) je uzavieny.
Poznamka: dikaz ¢asti (d) ve VEteé 124 byl na pfednasce vynechan.

Véta 125. Necht' H je Hilbertiiv prostor a U je izometricky operdtor z D(U) na R(U). Necht' I — U je prosty. Pak T =
i(I +U)(I —U)7! je symetricky a C(T) = U. Ddle plati, Ze T je husté definovany pravé tehdy, kdyz R(I — U) je husty.

Véta 126. Necht’ H je Hilbertiiv prostor

(a) Necht' T je symetricky operdtor v H a C(T') je jeho Cayleyova transformace. Pak T je samoadjungovany pravé tehdy, kdy?
C(T) je unitdrn.

(b) Necht' U je unitdrni operdtor na H takovy, Ze I —U je prosty. Pak T = i(I+U)(I —U)~! je samoadjungovany a C(T) = U.
Definice 127. Necht' T je uzavieny symetricky operator na Hilbertové prostoru H. Pak ¢isla

ny(T) = dim (Rng(T +4I))" a n_(T) = dim (Rng(T — iI))*
nazveme indexy defektu operatoru 7.

Véta 128. Necht' T je uzavieny symetricky husté definovany operdtor na separabilnim Hilbertové prostoru H. Pak plati ndsle-
dujici tvrzeni.

(a) Operdtor T je samoadjungovany, pravé kdyZ n,(T) =n_(T) = 0.
(b) Operdtor T je maximdini symetricky, pravé kdyZ min{n (T),n_(T)} = 0.
(¢) Operdtor T md samoadjungované rozsiieni, pravé kdyZ n, (T) = n_(T).

Poznamka: dikaz Casti (b) ve VEté 128 byl na pfednasce vynechan.

4. Integral z neomezené funkce podle spektralni miry

Véta 129. Necht’ H je Hilbertiiv prostor, (X, A) je méfitelny prostor, E je spektrdlni mira pro (X, A,H) a f : X — C je
A-méfitelnd funkce. Pak je

D= {reH; J |f|?dE, . < +o0}.
X

husty podprostor H a existuje prdavé jeden operdtor T' definovany na D takovy, Ze

(Ta,y) = L FO)dE,, (N, z.yeD. @)

Navic plati

[Tl = \/LIf(AVdEI,z(A), reD 3)

a pokud f je omezend, pak T = § f dE.

Definice 130. Necht' H je Hilbertiv prostor, (X, .A) je méfitelny prostor, E je spektralni mira pro (X, A, H)a f : X — Cje
A-méfitelnd funkce. Pak integrdl f podle spektrdlni miry F, je (jednoznaény) operator T' na H spliujici

D) =z e H: [IfP B, < <0),

(Tz,y) = L fdE.,, .yeD(T).

Tento operétor pak znaéime symbolem T" = § f dE.
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Véta 131. Necht’ H je Hilbertiiv prostor, (X, A) je méFitelny prostor, E je spektrdlni mira pro (X, A,H)a f,g : X — C jsou
A-méf¥itelné funkce. Pak plati ndsledujici tvrzend.

(a) SfAE+ (gdE c {f+gdE.
(b) (§£dE)(§9dE) = §fgdEaD((§fdE)(§gdE)) = D(§gdE) n D({ fgdE).
(c) (§fdB) =§FfdEa§fdE(§fAE)" =(|f]?dE = (§ fdE)"§ f dE. Tedy § f AE je normdin.
(d) § f dE je uzavreny.
(e) § fAE € L(H), pravé kdy? existuje A € A spliujici Ze E(X\A) = 0a f je omezend na A.
Poznamka: dikazy Casti (a)-(c) ve VEt€ 131 byly na pfedndSce vynechdny.
Véta 132. Necht’ H je Hilbertiiv prostor, (X,.A) je méfitelny prostor, E je spektrdlni mira pro (X, A,H) a f : X — C je
A-mé¥itelnd funkce. Pak

U(deE) =essRng f:= {\eC; Vr > 0: E(f~H(U(\r))) #0}.

Navic pro X € C mdame Ker(M — § f dE) = Rng(E(f~1({\}))). Tedy X € 0, (§ f dE) pravé tehdy, kdyz E(f~({\})) # 0.
Poznamka: dikaz Véty 132 byl na pfednasce vynechdn.
Konec prednasek z 14. tydne

5. Spektralni rozklad samoadjungovaného operatoru

Lemma 133. Necht' H je Hilbertiiv prostor, (X, A) a (Y, B) jsou méFitelné prostory, E je spektrdlni mira pro (X, A, H) a
v : X =Y je méfitelnd funkce. Pak je zobrazeni o(E): B — L(H) definované jako

o(E)(A) = E(p™1(A)), AeB

Jje spektrdlni mira pro (Y, B, H), kterd spliiuje pro kazdou A-méfitelnou g : Y — C rovnost

Jgdw(E) = ngdE-

Navic plati § o dE = § Id dp(E).

Véta 134. Necht’ T je samoadjungovany operdtor v netrividlnim Hilbertové prostoru H. Pak existuje prdvé jedna spektrdlni
mira E pro (C,Bor(C), H) takovd, Ze T = { Id dE.
Pro tuto spektrdlni miru E pak plati, Ze E(C\o(T')) = 0.

Poznamka: dikaz jednoznacnosti ve VEt¢ 134 zkousen nebude.
Dusledek 135. Necht' T je samoadjungovany operdtor na Hilberové prostoru. Pak T je spojity, pravé kdyz o (T') je omezené.

Konec prednasek z 15. tydne
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