
I. Banachovy algebry

1. Základní vlastnosti

Definice 1. Řekneme, že pA,`,´, 0, ¨s, ¨q je algebra nad K, pokud pA,`,´, 0, ¨sq je vektorový prostor nad K, pA,`,´, ¨, 0q je
okruh (tj. násobení ¨ je asociativní a distributivní vzhledem ke sčítání zleva i zprava), a navíc platí, že pα ¨s aq ¨ b “ a ¨ pα ¨s bq “

α ¨s pa ¨ bq pro všechna a, b P A a α P K. Algebra nad K se nazývá komutativní, pokud je její okruhové násobení ¨ komutativní.

Necht’ A, B jsou algebry nad K. (Algebrový) homomorfismus Φ: A Ñ B je zobrazení, které je homomorfismem mezi
příslušnými vektorovými prostory (tj. je lineární) a zároveň je homomorfismem mezi příslušnými okruhy (tj. je multiplikativní,
neboli Φpabq “ ΦpaqΦpbq).

Φ nazýváme (algebraickým) izomorfismem algeber A a B, pokud Φ je bijekce.

Tvrzení 2. Necht’ A je algebra nad K. Položme Ae “ A ˆ K a definujme vektorové operace na Ae obvyklým způsobem (tj. po
složkách) a dále násobení prvků Ae pomocí vzorce

pa, αqpb, βq “ pab ` αb ` βa, αβq pro a, b P A, α, β P K.

Pak Ae je algebra s jednotkou p0, 1q a A lze identifikovat s její podalgebrou A ˆ t0u. Je-li A komutativní, je Ae též komutativní.

Definice 3. Dvojici pA, }¨}q nazýváme normovaná algebra, pokud A je algebra, pA, }¨}q je normovaný lineární prostor, a pro
každé a, b P A platí, že }ab} ď }a}}b}. Je-li metrika generovaná }¨} úplná, pak pA, }¨}q se nazývá Banachovou algebrou.

Příklad 4. Příklady Banachových algeber:

• komutativní s jednotkou: ℓ8pIq, CbpT q, CpKq, pℓ1pZq, ˚q;

• komutativní bez jednotky: C0pT q, pL1pRdq, ˚q;

• nekomutativní s jednotkou: LpXq (speciálně Mn, n ě 2);

• nekomutativní bez jednotky: KpXq.

Tvrzení 5. Necht’ pA, }¨}q je normovaná algebra. Násobení prvků A je lipschitzovské na omezených množinách (a tedy spojité)
jakožto zobrazení z A ˆ A do A.

Tvrzení 6. Necht’ pA, }¨}q je Banachova algebra. Definujeme-li na Ae normu předpisem }pa, αq}Ae
“ }a} ` |α| (tj. Ae “

A ‘1 K), pak Ae s touto normou je Banachova algebra.

Definice 7. Necht’ A a B jsou normované algebry a Φ: A Ñ B je (algebrový) homomorfismus. Říkáme, že Φ je izomorfismus
normovaných algeber A a B (nebo jen izomorfismus), pokud Φ je homeomorfismus A na B; říkáme, že Φ je izomorfismus A do
B (nebo jen izomorfismus do), pokud Φ je izomorfismus A na RngΦ.

Věta 8. Necht’ A je Banachova algebra. Pro každé a P A definujme levou translaci La : A Ñ A předpisem Lapxq “ ax. Pak
La P LpAq a zobrazení I : A Ñ LpAq, Ipaq “ La je spojitý algebrový homomorfismus s }I} ď 1. Má-li A jednotku e, pak I je
izomorfismus do a Ipeq “ Id. Platí-li }x2} “ }x}2 pro každé x P A (např. je-li A podalgebra ℓ8pΓq), pak I je izometrie do.

Důsledek 9. Necht’ pA, }¨}q je netriviální Banachova algebra s jednotkou. Pak na A existuje ekvivalentní norma |||¨||| taková, že
pA, |||¨|||q je Banachova algebra a |||e||| “ 1.

Připomeňme, že v monoidu jsou inverzní prvky k invertibilním prvkům jednoznačně určeny a invertibilní prvky tvoří grupu,
tj. jsou-li x, y P A invertibilní, pak i xy je invertibilní a pxyq´1 “ y´1x´1. Tuto grupu invertibilních prvků budeme značit Aˆ.

Fakt 10. Necht’ pA, ¨, eq je monoid a x1, . . . , xn P A komutují. Pak x1 ¨ ¨ ¨xn P Aˆ, právě když tx1, . . . , xnu Ă Aˆ.

Lemma 11 (Neumannova řada). Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou.

(a) Pokud x P UA, pak e ´ x P Aˆ a navíc
ř8

n“0 x
n “ pe ´ xq´1.

(b) Necht’ x P Aˆ a necht’ h P A je takové, že }h} ă 1
}x´1}

. Pak x ` h P Aˆ a navíc
›

›px ` hq´1 ´ x´1
›

› ď
}x´1

}
2

}h}

1´}x´1}}h}
.

Věta 12. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou. Pak Aˆ je otevřená podmnožina A a je to topologická grupa.
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2. Spektrální teorie
Definice 13. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a x P A. Pro x P A definujeme rezolventní množinu prvku x jako

pρApxq “q ρpxq “ tλ P K; λe ´ x P Aˆu,

a spektrum prvku x jako
pσApxq “q σpxq “ Kzρpxq.

Na ρpxq definujeme rezolventu (též rezolventní zobrazení) prvku x předpisem

Rxpλq “ pλe ´ xq´1, λ P ρpxq.

Nemá-li A jednotku, pak pro x P A definujeme výše uvedené pojmy vzhledem k Banachově algebře Ae.

Tvrzení 14. Necht’ A je Banachova algebra.

(a) Pro každé x P A je 0 P σAe

`

px, 0q
˘

. Nemá-li tedy A jednotku, pak 0 P σpxq pro každé x P A.

(b) Má-li A jednotku, pak σAe
ppx, 0q

˘

“ σApxq Y t0u pro každé x P A.

Konec přednášek z 1. týdne

Věta 15. Necht’ A je netriviální komplexní Banachova algebra a x P A. Pak σpxq Ă BCp0, }x}q je neprázdná kompaktní
množina.

Definice 16. Necht’ Y je Banachův prostor nad K, Ω Ă K, f : Ω Ñ Y a a P Ω. Jestliže existuje limita lim
xÑa

fpxq´fpaq

x´a P Y , pak

tuto limitu nazýváme derivací zobrazení f v bodě a a značíme ji f 1paq.

Fakt 17. Necht’ Y je Banachův prostor nad K, Ω Ă K, f : Ω Ñ Y a a P Ω. Pokud existuje f 1paq, pak f je spojité v a a pro
každé x˚ P Y ˚ je px˚ ◦ fq1paq “ x˚pf 1paqq.

Tvrzení 18. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a x P A.

(a) ρpxq je otevřená,

(b) Pro |λ| ą }x} platí λ P ρpxq a Rxpλq “
ř8

n“0
xn

λn`1 ,

(c) Rezolventní zobrazení λ ÞÑ Rxpλq má derivaci v každém bodě množiny ρpxq.

(d) Pro každá µ, ν P ρpxq platí RxpµqRxpνq “ RxpνqRxpµq.

(e) Pro každá µ, ν P ρpxq platí Rxpµq ´ Rxpνq “ pν ´ µqRxpµqRxpνq (tzv. rezolventní identita).

Fakt. Necht’ G je grupa. Jsou-li u, v P G takové, že uv “ vu, pak i u´1v´1 “ v´1u´1, uv´1 “ v´1u a u´1v “ vu´1.

Věta 19 (Liouvilleova věta). Necht’ Y je komplexní Banachův prostor a f : C Ñ Y je omezená funkce, která má derivaci
v každém bodě. Pak f je konstantní.

Úmluva 20. Ve zbytku této kapitoly (I. Banachovy algebry) budeme všechny Banachovy prostory uvažovat nad tělesem kom-
plexních čísel (pokud nebude explicitně řečen opak).

Věta 21 (S. Mazur (1938), I. M. Gelfand (1941)). Necht’ A je netriviální Banachova algebra s jednotkou. Pokud Aˆ “ Azt0u,
pak A je izomorfní C. Pokud navíc }e} “ 1, pak A je izometricky izomorfní C.

Definice 22. Necht’ A je Banachova algebra. Pro x P A definujeme spektrální poloměr prvku x jako

rpxq “ supt|λ|; λ P σpxqu.

Věta 23 (Beurlingův-Gelfandův vzorec). Necht’ A je Banachova algebra a x P A. Pak

rpxq “ inf
nPN

n
a

}xn} “ lim
nÑ8

n
a

}xn}.

Lemma 24 (spektrum a polynom). Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a x P A. Je-li ppzq “
řn

j“1 αjz
j polynom s

komplexními koeficienty, definujeme ppxq “
řn

j“1 αjx
j . Pak platí σpppxqq “ ppσpxqq.

Důsledek 25. Je-li A Banachova algebra, x P A a λ P C, |λ| ą rpxq, pak řada
ř8

n“1
xn

λn konverguje absolutně. Má-li tedy A

jednotku, pak Rxpλq “
ř8

n“0
xn

λn`1 .
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Věta 26. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou, B je její uzavřená podalgebra obsahující e a x P B. Pak platí následující
tvrzení:

(a) Je-li C komponenta ρApxq, pak bud’ C Ă σBpxq, nebo C X σBpxq “ H.

(b) BσBpxq Ă σApxq Ă σBpxq.

(c) Je-li CzσApxq souvislá, pak σBpxq “ σApxq.

(d) Má-li σBpxq prázdný vnitřek, pak σBpxq “ σApxq.

Důsledek 27. Necht’ A je Banachova algebra, B je její uzavřená podalgebra a x P B. Pak platí (a)-(d) ve Větě 26, pokud v nich
všude nahradíme σApxq a σBpxq za σApxq Y t0u a σBpxq Y t0u.

Poznámka: důkaz Důsledku 27 byl vynechán
Konec přednášek 2. týdne

3. Holomorfní kalkulus
Necht’ X je Banachův prostor, γ : ra, bs Ñ C cesta a f : xγy Ñ X spojité zobrazení. Integrál f podél γ definujeme předpisem

ż

γ

f “

ż

ra,bs

γ1ptqfpγptqqdλptq.

Integrál podél řetězce Γ “ γ1 ` ¨ ¨ ¨ ` γn v C ze spojitého zobrazení f : xΓy Ñ X definujeme předpisem
ż

Γ

f “

ż

γ1

f ` ¨ ¨ ¨ `

ż

γn

f.

Lemma 28. Necht’ Γ je řetězec v C, X je Banachův prostor, f : xΓy Ñ X je spojité a x P X . Pak x “
ş

Γ
f , právě když pro

každé x˚ P X˚ platí x˚pxq “
ş

Γ
x˚ ◦ f .

Je-li Ω Ă C otevřená a K Ă Ω kompaktní, pak řekneme, že cykl Γ obíhá K v Ω, pokud xΓy Ă ΩzK, indΓ z “ 1 pro z P K
a indΓ z “ 0 pro z P CzΩ.

Definice 29. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a x P A. Je-li f P HpΩq, kde Ω Ă C je otevřené okolí σpxq, pak
definujeme

fpxq “
1

2πi

ż

Γ

fRx “
1

2πi

ż

Γ

fpαqpαe ´ xq´1 dα,

kde Γ je libovolný cykl obíhající σpxq v Ω.

Poznámka 30. Integrál v definici fpxq výše existuje a jeho hodnota nezávisí na volbě Γ.

Věta 31 (holomorfní kalkulus). Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou, x P A, Ω Ă C je otevřené okolí σpxq a f P HpΩq.
Zobrazení Φ: HpΩq Ñ A, kde Φpgq “ gpxq z Definice 29, má následující vlastnosti:

(a) Φ je algebrový homomorfismus, pro který navíc Φp1q “ e a ΦpIdq “ x.

(b) Pokud fn Ñ f lokálně stejnoměrně v HpΩq, pak fnpxq Ñ fpxq.

(c) fpxq P Aˆ, právě když fpλq ‰ 0 pro každé λ P σpxq. V tom případě je fpxq´1 “ 1
f pxq.

(d) σpfpxqq “ fpσpxqq (tzv. věta o obrazu spektra).

(e) Pokud g P HpΩ1q, kde Ω1 je otevřené okolí fpσpxqq, pak pg ◦ fqpxq “ gpfpxqq.

(f) Pokud y P A komutuje s x, pak y komutuje i s fpxq.

Navíc pokud zobrazení Ψ: HpΩq Ñ A splňuje (a) a (b), pak Ψ “ Φ.

Poznámka: důkaz vlastností (d)-(f) byl na přednášce vynechán.

Lemma 32. Necht’ pΩ, µq je prostor s úplnou mírou, A je Banachova algebra a f P L1pµ,Aq. Pak pro každé x P A a každou
měřitelnou E Ă Ω platí, že

x

ˆ
ż

E

fdµ

˙

“

ż

E

xfptqdµptq a
ˆ

ż

E

f dµ

˙

x “

ż

E

fptqxdµptq.

Poznámka: důkaz byl na přednášce vynechán.
Konec přednášek 3. týdne
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4. Multiplikativní lineární funkcionály
Definice 33. Necht’ A je Banachova algebra. Homomorfismus φ : A Ñ C nazýváme multiplikativním lineárním funkcioná-
lem (tedy φ je lineární a φpxyq “ φpxqφpyq pro všechna x, y P A). Množinu všech nenulových multiplikativních lineárních
funkcionálů na A značíme ∆pAq.

Tvrzení 34. Necht’ A je Banachova algebra a φ multiplikativních lineární funkcionál.

(a) Existuje jednoznačné rozšíření φ̃ P ∆pAeq dané vzorcem φ̃px, λq “ φpxq ` λ a ∆pAeq “ tφ̃; φ P ∆pAq Y t0uu.

(b) Pro každé x P A je φpxq P σpxq kdykoliv φ ‰ 0.

(c) ∆pAq Ă BA˚ (speciálně, každý multiplikativní lineární funkcionál na A je automaticky spojitý).

(d) Pokud A má jednotku a φ ‰ 0, pak }φ} ě 1
}e}

pro každé φ P ∆pAq. Speciálně, je-li }e} “ 1, pak ∆pAq Ă SA˚ .

Věta 35. Necht’ A je Banachova algebra a M “ ∆pAq Y t0u Ă pBA˚ , w˚q je množina všech lineárních multiplikativních
funkcionálů na A. Pak M je kompaktní, ∆pAq je lokálně kompaktní a má-li A jednotku, pak ∆pAq je kompaktní.

Zobrazení Φ: M Ñ ∆pAeq, kde Φpφq “ φ̃ je jednoznačné rozšíření φ na prvek ∆pAeq, je homeomorfismus.

Příklad 36. (a) Pro K kompaktní máme ∆pCpKqq “ tδx : x P Ku.

(b) Pro n ě 2 máme ∆pMnq “ H.

Definice 37. Necht’ A je Banachova algebra. Ideálem v A rozumíme vektorový podprostor I Ă A takový, že kdykoliv x P I
a y P A, pak xy P I a yx P I . Maximálním ideálem v A nazveme takový vlastní ideál v A, který je maximální vzhledem
k uspořádání všech vlastních ideálů v A inkluzí.

Tvrzení 38. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou.

(a) Každý vlastní ideál v A je obsažen v nějakém maximálním ideálu v A.

(b) Je-li I vlastní ideál v A, je i I vlastní ideál. Speciálně, každý maximální ideál v A je uzavřený.

Tvrzení 39. Necht’ A je Banachova algebra a I Ă A uzavřený ideál. Pak kvocient A{I je Banachova algebra se součinem
qpxqqpyq “ qpxyq, kde q : A Ñ A{I je kvocientové zobrazení.

Je-li A komutativní, je i A{I komutativní. Má-li A jednotku, má i A{I jednotku.

Věta 40. Necht’ A je komutativní Banachova algebra s jednotkou. Pak zobrazení Φ: φ ÞÑ Kerφ je bijekce mezi ∆pAq a
množinou všech maximálních ideálů v A.

Lemma 41. Necht’ A je komutativní Banachova algebra s jednotkou a x P A není invertibilní. Pak xA je vlastní ideál.

Důsledek 42. Necht’ A je komutativní Banachova algebra s jednotkou a I je vlastní ideál v A. Pak existuje φ P ∆pAq takový, že
φæI “ 0.

Tvrzení 43. Necht’ A, B jsou Banachovy algebry a Φ: A Ñ B je algebraický izomorfismus. Pak zobrazení Φ# : ∆pBq Ñ ∆pAq

definované předpisem Φ#pφq :“ φ ˝ Φ, φ P ∆pBq je homeomorfismus.

Tvrzení 44. Necht’ L je lokálně kompaktní Hausdorffův topologický prostor. Pak zobrazení δ : L Ñ ∆pC0pLqq definované
předpisem δpxq “ δx, x P L je homeomorfismus.

Věta 45. Necht’ K, L jsou lokálně kompaktní Hausdorffovy topologické prostory. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) Banachovy algebry C0pKq a C0pLq jsou izometricky izomorfní.

(ii) Algebry C0pKq a C0pLq jsou algebraicky izomorfní.

(iii) Prostory K a L jsou homeomorfní.

Konec přednášek 4. týdne

Definice 46. Komutativní Banachova algebra A se nazývá polojednoduchá, pokud ∆pAq odděluje body A, tj. pokud
Ş

tKerφ;
φ P ∆pAqu “ t0u.

Věta 47. Necht’ A, B jsou Banachovy algebry. Pokud B je komutativní a polojednoduchá, pak každý homomorfismus z A do B
je automaticky spojitý.

Důsledek 48. Necht’ A je komutativní a polojednoduchá algebra. Pak všechny normy na A, ve kterých je A Banachova algebra,
jsou ekvivalentní.
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5. Gelfandova transformace
Definice 49. Necht’ A je Banachova algebra. Pro x P A definujeme px : ∆pAq Ñ C předpisem pxpφq “ φpxq, tj. px “ εxæ∆pAq.
Funkci px říkáme Gelfandova transformace prvku x.

Věta 50. Necht’ A je komutativní Banachova algebra a x P A.

(a) Má-li A jednotku, pak σpxq “ Rng px.

(b) Nemá-li A jednotku, pak σpxq “ Rng px Y t0u.

(c) }px} “ rpxq.

Definice 51. Necht’ A je Banachova algebra. Zobrazení Γ: A Ñ C0p∆pAqq, Γpxq “ px nazýváme Gelfandovou transformací
algebry A.

Věta 52. Necht’ A je komutativní Banachova algebra a Γ je její Gelfandova transformace. Pak platí následující tvrzení:

(a) Γ je spojitý homomorfismus a }Γ} ď 1.

(b) Podalgebra ΓpAq Ă C0p∆pAqq odděluje body ∆pAq.

(c) Γ je prostá, právě když ∆pAq odděluje body A, tj. právě tehdy, pokud A je polojednoduchá.

(d) Γ je izomorfismus do, právě když Γ je prostá a ΓpAq Ă C0p∆pAqq je uzavřený, právě když existuje K ą 0 takové, že
}x2} ě K}x}2 pro každé x P A.

(e) Γ je izometrie do právě tehdy, když }x2} “ }x}2 pro každé x P A.

II. C‹-algebry

1. Základní vlastnosti
Ve této kapitole budeme všechny Banachovy prostory uvažovat nad tělesem komplexních čísel (pokud nebude explicitně řečen
opak).

Definice 53. Necht’ A je Banachova algebra.

• Zobrazení ‹ : A Ñ A se nazývá involuce, pokud pro každé x, y P A a λ P C platí:

px ` yq‹ “ x‹ ` y‹, pλxq‹ “ λx‹, pxyq‹ “ y‹x‹, px‹q‹ “ x.

• Banachova algebra A s involucí se nazývá C‹-algebra, pokud pro každé x P A je

}x‹x} “ }x}2.

• Je–li A Banachova algebra s involucí, pak prvek x P A se nazývá samoadjungovaný (resp. normální), pokud x‹ “ x (resp.
x‹x “ xx‹).

Tvrzení 54. Necht’ A je algebra s involucí a x P A. Pak platí následující tvrzení:

(a) Je-li e levá nebo pravá jednotka v A, pak e je jednotka a e‹ “ e.

(b) A je C‹-algebra, právě když pro každé x P A platí }x‹x} ě }x}2. V tomto případě pak }x} “ }x˚} pro každé x P A.

(c) Necht’ A má jednotku. Pak x P Aˆ právě tehdy, když x‹ P Aˆ. V tomto případě pak px‹q´1 “ px´1q‹.

(d) λ P σpxq právě tehdy, když λ P σpx‹q.

(e) Prvky x ` x‹, x‹x, xx‹ a ipx ´ x‹q jsou samoadjungované.

(f) Existují jednoznačně určené samoadjungované prvky u, v P A takové, že x “ u ` iv. Pro ně pak platí, že x‹ “ u ´ iv a že
x je normální, právě když uv “ vu.

Poznámka: důkaz bodu (d) byl proveden jen pro případ, kdy A má jednotku

Věta 55. Necht’ A je C‹-algebra a x P A je normální. Pak rpxq “ }x}.

Důsledek 56. Necht’ A je algebra s involucí. Pak na A existuje nejvýše jedna norma, se kterou A je C‹-algebra.
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Tvrzení 57. Necht’ A je Banachova algebra s involucí.

(a) Ae je Banachova algebra s involucí pa, αq‹ “ pa‹, αq pro pa, αq P Ae.

(b) Je–li A C‹-algebra, pak existuje norma |||¨||| na Ae rozšiřující původní normu na A (a ekvivalentní normě z Tvrzení 6) taková,
že Ae je C‹-algebra.

Poznámka: důkaz Tvrzení 57 byl na přednášce vynechán

Tvrzení 58. Necht’ A je C‹-algebra a x P A.

(a) Je–li x samoadjungovaný, pak σpxq Ă R.

(b) Pokud A má jednotku a x je unitární (tj. x˚ “ x´1), pak σpxq Ă tλ P C : |λ| “ 1u.

Konec přednášek z 5. týdne

Definice 59. Necht’ A a B jsou algebry s involucí. Pak algebrový homomorfismus Φ: A Ñ B nazýváme ‹-homomorfismus,
pokud zachovává operaci ‹, tj. Φpx‹q “ Φpxq‹ pro každé x P A.

Důsledek 60. Necht’ A je C‹-algebra. Pak každý multiplikativní lineární funkcionál na A je ‹-homomorfismus.

Tvrzení 61. Necht’ A, B jsou C‹-algebry a Φ: A Ñ B je ‹-homomorfismus. Pak Φ je automaticky spojitý a navíc }Φ} ď 1.

Lemma 62. Necht’ A, B jsou Banachovy algebry a Φ: A Ñ B je algebrový homomorfismus. Pak pro každé x P A platí
σBpΦpxqq Ă σApxq Y t0u.

Věta 63 (I. M. Gelfand a M. A. Najmark (1943)). Necht’ A je komutativní C‹-algebra. Pak Gelfandova transformace je izomet-
rický ‹-izomorfismus A na C0p∆pAqq.

Důsledek 64. Necht’ A a B jsou komutativní C‹-algebry. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) A a B jsou izometricky ‹-izomorfní.

(ii) A a B jsou algebraicky izomorfní.

(iii) Prostory ∆pAq a ∆pBq jsou homeomorfní.

Definice 65. Necht’ A je Banachova algebra a M Ă A. Algebrovým obalem M nazveme množinu

algM “
č

tB Ą M ; B je podalgebra Au.

Uzavřeným algebrovým obalem M nazveme množinu

algM “
č

tB Ą M ; B je uzavřená podalgebra Au.

Fakt 66. Necht’ A je C‹-algebra a necht’ M Ă A komutuje a je uzavřená na involuci. Pak algM je komutativní C‹-podalgebra
A.

Věta 67. Necht’ A a B jsou C‹-algebry a h : A Ñ B je prostý ‹-homomorfismus. Pak h je izometrie do.

Lemma 68. Necht’ K, L jsou Hausdorffovy kompaktní prostory a φ : CpKq Ñ CpLq je ˚-homomorfismus splňující φp1q “ 1.
Pak existuje spojité zobrazení α : L Ñ K takové, že φpfq “ f ˝α pro každou f P CpKq. Pokud je navíc φ prosté, pak αpLq “ K
a tedy φ je izometrie do.

7. Spojitý kalkulus pro normální prvky C‹-algeber
Lemma 69. Necht’ A je C‹-algebra a B je její C‹-podalgebra. Pokud A a B mají společnou jednotku, pak Bˆ “ Aˆ X B.
Dále necht’ x P B. Pokud B má jednotku, která není jednotkou v A, pak σApxq “ σBpxq Y t0u, v ostatních případech je
σApxq “ σBpxq.

Necht’ A je C‹-algebra s jednotkou a x P A je normální. Položme B “ algte, x, x‹u. Pak pro f P CpσApxqq můžeme
definovat

fpxq “ Γ´1
B pf ◦ ΓBpxqq. (1)

Věta 70 (spojitý kalkulus). Necht’ A je C‹-algebra s jednotkou, x P A je normální a f P Cpσpxqq. Zobrazení Φ: Cpσpxqq Ñ A,
kde Φpgq “ gpxq je definováno vzorcem (1), má následující vlastnosti:

(a) Φ je izometrický ‹-izomorfismus Cpσpxqq na B “ algte, x, x‹u, pro který navíc Φp1q “ e a ΦpIdq “ x.
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(b) Pokud Ψ: Cpσpxqq Ñ A je ‹-homomorfismus, pro který Ψp1q “ e a ΨpIdq “ x, pak Ψ “ Φ.

(c) Je-li g P HpΩq, kde Ω Ă C je otevřené okolí σpxq, pak Φpgæσpxqq “ Ψpgq, kde Ψ je holomorfní kalkulus z Věty 31.

(d) fpxq P Aˆ, právě když fpλq ‰ 0 pro každé λ P σpxq. V tom případě je fpxq´1 “ 1
f pxq.

(e) σpfpxqq “ fpσpxqq (věta o obrazu spektra).

(f) Pokud g P C
`

fpσpxqq
˘

, pak pg ◦ fqpxq “ gpfpxqq.

Poznámka: důkazy bodů (c) a (f) byly vynechány.

Konec přednášek z 6. týdne

(g) Pokud y P A komutuje s x, pak y komutuje i s fpxq.

Nemá-li A jednotku, provedeme celou konstrukci v Ae. Pokud pro f P Cpσpxqq platí, že fp0q “ 0, pak fpxq P A.

Věta 71 (Bent Fuglede (1950), Calvin R. Putnam (1951)). Necht’ A je komplexní C‹-algebra, x P A, a necht’ a, b P A jsou
normální a platí, že ax “ xb. Pak a‹x “ xb‹.

Poznámka: důkaz Věty 78 byl vynechán.

III. Operátory na Hilbertových prostorech

1. Základní vlastnosti
Ve této kapitole (III. Operátory na Hilbertových prostorech) budeme všechny Banachovy prostory uvažovat nad tělesem kom-
plexních čísel (pokud nebude explicitně řečen opak).

Definice 72. Necht’ X , Y jsou vektorové prostory nad C. Zobrazení S : X ˆX Ñ Y se nazývá seskvilineární, pokud je lineární
v první souřadnici a sdruženě lineární ve druhé souřadnici. V případě, že Y “ C, se S nazývá seskvilineární forma.

Tvrzení 73 (polarizační vzorec). Necht’ X , Y jsou vektorové prostory nad C a S : X ˆX Ñ Y je seskvilineární zobrazení. Pak
pro všechna x, y P X platí, že

Spx, yq “
1

4

`

Spx ` y, x ` yq ´ Spx ´ y, x ´ yq ` iSpx ` iy, x ` iyq ´ iSpx ´ iy, x ´ iyq
˘

.

Důsledek 74. Necht’ H je netriviální Hilbertův prostor a T, S P LpHq. Pak T “ S, právě když xTx, xy “ xSx, xy pro každé
x P H .

Věta 75. Necht’ H je netriviální Hilbertův prostor a T P LpHq. Pak

(a) T je samoadjungovaný, právě když xTx, xy P R pro každé x P H .

(b) T je normální, právě když }Tx} “ }T ‹x} pro každé x P H .

(c) xTx, xy ě 0 pro každé x P H , právě když T je samoadjungovaný a σpT q Ă r0,8q.

Definice 76. Necht’ A je C‹-algebra a x P A. Řekneme, že x je nezáporný (značíme x ě 0), pokud je samoadjungovaný a
σpxq Ă r0,`8q.

Věta 77. Necht’ H je Hilbertův prostor a T P LpHq je normální. Pak platí následující tvrzení:

(a) KerT “ KerT ‹ a KerT “ pRng T qK.

(b) Rng T je hustý v H právě tehdy, když T je prostý.

(c) λ P σppT q právě tehdy, když λ P σppT ‹q. Vlastní prostor T příslušný vlastnímu číslu λ je shodný s vlastním prostorem T ‹

příslušným vlastnímu číslu λ.

(d) Pokud λ1, λ2 jsou různá vlastní čísla T , pak Kerpλ1I ´ T q K Kerpλ2I ´ T q.

Věta 78 (Hilbert-Schmidt). Necht’ H je Hilbertův prostor a T P KpHq je nenulový normální. Pak existuje ortonormální báze B
prostoru H tvořená vlastními vektory T . Vektorů z B příslušných nenulovým vlastním číslům T je spočetně mnoho, a seřadíme-li
je libovolně do prosté posloupnosti tenuNn“1, N P N Y t8u, pak tenu je ortonormální báze Rng T a pro každé x P H je

Tx “

N
ÿ

n“1

λnxx, enyen,

kde λn je vlastní číslo příslušné vlastnímu vektoru en.
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Poznámka: důkaz Věty 78 byl vynechán (je stejný jako důkaz předvedený v kurzu “Úvod do funkcionální analýzy”)

Věta 79 (Schmidt). Necht’ H je Hilbertův prostor a T P LpHq je nenulový kompaktní. Pak existuje N P N0 Y t8u, posloupnost
kladných čísel tλnuNn“1 a ortonormální systémy tunuNn“1 Ă H a tvnuNn“1 Ă H takové, že pro každé x P H je

Tx “

N
ÿ

n“1

λnxx, unyvn.

Věta 80. Necht’ H je Hilbertův prostor a P P LpHq je projekce. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) P je ortogonální, tj. RngP K KerP .

(ii) P ě 0.

(iii) P je samoadjungovaná.

(iv) P je normální.

Navíc, jsou-li P,Q P LpHq dvě ortogonální projekce, pak RngpP q K RngpQq právě tehdy, když PQ “ 0.

Definice 81. Necht’ H , K jsou Hilbertovy prostory. Operátor T P LpH,Kq se nazývá unitární, pokud T´1 “ T ‹, tj. T ‹◦T “ IH
a T ◦ T ‹ “ IK .

Tvrzení 82. Necht’ H , K jsou Hilbertovy prostory a T P LpH,Kq. Uvažujme následující podmínky:

(i) T je unitární.

(ii) T je izometrie na.

(iii) T je izometrie do.

(iv) xTx, Tyy “ xx, yy pro každé x, y P H .

Pak (i)ô(ii)ñ(iii)ô(iv). Navíc, pokud je T na, pak jsou všechny podmínky ekvivalentní.

Definice 83. Necht’ H je Hilbertův prostor. Operátor U P LpHq se nazývá částečná izometrie, pokud existuje uzavřený podpro-
stor K Ă H (říkáme mu iniciační podprostor U ) splňující, že U |K je izometrie do a U |KK ” 0.

Věta 84 (polární rozklad). Necht’ H je Hilbertův prostor a T P LpHq.

1. Existují právě jedny operátory P,U P LpHq splňující, že P ě 0, U je částečná izometrie s iniciačním podprostorem
RngP a T “ UP . Navíc pak platí, že P “

?
T ‹T “ U‹T .

2. Pokud je T invertovatelný, pak existují právě jedny operátory P,U P LpHq splňující, že P ě 0 je invertovatelný, U je
unitární a T “ UP .

Konec přednášek z 7. týdne

2. Borelovsky měřitelný kalkulus pro normální operátory
Lemma 85 (Lax-Milgram). Necht’ H je Hilbertův prostor. Je-li S seskvilineární forma na H splňující }S} :“ supx,yPBH

|Spx, yq| ă

8, pak existuje jednoznačně určený T P LpHq takový, že Spx, yq “ xTx, yy pro všechna x, y P H . Navíc platí, že }S} “ }T }.

Definice 86. Necht’ H je Hilbertův prostor, T P LpHq je normální a Φ: CpσpT qq Ñ LpHq je spojitý kalkulus z Věty 70. Pak
pro x, y P H symbolem µx,y označujeme jedinou regulární borelovskou komplexní míru na σpT q splňující

ż

σpT q

f dµx,y “ xΦpfqx, yy, f P CpσpT qq.

Pro každou f P BorbpσpT qq dále definujeme Φpfq P LpHq jako (jediný) operátor splňující

xΦpfqx, yy “

ż

σpT q

f dµx,y, x, y P H.

Místo ϕpfq píšeme také fpT q.

Poznámka 87. Necht’ H je Hilbertův prostor a T P LpHq je normální.
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1. Zobrazení H ˆ H Q px, yq ÞÑ µx,y P MpσpT qq z Definice 86 je seskvilineární, a proto platí

µx,y “
1

4

3
ÿ

k“0

ikµx`iky,x`iky, x, y P H.

2. Pro každé x P H je µx,x ě 0.

3. BorbpσpT qq Ă ℓ8pσpT qq je C‹-algebra.

4. Zobrazení Φ: BorbpσpT qq Ñ LpHq z Definice 86 je rozšířením spojitého kalkulu Φ: CpσpT qq Ñ LpHq z Věty 70.

Věta 88. Necht’ P je metrický prostor. Necht’ Φ Ą CbpP q je systém funkcí na P , který je uzavřený vzhledem k bodovým limitám
omezených posloupností. Pak Φ “ BorbpP q.

Remark: důkaz Věty 88 byl vynechán

Definice 89. Necht’ X , Y jsou normované lineární prostory. Na prostoru LpX,Y q definujeme následující lokálně konvexní
topologie:

• silná operátorová topologie τSOT je generovaná systémem pseudonorem tpxpT q “ }Tx}; x P Xu,

• slabá operátorová topologie τWOT je generovaná systémem pseudonorem tpx,f pT q “ |fpTxq|; x P X, f P Y ˚u.

Věta 90 (borelovský kalkulus). Necht’ H je Hilbertův prostor, T P LpHq je nenulový normální operátor a f P BorbpσpT qq.
Zobrazení Φ: BorbpσpT qq Ñ LpHq z Definice 86 má následující vlastnosti:

(a) Φ je spojitý ‹-homomorfismus a }Φ} “ 1.

(b) Je-li tfnu Ă BorbpσpT qq omezená posloupnost konvergující bodově k f , pak Φpfnq Ñ Φpfq v topologii τSOT.

(c) Pokud kompaktní K Ă C obsahuje σpT q a Ψ: BorbpKq Ñ LpHq je spojitý ‹-homomorfismus, pro který Ψp1q “ I ,
ΨpIdq “ T a platí pro něj vlastnost (b) s topologií τWOT, pak Ψpgq “ ΦpgæσpT qq pro každou g P BorbpKq.

(d) fpT q je normální. Je-li f reálná, pak fpT q je samoadjungovaný.

(e) σpfpT qq Ă fpσpT qq.

(f) Pokud g P Borb
`

Rng f
˘

, pak pg ◦ fqpT q “ gpfpT qq.

(g) Pokud S P LpHq komutuje s T , pak S komutuje i s fpT q.

Poznámka: důkaz vlastností (c)-(g) byl na přednášce vynechán.
Konec přednášek z 8. týdne

3. Integrál podle spektrální míry, spektrální rozklad normálního operátoru
Definice 91. Necht’ H je Hilbertův prostor a pX,Aq je měřitelný prostor. Řekneme, že E : A Ñ LpHq je spektrální míra pro
pX,A, Hq, pokud jsou splněny následující podmínky

(a) EpAq je ortogonální projekce pro každé A P A,

(b) EpXq “ I a EpHq “ 0,

(c) Kdykoliv tAn : n P Nu Ă A jsou po dvou disjunktní, pak platí

Ep
ď

nPN
Anqx “

8
ÿ

n“1

EpAnqx, x P H.

Tvrzení 92 (základní vlastnosti spektrální míry). Necht’ H je Hilbertův prostor, pX,Aq je měřitelný prostor a E je spektrální
míra pro pX,A, Hq. Pak jsou splněny následující podmínky.

(a) Kdykoliv A,B P A a A Ă B, pak EpAq ď EpBq,

(b) Kdykoliv A,B P A, pak EpA X Bq “ EpAqEpBq,

(c) Pro každé x, y P H je zobrazení Ex,y : A Ñ C definované předpisem Ex,ypAq “ xEpAqx, yy, A P A komplexní míra s
totální variací }Ex,y} ď }x}}y}.

(d) Zobrazení H ˆ H Q px, yq ÞÑ Ex,y je seskvilineární.
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(e) Pro každé x, y P H a A P A platí |Ex,ypAq| ď 1
2 pEx,xpAq ` Ey,ypAqq.

(f) Pro každé x, y P H platí Ex`y,x`y ď 2pEx,x ` Ey,yq.

Definice 93. Necht’ H je Hilbertův prostor, pX,Aq je měřitelný prostor, E je spektrální míra pro pX,A, Hq a f : X Ñ C je
omezená A-měřitelná funkce. Pak integrál f podle spektrální míry E, je (jednoznačný) operátor T P LpHq splňující

xTx, yy “

ż

X

f dEx,y, x, y P H.

Tento operátor pak značíme symbolem T “
ş

f dE.

Konec přednášek z 9. týdne

Tvrzení 94. Necht’ H je Hilbertův prostor, pX,Aq je měřitelný prostor, E je spektrální míra pro pX,A, Hq a f : X Ñ C je ome-
zená A-měřitelná funkce. Pak pro každé ε ą 0, disjunktní rozklad A1, . . . , An P A množiny Xsplňující maxtdiam fpAiq : i “

1, . . . , nu ă ε a body xi P Ai, i “ 1, . . . , n platí
›

›

›

›

›

ż

f dE ´

n
ÿ

i“1

fpxiqEpAiq

›

›

›

›

›

ă ε.

Definice 95. Necht’ pX,Aq je měřitelný prostor. Pak symbolem BpX,Aq Ă ℓ8pXq označujeme C‹-algebru všech omezených
A-měřitelných funkcí f : X Ñ C.

Věta 96 (vlastnosti integrálu podle spektrální míry). Necht’ H je Hilbertův prostor, pX,Aq je měřitelný prostor, E je spektrální
míra pro pX,A, Hq a necht’ ρ : BpXAq Ñ LpHq je zobrazení definované předpisem ρpfq “

ş

f dE, f P BpX,Aq. Pak platí:

(a) ρ je spojitý ‹-homomorfismus, }ρ} “ 1 a ρp1q “ I .

(b) Pro f P BpX,Aq je ρpfq P LpHq normální, pokud je f reálná tak je ρpfq samoadjungovaný a f ě 0 implikuje ρpfq ě 0.

(c) Je-li tfnu Ă BpX,Aq omezená posloupnost konvergující bodově k f , pak ρpfnq Ñ ρpfq v topologii τWOT.

(d) Pro f P BpX,Aq a x P H platí }ρpfqx} “

b

ş

|f |2 dEx,x.

Důsledek 97 (spektrální rozklad normálního operátoru). Necht’ H je Hilbertův prostor a T P LpHq je normální. Pak existuje
právě jedna spektrální míra E pro pσpT q,BorpσpT qq, Hq splňující

ş

id dE “ T . Navíc, pak platí EpAq “ ΦpχAq pro každou
A P BorpσpT qq, kde Φ : BorbpσpT qq Ñ LpHq je borelovský kalkulus z Definice 86.

IV. Neomezené operátory

1. Neomezené operátory na Banachových prostorech
Definice 98. Necht’ X , Y jsou Banachov prostory, operátorem z X do Y budeme označovat lineární zobrazení T , které je
definované na lineárním podprostoru DpT q Ă X a jehož obor hodnot RpT q je podmnožinou Y . Pokud Y “ X , říkáme také, že
T je operátor v X .

Grafem T pak rozumíme množinu GpT q :“ tpx, Txq : x P DpT qu Ă X ˆ Y .
Konečně, necht’ T je operátor z X do Y . Pak

(a) T je hustě definovaný, pokud DpT q je husté v X;

(b) T je uzavřený, pokud GpT q Ă X ˆ Y je uzavřený;

(c) operátor S z X do Y je rozšířením operátoru T , pokud GpT q Ă GpSq (pak píšeme T Ă S);

(d) pokud S je operátor z X do Y , pak S`T je operátor s DpS`T q “ DpSqXDpT q definovaný předpisem pS`T qx “ Sx`Tx,
x P DpS ` T q;

(e) pokud S je operátor z Y do Banachova prostoru Z, pak ST je operátor s DpST q “ tx P DpT q : Tx P DpSqu definovaný
předpisem pST qx “ SpTxq, x P DpST q;

(f) pro α P K definujeme operátor αT takto: pokud je α “ 0, pak DpαT q “ X a αT ” 0; jinak je DpαT q “ DpT q a
pαT qx “ αpTxq pro x P DpT q.

Poznámka 99. Je lehké si rozmyslet, že pro operátory S, T, V vždy platí pS ` T q ` V “ S ` pT ` V q, SpTV q “ pST qV a
pS`T qV “ SV `TV kdykoliv jsou příslušné operátory dobře definovány. Obecně ale nemusí platit, že V pS`T q “ V S`V T
(obecně platí jen inkluze “Ą” a rovnost platí například pokud V je definován všude).
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Lemma 100. Necht’ X , Y jsou Banachovy prostory a L Ă X ˆ Y . Pak L je grafem operátoru z X do Y , právě když L je
podprostor splňující tpx, yq P L : x “ 0u “ tp0, 0qu.

Tvrzení 101. Necht’ X , Y jsou Banachovy prostory a T je operátor z X do Y .

(a) Je-li DpT q “ X a T je uzavřený, pak T P LpX,Y q.

(b) Následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) Operátor T má uzavřené rozšíření.

(ii) Pokud pxn, Txnq Ñ p0, yq v DpT q ˆ Y , pak y “ 0.

(iii) Množina GpT q Ă X ˆ Y je grafem operátoru z X do Y .

(c) Pokud T je prostý a uzavřený, je T´1 též uzavřený.

Definice 102. Necht’ X , Y jsou Banachovy prostory a T je operátor z X do Y . Pokud T má uzavřené rozšíření, pak T je jeho
minimální uzavřené rozšíření, tj. operátor z X do Y splňující GpT q “ GpT q.

Tvrzení 103. Necht’ X,Y, Z jsou Banachovy prostory a T uzavřený operátor z X do Y .

(a) Pokud S P LpX,Y q, pak S ` T je uzavřený a DpS ` T q “ DpT q.

(b) Pokud S P LpY,Zq, pak DpST q “ DpT q. Pokud S je isomorfizmus do, je ST uzavřený.

(c) Pokud S P LpZ,Xq, je TS uzavřený.

Konec přednášek z 10. týdne
Poznámka 104. Součet uzavřených hustě definovaných operátorů v X nemusí mít ani uzavřené rozšíření. Složení uzavřeného
hustě definovaného operátoru v X s operátorem z LpXq nemusí mít ani uzavřené rozšíření.

Tvrzení 105. Necht’ X,Y jsou Banachovy prostory a T je prostý uzavřený operátor z X do Y . Pak následující tvrzení jsou
ekvivalentní.

(i) Rng T “ Y a T´1 P LpY,Xq.

(ii) Rng T “ Y .

(iii) Rng T je hustý v Y a T´1 P LpRng T,Xq.

Definice 106. Necht’ X je Banachův prostor a T je lineární operátor v X . Rezolventní množinu operátoru T definujeme jako

ρpT q “ tλ P K; λI ´ T má inverzi patřící do LpXqu,

rezolventu (též rezolventní zobrazení) operátoru T předpisem

RT pλq “ pλI ´ T q´1, λ P ρpT q

a spektrum T jako σpT q “ KzρpT q.

Věta 107. Necht’ X je Banachův prostor a T je lineární operátor v X . Množina ρpT q je otevřená a σpT q je uzavřená. Rezolventní
zobrazení RT má derivaci v každém bodě množiny ρpT q. Je-li tedy X komplexní, pak RT je holomorfní na ρpT q.

Lemma 108. Necht’ X je Banachův prostor a T je operátor v X takový, že 0 R σpT q. Pak pro nenulové λ P K platí λ P σpT q,
právě když 1

λ P σpT´1q.

Důsledek 109. Necht’ X je komplexní Banachův prostor a T je operátor v X takový, že σpT q “ H. Pak T´1 P LpXq a
σpT´1q “ t0u.

2. Neomezené operátory na Hilbertových prostorech - základní pojmy
Úmluva 110. Ve zbytku této kapitoly (IV. Neomezené operátory) budeme všechny Banachovy prostory uvažovat nad tělesem
komplexních čísel (pokud nebude explicitně řečen opak).

Definice 111. Necht’ H je Hilbertův prostor a T je hustě definovaný operátor v H . Hilbertovsky adjungovaný operátor k T ,
označený jako T ‹, definujeme na množině

DpT ‹q “ ty P H; x ÞÑ xTx, yy je spojitý funkcionál na DpT qu.

Pro každé y P DpT ‹q definujeme T ‹y jako jednoznačně určený prvek H , který splňuje xx, T ‹yy “ xTx, yy pro každé x P DpT q.
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Poznámka 112. DpT ‹q Ă H je podprostor a T ‹ je operátor na H .

Tvrzení 113. Necht’ S, T jsou hustě definované operátory v Hilbertově prostoru H .

(a) Pokud S Ă T , pak T ‹ Ă S‹.

(b) Pokud S ` T je hustě definovaný, pak S‹ ` T ‹ Ă pS ` T q‹. Pokud je navíc S P LpHq, pak S‹ ` T ‹ “ pS ` T q‹.

(c) Pokud ST je hustě definovaný, pak T ‹S‹ Ă pST q‹. Pokud je navíc S P LpHq, pak T ‹S‹ “ pST q‹.

Konec přednášek z 11. týdne

Tvrzení 114. Necht’ T je hustě definovaný operátor v Hilbertově prostoru H .

(a) T ‹ je uzavřený.

(b) T má uzavřené rozšíření, právě když T ‹ je hustě definovaný. V takovém případě platí T “ T ‹‹.

(c) T je uzavřený, právě když T ‹ je hustě definovaný a T “ T ‹‹.

Lemma 115. Necht’ T je hustě definovaný operátor v Hilbertově prostoru H a V P LpH ‘2 Hq je definovaný předpisem
V px, yq “ p´y, xq, px, yq P H ‘2 H . Pak V je unitární operátor a GpT ‹q “ pV pGpT qqqK.

Tvrzení 116. Necht’ T je hustě definovaný operátor v Hilbertově prostoru H .

(a) KerT ‹ “ pRpT qqK,

(b) Je-li navíc T uzavřený, pak KerT “ pRpT ‹qqK.

Tvrzení 117. Je-li T prostý hustě definovaný operátor v Hilbertově prostoru H a RpT q je hustý v H , pak T ‹ je prostý a
pT ‹q´1 “ pT´1q‹.

Poznámka: důkaz Tvrzení 117 byl na přednášce vynechán.

Definice 118. Necht’ T je operátor v Hilbertově prostoru. Řekneme, že T je samoadjungovaný, pokud T ‹ “ T . Řekneme, že
T je symetrický, pokud xTx, yy “ xx, Tyy pro každé x, y P DpT q. Dále řekneme, že T je maximální symetrický, pokud je
symetrický a neexistuje vlastní symetrické rozšíření T .

Tvrzení 119. Necht’ T je hustě definovaný, symetrický operátor v Hilbertově prostoru H .

(a) T má uzavřené rozšíření a T je symetrický.

(b) Je–li DpT q “ H , pak T P LpHq a je samoadjungovaný.

(c) Je–li RpT q hustý, pak T je prostý.

(d) Je–li RpT q “ H , pak T je prostý, samoadjungovaný a T´1 P LpHq.

(e) Je–li T samoadjungovaný, pak je maximální symetrický. Navíc, T je pak prostý, právě když je RpT q hustý a v takovém
případě je T´1 samoadjungovaný.

Poznámka: důkaz Tvrzení 119 byl na přednášce vynechán.

Věta 120. Necht’ T je samoadjungovaný operátor v netriviálním Hilbertově prostoru H . Pak H ‰ σpT q Ă R.

Lemma 121. Necht’ T je symetrický operátor v Hilbertově prostoru H a λ P CzR. Pak λI ´T je prostý a pλI ´T q´1 je spojitý
na RpλI ´ T q. Navíc RpλI ´ T q je uzavřený, právě když T je uzavřený.

Konec přednášek z 12. týdne

Důsledek 122. Necht’ T je operátor v Hilbertově prostoru H . Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) T je samoadjungovaný.

(ii) T je hustě definovaný, symetrický a σpT q Ă R.

(iii) T je hustě definovaný, symetrický a existuje λ P CzR takové, že λ, λ P ρpT q.
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3. Cayleyova transformace
Definice 123. Necht’ T je symetrický operátor v Hilbertově prostoru H . Cayleyova transformace operátoru T je definována
předpisem CpT q “ pT ´ iIq ◦ pT ` iIq´1.

Věta 124. Necht’ T je symetrický operátor v Hilbertově prostoru H a CpT q je jeho Cayleyova transformace.

(a) CpT q je lineární izometrie DpCpT qq “ RpT ` iIq na RpCpT qq “ RpT ´ iIq.

(b) I ´ CpT q “ 2ipT ` iIq´1, a tedy I ´ CpT q je prostý a RpI ´ CpT qq “ DpT q. Konec přednášek z 13. týdne

(c) T “ ipI ` CpT qqpI ´ CpT qq´1.

(d) CpT q je uzavřený ô T je uzavřený ô DpCpT qq je uzavřený ô RpCpT qq je uzavřený.

Poznámka: důkaz části (d) ve Větě 124 byl na přednášce vynechán.

Věta 125. Necht’ H je Hilbertův prostor a U je izometrický operátor z DpUq na RpUq. Necht’ I ´ U je prostý. Pak T “

ipI ` UqpI ´ Uq´1 je symetrický a CpT q “ U . Dále platí, že T je hustě definovaný právě tehdy, když RpI ´ Uq je hustý.

Věta 126. Necht’ H je Hilbertův prostor

(a) Necht’ T je symetrický operátor v H a CpT q je jeho Cayleyova transformace. Pak T je samoadjungovaný právě tehdy, když
CpT q je unitární.

(b) Necht’ U je unitární operátor na H takový, že I´U je prostý. Pak T “ ipI`UqpI´Uq´1 je samoadjungovaný a CpT q “ U .

Definice 127. Necht’ T je uzavřený symetrický operátor na Hilbertově prostoru H . Pak čísla

n`pT q “ dim pRngpT ` iIqq
K a n´pT q “ dim pRngpT ´ iIqq

K

nazveme indexy defektu operátoru T .

Věta 128. Necht’ T je uzavřený symetrický hustě definovaný operátor na separabilním Hilbertově prostoru H . Pak platí násle-
dující tvrzení.

(a) Operátor T je samoadjungovaný, právě když n`pT q “ n´pT q “ 0.

(b) Operátor T je maximální symetrický, právě když mintn`pT q, n´pT qu “ 0.

(c) Operátor T má samoadjungované rozšíření, právě když n`pT q “ n´pT q.

Poznámka: důkaz části (b) ve Větě 128 byl na přednášce vynechán.

4. Integrál z neomezené funkce podle spektrální míry
Věta 129. Necht’ H je Hilbertův prostor, pX,Aq je měřitelný prostor, E je spektrální míra pro pX,A, Hq a f : X Ñ C je
A-měřitelná funkce. Pak je

D “ tx P H;

ż

X

|f |2 dEx,x ă `8u.

hustý podprostor H a existuje právě jeden operátor T definovaný na D takový, že

xTx, yy “

ż

X

fpλqdEx,ypλq, x, y P D. (2)

Navíc platí

}Tx} “

d

ż

X

|fpλq|2 dEx,xpλq, x P D (3)

a pokud f je omezená, pak T “
ş

f dE.

Definice 130. Necht’ H je Hilbertův prostor, pX,Aq je měřitelný prostor, E je spektrální míra pro pX,A, Hq a f : X Ñ C je
A-měřitelná funkce. Pak integrál f podle spektrální míry E, je (jednoznačný) operátor T na H splňující

DpT q “ tx P H :

ż

|f |2 dEx,x ă 8u,

xTx, yy “

ż

X

f dEx,y, x, y P DpT q.

Tento operátor pak značíme symbolem T “
ş

f dE.
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Věta 131. Necht’ H je Hilbertův prostor, pX,Aq je měřitelný prostor, E je spektrální míra pro pX,A, Hq a f, g : X Ñ C jsou
A-měřitelné funkce. Pak platí následující tvrzení.

(a)
ş

f dE `
ş

g dE Ă
ş

f ` g dE.

(b)
` ş

f dE
˘` ş

g dE
˘

Ă
ş

fg dE a D
`` ş

f dE
˘` ş

g dE
˘˘

“ D
` ş

g dE
˘

X D
` ş

fg dE
˘

.

(c)
` ş

f dE
˘‹

“
ş

f dE a
ş

f dE
` ş

f dE
˘‹

“
ş

|f |2 dE “
` ş

f dE
˘‹ ş

f dE. Tedy
ş

f dE je normální.

(d)
ş

f dE je uzavřený.

(e)
ş

f dE P LpHq, právě když existuje A P A splňující že EpXzAq “ 0 a f je omezená na A.

Poznámka: důkazy částí (a)-(c) ve Větě 131 byly na přednášce vynechány.

Věta 132. Necht’ H je Hilbertův prostor, pX,Aq je měřitelný prostor, E je spektrální míra pro pX,A, Hq a f : X Ñ C je
A-měřitelná funkce. Pak

σp

ż

f dEq “ essRng f :“ tλ P C; @r ą 0: Epf´1pUpλ, rqqq ‰ 0u.

Navíc pro λ P C máme KerpλI ´
ş

f dEq “ RngpEpf´1ptλuqqq. Tedy λ P σpp
ş

f dEq právě tehdy, když Epf´1ptλuqq ‰ 0.

Poznámka: důkaz Věty 132 byl na přednášce vynechán.
Konec přednášek z 14. týdne

5. Spektrální rozklad samoadjungovaného operátoru
Lemma 133. Necht’ H je Hilbertův prostor, pX,Aq a pY,Bq jsou měřitelné prostory, E je spektrální míra pro pX,A, Hq a
φ : X Ñ Y je měřitelná funkce. Pak je zobrazení φpEq : B Ñ LpHq definované jako

φpEqpAq “ Epφ´1pAqq, A P B

je spektrální míra pro pY,B, Hq, která splňuje pro každou A-měřitelnou g : Y Ñ C rovnost
ż

g dφpEq “

ż

g ˝ φdE.

Navíc platí
ş

φdE “
ş

IddφpEq.

Věta 134. Necht’ T je samoadjungovaný operátor v netriviálním Hilbertově prostoru H . Pak existuje právě jedna spektrální
míra E pro pC,BorpCq, Hq taková, že T “

ş

IddE.
Pro tuto spektrální míru E pak platí, že EpCzσpT qq “ 0.

Poznámka: důkaz jednoznačnosti ve Větě 134 zkoušen nebude.

Důsledek 135. Necht’ T je samoadjungovaný operátor na Hilberově prostoru. Pak T je spojitý, právě když σpT q je omezené.

Konec přednášek z 15. týdne
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