I. VRSTEVNICE FUNKCE, OTEVRENE A UZAVRENE MNOZINY

1. Urcéete a nakreslete defini¢ni obor a vrstevnice funkci:

a) f(r,y) =z +y D) flxy) =2 o flay) =2>+y* d) flzy) =2° -y e fla,y) = 3y
D f@y)=Vi-a?=y* g fey) = e b fley) = V2 =D - o = y?)

i) f( y)=V1-=@*+y)?* ) flz,y) =+/sin(z® +y?) k) f(z,y) =sgn(sinz-siny) 1) f(z,y) = [z[+y
2. Prifad’te grafy funkci k pfedpisiim:

a) b) c)

= A 4

e)

V- ly

i) 22 +y* i) exp(x i) —22 —9? iv)axt+y v)a?—y? vi)at+y

—

3. Rozhodnéte, zda néasledujici mnoziny jsou oteviené ev. uzaviené a urcete vnitiek, uzavér,
hranici.

AN DO o {dineN} Al
Dy € R : 22+ <1} g {l,
) {lr,y] eR*: |o+yl>a+y} ) {lry
D) {[x,y,2] ER3: 2 >0,y >0,z +y=2,2

)": neN} e){[r,y eR*: >0,y <0}
[z,y] € R* : 22+ y* > 1} h){z,y] € R* : 22+ ¢ > 1T}
JeR?: [z —yl=2—y} k) {[z,y] € R*: 2 +y?+ 2zy =5}



II. PARCIALNI DERIVACE

1. Spoététe parcidlni derivace funkci vSude, kde existuji

a)z™y" b)e™ c¢)axy+yz+zz d)|z|-ly] e)|y+cosz| f)|siny—sinz| g)|cosy—sinz| h) (%)

NP e st (z,y) #0,
)t J)sin() k) fr.y) = w7

0 (z,y) = (0,0)
2. Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce f, vySetiete parcidlni derivace funkci a napiste
rovnici funkce jejimZ grafem je te¢na rovina ke grafu funkce f v bodé B
(pfiklady ze zkouskovych pisemek z minulych let)

a) Ve —e; B =[1,1+1log2, f(1,1+1log2)] D) log == B = [5,—5, f(5,-5)]

) vz + y?

C) \ 6$2+y2 - 64; B = [3707 f(370)] d) r? — y27 B = [_1707 f(_]-u 0)] e) arCSinszJrg; B = [9707 f(970)]

3. Pomoci véty o derivaci slozené funkce spoctéte parciilni derivace funkce F

a) f : R? — R dana predpisem f(x,y) = 2% + 3% ©1,02 : R® — R dany piedpisy ¢i(r,s,t) = 2r + s,
@o(r,s,t) =t; F: R> — R déana predpisem F(r,s,t) = f(pi(r,s,t), p2(r, s,t))

b) f : R® — R dana predpisem f(z,y,2) = = + y* + 22; ©1, pa, 03 : R? — R dany piedpisy ¢1(s,t) = 3st,
©o(s,t) = 82 +2t, p3(s,t) =t; F : R? — R dana predpisem F(s,t) = f(p1(s,t), pa(s, 1), p3(s, 1))



III. IMPLICITNI FUNKCE

1. Je dan vztah 2% + 2zy* + y* — y° = 0 a bod [0, 1]. DokaZte, Ze:

i) timto vztahem je definovana hladka funkce y = f(x) v jistém okoli bodu 0, pro kterou plati f(0) = 1;

il

)

ii) spoctéte f'(0);
) spoctéte f(0);
)

iv) napisSte rovnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé 0;

v) zjistéte, zda je f na okoli bodu 0 konkéavni/konvexni.
2. Ukazte, Ze dana rovnice urcuje v jisté okoli bodu M = [m;,ms] implicitn& zadanou funkci

y = f(z). Spo&téte f'(m;) a f’(m1) a napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé& m;.
(ptiklady ze zkouskovych pisemek z minulych let)

a) arctg L2 + arctg 22t = g M=1[1,1] b)az¥+y* =3, M=]1,2]

¢) os(y + ze®) +sin(y — ze®) = —1, M = [0,7] d) e@ =2 4’2 =2 M =[1,1]
) +el V) =9 M =[1,1] f)4arctg(z—y?) +log(3y —z) =m, M = [5,2]
3. Je dan vztah 22 4+ 2y* + 322 + 2y — 2 — 9 =0 a bod [1, -2, 1].

i) Dokazte, Ze timto vztahem je definovana hladka funkce z = z(z,y) v jistém okoli U bodu [1, —2], pro
kterou plati z(1, —2) = 1;

i) urcete 22, % 5. v okoli U;
iii) napiSte rovnici teéné roviny ke grafu funkce z = z(z,y) v bodé [1, —2].

4. Ukazte, Ze dana rovnice urcuje v jisté okoli bodu M = [m;, ms, m3] implicitné zadanou funkci
r = f(y,z). Spoctéte te¢nou rovinu ke grafu f v bodé& [m;, ms, ms].
(ptiklady ze zkouskovych pisemek z minulych let)

a) v +sin(v +y + log(y + 27)) = ¥, M = [1,-1,0]  b) tg(yx + 2°2) = log(y*z +¢*), M = [1,7/4,0]

5. UkaZte, Ze soustava rovnic uréuje v jisté okoli bodu M = [my, my, m3] implicitné zadané funkce
r = f(y), 2= g(y). Spoctéte prvni a druhé derivace téchto funkci v bodé m,.
(pfiklady na motivy zkouskovych pisemek z minulych let)

a) b) c)
ze™ Y = g F x + cos(zz) +sin(zy) = 2 W2 fsin(x + 2) = 24 2xy
ryze! T = —1 z + arctg(zz) = log(zy) T+ 2z + arctg(x + y) = log(y*2?)

M=[1,-1,1] M =[1,1,0] M =[-1,1,1]



IV. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

1. Zjistéte sup a inf funkce f na mnoziné& M a vySetiete, zda téchto hodnot funce f na M nabyva
(bez Lagrangeovych multiplikatori).

a) fz,y) =2 —2y—3; M ={[z,y;0<2<1,0<y<l,z+y <1}
(z,y,2 )Z(I+y)2+($—y)2+2;MZ(—1,1>><( 1,1) x (-=1,1)

(v,y,2) = 2% + 4o + 5 — 3y* — 3y; M = R? d)f(xy 2)=3x+5—22% —y* M =R?
(v,y) = 2® —zy+y* M = {[z, g} [z|+ ]yl <1} 1) flz,y) =2+%,a>0,0> 0, M = {[z,y};2° +y* < 1}
(0,) = (3 + )0, M =R ) f(a,y) = (22 + 5y2)e-497); M = B2

i) fla.y) = a® +y5 M = {faylia® + 42 = 1} ) f(,y) = (@ + y)e G0 M = {[z, )iz > 0,y > 0}

k) f(z,y) =2y; M = {[v,yliz +y =5} 1) f(z,y,2) = 2° +3y* — 2% M = {[z,y, 2]; 2% + y* + 2* < 100}

e

) [
c) f
) [
) [/

2. Zjisté&te sup a inf funkce f na mnoZiné M a vySetiete, zda té&chto hodnot funce f na M nabyva
(s Lagrangeovymi multiplikatory).

a) f(r,y,2) =x —2y+22; M = {[z,y, 2], 2> + y* + 22 = 1}

(r,9,2) =20 —2y+22; M ={[z,y,2], 22 +y*+22=1L,x+y+2=0}
(z,y,2) =sinxsinysinz, M = {[z,y,2];2+y+2=5,2>0,y >0,z > 0}
(z,y,2) = 2y*2%, M ={[z,y,2];2+ 2y + 32 =a,z > 0,y > 0}, kde a > 0
e) f(z,y) =2 +y, M ={[z,y,2],2° +y*> — 22y = 0,2 > 0,y > 0}

f) flx,y,2) =10z + 2 —y, M ={[x,y,2], 22 + > + 22 < 1,y +x > 0}

3. Zjist&te sup a inf funkce f na mnoZiné M a vySetiete, zda téchto hodnot funce f na M nabyva
(ze zkousSkovych pisemek).

a) f(r,y,2) = (@ =1+ (y— 1>+ (2= 2%, M ={[x,y,2] eR®: 22+ 9>+ 22 =120 +y+ 22 <0}
(r,y,2) =2y +2, M={[z,y,2] e R3: 22 +¢y> +22 <422 +¢y*+1< 2%}
(z,9,2) = (@ =1+ (y = 2> + 52°, M ={[z,y,2] e R®: 22 + 9>+ 22 <4, 2° +y° — 2 =1}
(2,9, 2 )—w(y+2) M ={[r,y,2] eR®: a? +y* + 2 =4 o +y+22>1}

z)

) [
c) f
) f
) f(z,y,2) =2® —y?, M ={[x,y,2] eR®: 2?2+ +22=9,x+2>1}

LIR="



V. MATICE

1. Urcete hodnost matic (v zavislosti na parametru):
1 2 2 3 5

6 15 12 25 42 a 111 2@—1) (Ba+1) a
a) b) 1l a 1 «a C) (1_a) 9 1
2 5 4 8 14 - . ,
1 -1 2 —4 -7 a a a a a
2 3 5 7 1 9 3 4
et ] . 19 17 13 11 5 6 7 ]
ze zkouskovych pisemek: d) . 5 3 9 e) 0 10w w1
1113 17y y y+1 15 16

2. Spoétete (je-li to mozné) soudin matic AB a BA, kde:

2 1 2 0 3 5 0 -1
@A—()3,B—<§gf1fo b)A={03 -1|, B=|1 0 1
10 10 4 -1 2 1

3. Naleznéte inverzni matice k nasledujicim maticim (v zavislosti na parametru):

1 2 -1 3 -4 5 13 ? i
al2 3 o b2 -3 1] o

0 -1 1 3 =5 -1 01 10
12 0 0

1 -1 0 14

. ) . 10 2 4 28

ze zkouskovych pisemek: d) 0 0 0 7

7T 4 4 Tz

4. Spoc¢téte determinanty (v zavislosti na parametru):

2 =5 1 2 1 2 -1 1
1 2 -1
-3 7 -1 4 10 0 -1
Vs 9 9 7 mg_i ? o1 1 0
4 -9 1 2 12 0 0
101 2 =«
210 2 =
ze zkouskovych pisemek: d) A= 13 2 1 0 1 |.Prokterdz € R je det A= det(A™!)?
112 1 1
102 -1 -1



5. Najdéte reSeni soustav linearnich rovnic:

r + 2y — 2z =1 20+ 3y —w =1 dor + 3y +62 =1
a)2r + 3y =1 b) 3rx+4+2y+42—-2w = 0 ¢) 3z+dy+4z =10
-y + z =1 r—y+dz—w = 2 rT—2y+2z =-9

x4+ 5y +w =1

I ] . 2e+6y+z+w =3

ze zkouskovych pisemek: d) e+ Ty+ 2w =5

dr+8y+2z24+w =6

6. Najdéte vSechna feSeni soustavy Ax = b pro uvedenou matici A a uvedené t¥i vektory pravych
stran by, by a by (ze zkouskové pisemky):

11 2 3 3 9 0
5 8 13 21 ~3 6 0
A=11 5 1 8| oo P2m ] B |y
2 13 3 21 ~1 —2 1

7. Urcere parametry p € R pro které je determinant matice nasledujici soustavy nulovy a pro
tyto parametry soustavu vyfeSte (ze zkouskové pisemky):

20 +y+5z+3w =1

3T — y + pw =2
—2r4+y+z+2w =0
3r—y+pz+2w =4



VL. RADY

1. Urcete, zda konverguji nasledujici fady:

a) 0 B b)Y L o) S EEEE ) (VEHT-VE—L) o) Y b
£) S0 sin(k? +3k) 528 g) SO0 A py S0 (EZ T VR 1) 1) S (VRZ - VAT 1)

5k ok n=1
0 104 19 [e’s) 0 [e’s)
D R ) (RS DI ysin(h) m) 3532, log(1+ AF), A > 0
n) >, (1 — oS }C) 0) >, kre(VRHI-VE+S) 0 o R

2. VySetiete konvergenci (absolutni i neabsolutni) nasledujicich ¥ad:

a) 3o (- e B) Xnlicos(n?)(VnS +n—n®) o) 300 (—1)" A cos(y)

n=1

d) oL (D) g cos(i) o) ol e ) al B cos () g) 20T (—1)" i cos (574)

3. VySetiete konvergenci a absolutni konvergenci nasledujicich ¥ad (ze zkouskovych pisemek):
0o gk _ R b < 1Ve(JE _ \/E t 1 R 00 (k%)

a) Zn=1 T L€ ) Zn:l( ) ( + ) arctg Vg’ T € c) Zn:l (COS k:)
oo J?k [ee) o0 x

Q) Sy (1) log (14 =51 ) 2> 0 o) 2, log(VRZ + 2k +15—k) ) 300, — 5, 7€ R

=1
" 1+klog inl —cos 1




