1. Taylortv polynom

Definice. Necht f je funkce, n € N, a € R a existuje vlastni f(")(a). Pak polynom

1
TL(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + - + ;f(") (a)(x —a)"
nazyvame Taylorovym polynomem Fadu n funkce f v bodé a.

Umluva. V dalsim textu budeme symbol tvaru (z —a)° chapat jako 1, a to i tehdy, jestlize z = a.
Symbolem f(© (tedy ,nultou derivaci funkce f) budeme rozumét samotnou funkci f.

Q=)

Lemma 1.1. Necht n e N, a € R, @ je polynom, stQ < n a lim,_,, oo = 0. Pak Q je nulovy
polynom.
Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O

Véta 1.2 (Charakterizace Taylorova polynomu). Necht n € N, a € R a necht md funkce f v bodé a
vlastni n-tou derivaci. Potom

(a) Polynom TS (x) je jeding polynom stupné nejvyse n spliiugici

(b) Polynom P(x) = T %(x) je jediny polynom stupné nejuyse n takovy, Ze pro kazdé i€ {0...n}
plati {9 (a) = PW(a).

Diikaz. Diikaz byl pfednesen na prednaSce a bude zkouSen. O

Daisledek 1.3. Nechtn e N, a € R a necht md funkce f v bodé a vlastni n-tou derivaci. Potom
f(z) = TP (@) + w(z)(z - a)",
kde lim,_,, w(x) = 0.

Dikaz. Diikaz byl pfednesen na prednasce a bude zkouSen. O
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Vé&ta 1.4 (Tayloriv polynom zékladnich funkei). Necht n € N u {0}, pak

2 n
exp,0(,) _ oy
Tn (x)—l+:17+2!+ +n!
3 5 2n—1
sin,0 __ sin,0 o £ £ A —_1)yr1 r
Ty () = Ty (2) = @ 3| + 5! +oe (=1 (2n —1)!
2 4 2n
cos,0 __ cos,0 _ 1 _ - T L. —1\" v
Ty, (@) = T, (x) = 1 21 + 4! +o+ (1) (2n)!
2 3 n
Tlog(l-‘rw),O — T ... -1 n—1t_
i (1) =2 =G+ S+ (C1)
. -1 —-1)--.- — 1
VaeR:T,(Ll“”) ’O(x)=1+gx+Mx2+~-+a(a ) laznd )xn
1! 2 n!
Diikaz. Diikaz byl prednesen na prednaSce a bude zkouSen. O



konec 2. prednasky (21.2.2024)

Véta 1.5 (Lagrangetv tvar zbytku). Necht n € N a necht a,xz € R, a < x. Predpoklidejme, Ze
funkce f md v kazdém bodé intervalu [a,x] vlastni derivaci ¥ddu (n + 1). Pak existuje € € (a,x)

takové, Ze
1

f@) =T (@) = Gy O —a)

Diikaz. Diikaz byl pfednesen na prednaSce a bude zkouSen. O

Poznamka. Véta 1.5 plati i v piipadé z < a.

Dausledek 1.6. Nechtn e N, a € R, r > 0 a necht md funkce f v kaZdém bodé intervalu (a—r,a+r)
vlastni derivaci *ddu (n + 1). Pak

n+1

Ve (a—ra+r): |flx)—TH% )| < sup  [fFY ().

(n + 1)! ly—al<r
Diikaz. Diikaz byl prednesen na prednasce a bude zkouSen. O

Dausledek 1.7. Necht'a € R, r > 0 a necht md funkce f v kazZdém bodé intervalu (a—r, a+r) viastni
derivaci Fdadu n pro kaidé n € N. At existuje konstanta K > 0 takovd, Ze supj, o -, |f")(y)| <
K™ pro n e N. Pak plati:

(a) Pro kaZdé € > 0 existuje ng tak, Ze pro kaZdé prirozené ¢islo n = ng plati

Vee (a—ra+7): |f(x)—T %) <e.

(b)

0 f(n
Ve e (a—r,a+r): Z :c—a)”.

Diikaz. Diikaz byl pfednesen na prednasce a bude zkouSen. O

Definice. Necht f je funkce, a € R a f(")(a) € R pro kazdé n € N. Potom fadu
O f(n)
Z f '(a) (LC _ a)n
= o

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stFfedu a. Ve specidlnim piipadé a = 0 mluvime o
Maclaurinové radé.

Véta 1.8 (Taylorovy fady elementarnich funkei). Plati (napiiklad) ndsledujict vztahy mezi elemen-
tarnimi funkcemi a jejich Taylorovgmi Fadami (stiedem Taylorovy Fady je ve vSech pFipadech bod
a=0):
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(b)Vz e R: sinx
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(c)VxeR: cosx
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(d)Vz e (-1,1]:  log(l + x) i 1)

(e)Vrxe (-1,1),VaeR: (1+ax)*= i



Dijkaz. Diikaz (a), (b) a (c) byl pfednesen na piednasce a bude zkouSen. Dikaz (d) a (e) nebyl a
zkousen nebude. O
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2. Primitivni funkce

Znaceni. Necht I je interval a n € N. Budeme pouzivat znaéeni
C(I):={f:1I—>R; f jespojitd na I};
C"(I):={f: I - R; f ma spojitou n-tou derivaci na I}.

Symbol f € C([a, b]) znamen4, Ze interval [a, b] je omezeny a funkce f je na tomto intervalu spojita.

2.1. Zakladni vlastnosti

Definice. Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném intervalu I. Rekneme, 7e funkce
F je primitivnd funkci k f na I, jestlize pro kazdé x € I existuje F'(x) a plati F'(z) = f(x).

Véta 2.1 (vlastnosti primitivni funkce). Necht funkce F je primitivni funkce k funkci f na ne-
prazdném otevieném intervalu I. Pak:

(a) F je spojitd na I.
(b) Pro kazdé c € R je F + ¢ primitivni funkce k f na I.

(c) Pokud G je primitivni funkce k f na I, pak existuje c € R takové, Ze F(x) = G(x) + ¢ pro kazdé
rel.

Diikaz. Diikaz byl prednesen na prednasce a bude zkouSen. O

Véta 2.2 (vztah spojitosti a existence primitivni funkce). Necht I je neprazdny otevieny interval
a feC(I). Pak f md na I primitiont funkci.

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O

Znaceni. Fakt, ze F je primitivni funkce k f na neprazdném otevieném intervalu I, znacime
symbolem

ff(x)dm £ F(z), zel.
Symbol § f(x) dz ozna¢uje mnozinu vSech primitivnich funkef na k f na I.

Véta 2.3 (linearita primitivni funkce). Necht funkce g, f maji na neprdzdném otevieném intervalu
I primitivnt funkci. Potom pro a, € R, («, B) # (0,0) je

faf(x) + Bg(x)dx = aff(x) dz + ﬁjg(m’) dz.
Diikaz. Diikaz byl prednesen na prednaSce a bude zkouSen. O

Vé&ta 2.4 (integrace per partes). Necht I je neprdzdng otevieny interval a f,g € C(I). Necht F je
primitivng funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na I. Pak plati

Diikaz. Diikaz byl pfednesen na prednasce a bude zkouSen. O

Véta 2.5 (prvni véta o substituci). Necht F je primitivni funkce k f na (a,b). Necht ¢ : (a, ) —
(a,b) je funkce, kterd md v kazZdém bodé t € («, 8) vlastni derivaci. Pak

f Fe®)e (t) dt £ F(p(t), te (o B).



Dikaz. Diikaz byl pfednesen na prednaSce a bude zkouSen. O
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Véta 2.6 (druha véta o substituci). Necht ¢ : («, 8) — (a,b) md v kazZdém bode nenulovou viastni
derivaci a ¢ ((a, B)) = (a,b). Necht f je funkce definovand na intervalu (a,b) a plati

j Fe)e(t)dt £ G(t),  te (a,B).

| e =G @), e @b
Diikaz. Diikaz byl prednesen na prednasce a bude zkouSen. O

Véta 2.7 (lepeni). Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b), c € (a,b) a F je funkce spojitd v
bodé ¢, splniugici F'(x) = f(x) pro x € (a,b)\{c}. Pak F je primitivni k f na (a,b).

Diikaz. Diikaz byl prednesen na prednasce a bude zkouSen. O

konec 5. pfednasky (5.3.2024)

2.2. Integrace racionalnich funkci

Definice. Raciondlni funkci rozumime podil dvou polynomt, kde polynom ve jmenovateli neni
identicky roven nule. Racionalni funkce R(x) = ggg je definovana na libovolné podmnoziné R,

ktera neobsahuje zadny kofen polynomu Q.

Vé&ta 2.8 (rozklad na parcialni zlomky). Necht P, Q jsou polynomy s redlngmi koeficienty takové,
ze

(i) st P <stQ,

(ii) Q(x) = an(x — 21)Pr ... (x — 2)P* (2% + a2 + B1)? ... (22 + yz + B4,
(i%i) apn, T1,..., Tk, @1,...,00,01,...,00€ R, a, £0, k,l e Nu {0},

(Z,U) pla"'apk7q1a"'an€N7

(v) Zddnyg z mnohoclenii x® + cyx + By, ..., 2% + ayx + B nemd redlngj koven,
(vi) Zddné dva z polynomii x — x1, T — Ta,...,T — Tk, x> + a1 + P1, ..., 2% + g + B nemaji
spoleény koren.
Pak existuji jednoznacné urcend isla Ay, ..., AL ... Ak .. Ak Bl Cl,... Bl Cl. .., Bi,
ct,. .., B(lu’ C’fn takovd, Ze plati
1 1
P(:L‘) = Al 4+t &
Qlz) z-m (@ —a1)P
Ak A
+ .. 1 S L —
T — T (x — xy)Pr
1 1 1 1
Bie+Cf . BartCy
2 4+ a1x + B (22 4+ ajz + 1)
l ! l 1
Bz + () N By z +
2 + oz + (22 + gz + B)@

pro viechna x € R splriujici Q(z) # 0.



Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Poznamka (postup pii integraci racionalni funkce). Necht je zadana racionalni funkce R(x) =
Q( ), kde P a @ jsou polynomy, @ # 0. P¥i vypoc¢tu primitivni funkce { R(z)dz na libovolném
intervalu I, ktery neobsahuje Zadny z kofeni polynomu @, pak postupujeme podle nésledujici
0SNovy:
. krok: vyjadifme funkci R(z) ve tvaru R(z) = Pi(z) + 1222((;)), kde st P < st pro vSechna z € R,
Q(z) # 0;

Ps(z)

. krok: provedeme rozklad funkce Oy Da parcialni zlomky podle Véty 2.8;

. krok: integrujeme jednotlivé parcidlni zlomky podle nasledujiciho névodu.

(a) Je-li

= Jidx,
(Z‘—CL)"
kde A€ R aneN, pak
o ﬁ#, x € (—o0,a) nebo x € (a,0), je-lin > 1;
" | Alog|z —a|, ze(—w,a)nebo z € (a,0), jelin = 1.
(b) Je-li
_J Bx+C d
) @2 tax+p)e

kde ge N, a,feR a 8 — lon > (, pak nejprve vyjadiime I ve tvaru

B 2z + « Ba 1
d C——)| ——————dux.
fxz—f—am—kﬁ) T+ Q)J(:ﬁ—%-ax—l—ﬁ)q v
Oznacime-li 5 )
T+«
L= —22T% 9 L=|———4d
! J(x2+aﬂc+ﬂ)q o J(m2+ax+6)q “
potom
1 c .
1, & ) Tow T zeR, jelig>1,
log(z? + ax + 3), xeR, jelig=1.
Dale plati

2r+a

\/4B—a?

Pro vypocet posledniho integralu vyuZzijeme prvni vétu o substituci. Polozime ¢(z) = Jipoat”
—a

b= e T ) l(l)ﬂlrdz'

takie ¢ (z) = \/4;_70‘2, a obdrzime

J( a1>2 1qu:\/452ﬁf(y211)q
-

Pro integral § m dy je k dispozici rekurentni vzorec ziskany integraci per partes (dikaz vzorce

byl na pfenasce predveden a bude zkouSen):

1 c
f W dy = arctg(y),

1 Y 2q—1 J‘ 1
—  _dy= d > 1.
J 2+ D)ot YT g2+ 1) Ty P+
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2.3. Neékteré uziteéné substituce

Poznamka (racionalisace integralt s exponencidlou a s logaritmem). At R je racionalni funkce.
(a) Pro prevod integrali tvaru {R(e®)dt (kde a € R\{0}) na integraci racionalni funkce lze
vyuzit substituci ¢(t) = e®.

(b) Pro pfevod integrali tvaru S@ dt na integraci racionélni funkce lze vyuzit substituci
o(t) = logt.

Znaceni. Ve zbytku této kapitoly budeme symbolem R(z,y) znacit raciondlni funkci dvou pro-

ménngch, tj. R(z,y) = gg ;‘37 kde

Ny o N, -
zy) = > aga'y’, Qz,y) = ) bia'y’.

i,j=0 i,7=0

Poznamka (racionalisace trigonometrickych integralit). Pro prevod integrali tvaru § R(sinz, cos z) dx
na integraci racionélni funkce Ize vyuZit jedné z nasledujicich substituci:
(a) vzdy lze uzit substituci t = tg(§), v € (—m,m) + 2k7 (k € Z),
(b) pokud R(a,—b) = —R(a,b), lze uzit substituci ¢t = sinz, x € R,
(¢) pokud R(—a,b) = —R(a,b), pak lze uZit substituci ¢t = cosz, = € R,
(d)

pokud R(—a,—b) = R(a,b), pak lze uzit substituci t = tgx, x € (=35, 5) + kr (k€ Z).

jus
2

konec 7. prednasky (12.3.2024)

Poznamka (racionalisace integrala s odmocninou) Necht ¢ € N, a,b,¢,d € R, ad # be. Potom

pro prevod integrali tvaru § R(z, (Zﬂfig) ) dx, na integraci racionalni funkce lze vyuZzit substituci
1
t=(e) -

Poznamka (racionalisace integrali tvaru § R(z,vaxz? + bz + ¢) dt). Necht a,b,c € R, a # 0. Po-
tom pro prevod integralii tvaru § R(z,vaz? + bx + ¢) dz na integraci racionalni funkce rozlisujeme
néasledujici piipady:

(a) Necht m4 trojélen az? + bx + ¢ dvojnasobny realny koten « a plati az? + bz + ¢ = a(x — a)?.
Ma-li mit tloha smysl, musi platit a > 0. Pak ale

Vax? +bxr + ¢ = Valz — al.

(b) Necht ma trojclen ax? + bz + ¢ dva riizné realné kofeny aq, as, a1 < s a plati az? +bx+c =
a(x —aq)(z — ag). Je-li a > 0, pak pro t € (—o0, 1) a t € (g, ) plati

Vax? +bx +c = +/a(x —ar)(z — az)
= Valz — a1

Je-li a < 0, pak pro x € (a1, ag) plati

Vax? + bz +c=+/(—a)(z — ar)(a — 2)

Qo — T

=+/—alx —aq)

T —oq

V obou pripadech jsme tedy zadani prevedli na tlohu nalézt primitivni funkei § R(z, (“i”ig) ) dez,

jejiz FeSeni jiz zname. Pov8imnéme si, Ze v obou pfipadech je splnéna podminka ad # bc, nebot v

prvnim piipadé plati ad = —aq a bc = —ao, zatimco ve druhém piipadé plati ad = a; a bec = as.
(c) Polynom az? + bxr + ¢ nem4 realné kofeny, nebo ma dva riizné realné kotreny. Ma-li mit

tloha smysl, musi platit a > 0 a ¢ > 0. V tomto pfipadé lze uzit takzvanou Fulerovu substituci

t = £4/ax + vax? + bz + c.
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Fakt 2.9. Jsou-lia > 0, b,c € R takovd, Ze b*> —4ac # 0, pak funkce ¢(x) := £y/ax++/ax® + bx + ¢
definovand na mnoziné {x € R; az?+bx +c > 0} je prostd na kazdém intervalu I svého definicniho

oboru a oznacime-li ¢ := (Y|1)7t, pak o(t) = % md nenulovou vlastni derivaci na svém
L boE

definiénim oboru danou predpisem ¢ (t) = 2%.

Diikaz. Dukaz byl prednesen na prednasce a bude zkouSen. O

7Z vyse uvedeného faktu vyplyvé, Ze Eulerovu substituci mtzeme pouzit kdykoliv a > 0 a b? —
dac # 0 a ze v takovém piipadé jsou pfedpoklady 2. véty o substituci automaticky splnény (kde
x = @(t) a de = ¢'(t)dt).



3. Newtoniiv, Riemannitiv a Riemanntv-Stieltjestiv
integral

3.1. Newtontiv integral
Definice. Necht a,b € R*, a < b. Rekneme, e Newtoniw integrdl z funkce f na intervalu (a,b)
existuje, jestlize
e f ma na (a,b) primitivni funkci (oznaéme ji F),
e existuji limity lim,_,,, F(z) a lim,—;_ F(x) (nikoli nutné vlastni);
e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*.
Hodnotou Newtonova integralu z funkce f na intervalu (a,b) pak rozumime prvek

b
(N)J f(x)da:=xli)r£17F(a:)— lim F(x).

rT—oay
Pokud a > b, pak klademe (N) SZ f(@)dz = —§; f(z)dz. Pro a € R* definujeme (N) {7 f(z)dz = 0.
Jestlize (N) Sz f(x)dz existuje vlastni, pak fikime, Ze integral je konvergentni. Neni-li integral
konvergentni, fikime, Ze je divergentnd.
Poznamka. Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definované na intervalu (a,b). Pak nastava
pravé jedna z nasledujicich moznosti:

neexistuje,
= {D’

b
(N)L f(w)dz existuje < = —0

e R.

9

Znaceni. Necht a,b € R*, a < b. Mnozinu v8ech funkei f : (a,b) — R, které maji na intervalu
(a,b) konvergentni Newtoniv integral, zna¢ime symbolem AN (a, b).

Umluva. Je-li (a,b) c D(f), pak symbol f € N(a,b) znamena fleapy € N(a,b).
Znaceni. Necht funkce F' je definovana na (a,b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jednostranné

limity limg_,q4 F(x) a lim,_,,— F(z). Potom budeme znacit F(a+) = limg_q. F(z), F(b—) =
lim, - F(z) a [F] = F(b—) — F(a+), pokud ma rozdil smysl. Budeme ob¢as psat § misto (V) {.

a

Priklad.
1 [a%rlxo‘*l](l) = a%rl, a€(—1,0) (konverguje),
(N)J- ade = { [t j =0, ae(—o,—1) (diverguje),
0 [log z]} = oo, a= -1 (diverguje).
- [%Hx‘”l]? = o, a€ (—1,0) (diverguje),
(N)J x¥dx = [%ﬂxa"'l]‘ff = a;+11’ a € (—ow,—1) (konverguje),
! [log z]}° = oo, a=—1 (diverguje).

Znac&eni. NemiiZe-li dojit ke zmateni, piSeme Sz f misto (N) SS f(x)dx.
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Véta 3.1 (vlastnosti Newtonova integralu). Nechl a,be R*, a < b.
(a) Pro a € R plati ndsledujici rovnosti, pokud pravé strany rovnosti magi smysl

.fﬂg=ff+fmiﬁw=aff

(b) Jestlize f,g € N(a,b) a f < g, pak Szf < SZg,
(c) At f e N(a,b) am < f(z) < M pro z € [a,b]. Pak

b—a) Jf M- a).

(d) Jestlize f € N(a,b) nC((a,b)), pak SZ |f] existuje a < SZ |f]-
(e) Necht a,b,ce R*, a < b < c. Jestlize f € N(a,c), pak f € N(a,b) n N(b,¢) a plati

c b c
[l [
a a b
(f) Necht a,b,c € R*, a < b < c. Necht f je spojitd vb. Pak f € N(a,b) nN(b,¢c) < f € N(a,c).
(g) A¢ f € N(a,b). At {an}, {bn} jsou posloupnosti z (a,b) spliiujici lima,, = a, limb,, = b. Pak

ff=£% s

(h) At f e N(a,b), c€ (a,b). Pak (x— §. f(t)dt)’ = f(z) pro z € (c,b).

Diikaz. Dukaz byl prednesen na prednasce a bude zkouSen. O

Véta 3.2 (per partes pro Newtontiv integral). Necht a,b € R*, a < b, a necht f a g jsou funkce
definované na (a,b). Necht F je primitioni funkce k funkci f na (a,b) a G je primitivni funkce

k funkci g na (a,b). Potom plati
b b
| Pa=trar - | sc.

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkouSen. O

jestlize md pravd strana smysl.

Véta 3.3 (substituce pro Newtoniv integral). Necht a,b, o, 8 € R*, a < b a a < 3. Necht | je
funkce definovand na (a,b) a necht ¢ je funkce definovand na (o, 3). Necht ¢ md vlastni nenulovou
deriwaci na (o, B) a necht plati p((o, 8)) = (a,b). Potom

_Cf=fuo@wm

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

md-li alespon jedna strana smysl.

konec 10. piednasky (20.3.2024)
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3.2. Riemanniv integral
Definice. Kone¢nou posloupnost {z;}7_, nazyvame délenim intervalu [a, b], jestlize plati
a=x0<T1<--<Tp =0
Body o, ..., 7, nazyvame délicimi body. Normou dé&leni D = {x;}"_; rozumime ¢islo
v(D) =max{z; —z;_1;j=1,...,n}.
Definice. Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a,b] a D = {x;}]_, je déleni [a,b].

Ozna¢me

xj —xj_1), kde M; = sup{f(z);x € [xj_1,2,]},

xj —xj_1), kde m; = inf{f(z);x € [z;-1,2,]},

S(f,D) = Z M
S(f,D) =Y myl

b
J f(z)dz = inf{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]},

a

b
J f(z)dz = sup{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]}.

a

Definice. Reknemei Ze omezend funkce f na intervalu [a,b], a < b, ma Riemanniv integral
od a do b, pokud Sif(a:) dz = Szf(x) dz. Hodnota integralu f od a do b je rovna této spoleéné
hodnoté. Znacéime ji (R) SZ I Nemitze-li dojit ke zmateni, piSeme SZ f misto (R) SZ f(z)dz. Jestlize
a > b, definujeme SZ f(z)dz = =} f(z)dz. V pripads, Ze a = b, definujeme SZ f(z)dx = 0.

Poznamka. Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b], kterd ma Riemanniiv integral
od a do b. Pak hodnotu integralu miuzeme urcit néasledujicim zptsobem.

e pro kazdé n € N zvolime déleni D,, = {z,, x}F, tak, ze lim v(D,) = 0;
n—o0

e prokazdé neNaie {1,...k,} zvolime ¢, ; € [Xni—1, Tnil;

Pak lim,,_,q Zf;l f(cn,i)(l'n,i - in,i—l) = SZ f(l‘) dz.

Definice. Necht a,b € R. Mnozinu v8ech funkci, které maji Riemanntv integréal od a do b, znac¢ime
R([a,b]). Pokud [a,b] = D(f), potom symbol f € R([a,b]) znamena, Ze f|(,s € R([a,b]).

Piiklady. (a) Existuje omezena funkce na [0, 1], ktera neni Riemannovsky integrovatelna (napti-
klad charakteristicka funkce racionalnich &isel).

Drikaz. Dukaz byl pfednesen na prednasce a bude zkouSen. O

konec 11. pfednasky (26.3.2024)

(b) Existuje funkce, ktera je Riemannovsky integrovatelné, ale neni Newtonovsky integrovatelna
(naptiklad | sgn z| na intervalu [—1,1]).

Diikaz. Diikaz byl pfednesen na pfednasce a bude zkouSen. O

(c) Existuje funkce, ktera je Newtonovsky integrovatelnd, ale neni Riemannovsky integrovatelna

(naptiklad ﬁ na intervalu (0, 1] dodefinovana libovolnou hodnotou v bodé 0).

Diikaz. Diikaz byl prednesen na prednaSce a bude zkouSen. O

11



Vé&ta 3.4 (spojitost a riemanntv integral). Necht f € C([a,b]). Potom f € R([a,b]).
Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O

Véta 3.5 (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Nechta,be R, a < b, a necht f € R([a,b]) n
N(a,b). Potom

(R) Lbf(:v) dz = (N) Lbf(w) da.

Diikaz. Diikaz byl prednesen na piedniSce a bude zkouSen. Cast, ktera nebyla dokazana je néasle-
dujici

Fakt: Pokud f € R([a,b]), pak pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 spliwjici, ze kdykoliv D = {z;}I_, je
déleni [a,b] a v(D) < ¢ a kdykoliv zvolime ¢; € [x;—1,2;], i = 1,...,n, pak

b n
‘(R)J fl@)de — 3 f(t:) (@ —ai0)| < e
a i=1

O
Disledek 3.6 (spojitost a existence Riemannova a Newtonova integralu). Necht f € C([a,b]).

Potom f € R([a,b]) n N(a,b) a

(R) f flayd = () | ' fa)do.

Diikaz. Diikaz byl pfednesen na prednasce a bude zkouSen. O

3.3. Konvergence Newtonova integralu

Véta 3.7 (vztah spojitosti a konvergence Newtonova integralu). Necht a,b € R a f € C((a,b)) je
omezend. Potom f € N(a,b).
Specidlné, pokud f € C((a,b)), f(a+) e R a f(b—) € R, pak f € N(a,b).

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O
konec 12. pfednasky (27.3.2024)

Vé&ta 3.8 (srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R, b € R* «a
necht a < b. Necht funkce f,g : [a,b) — R splituji 0 < f(x) < g(x) pro kaZdé x € [a,b). Necht je
fecC(a,b)) a ge N(a,b). Potom f e N(a,b).

Dikaz. Diikaz byl pfednesen na prednaSce a bude zkouSen. O
Véta 3.9 (limitni srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R, b €
R*, a < b. Nechl f,g jsou spojité nezdporné funkce na [a,b). Jestlize lim,_,;_ % € (0,00), pak
f € N(a,b) prdve tehdy, kdyz g € N'(a,b).

Diikaz. Diukaz byl prednesen na prednasce a bude zkouSen. O

Poznamka. Tvrzeni V&t 3.8 a 3.9 plati s pFislusnymi dpravami i pro intervaly typu (a, b].

Vé&ta 3.10 (vztah absolutni konvergence a konvergence Newtonova integralu). Necht a,b € R*,
a < b, a necht je dina funkce f € C((a,b)) spliujici | f| € N'(a,b). Potom f e N(a,b).

Diikaz. Dukaz byl prednesen na prednasce a bude zkouSen. O

konec 13. prednasky (2.4.2024)
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Véta 3.11 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integralu). Necht a € R, b €
R* a < b. Necht f,g € C([a,b)) a g je monoténni na [a,b). Necht F je primitivni funkce k funkci
f na (a,b).

(a) Jestlize f € N(a,b) a g je omezend na [a,b), potom fge€ N(a,b).

(b) Jestlize F' je omezend na (a,b) alim,_,_g(x) = 0, potom fg € N(a,b).

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Poznamka. Tvrzeni Véty 3.11 plati s pfislusnymi tpravami i pro intervaly typu (a,b].

konec 14. pfednasky (3.4.2024)

3.4. Riemannuv-Stieltjestv integral

Umluva. V této sekci [a,b] znaci omezeny interval, f : [a,b] — R a ¢ : [a,b] — R jsou omezené
funkce.

Nésledujici definice je pfimocaym zobecnénim Riemannova integréalu.
Definice. Necht D = {x;}"_, je déleni [a,b] a ¢ : [a,b] je neklesajici. Ozna¢me
> M; () -

i(p(z;)

1

(zj-1)), kde M; = sup{f(z);z € [;_1,2,]},

<

n

dim

J

S(f.D,p) = ©
S(f,D,p) = ) —¢(xj—1)), kde m; = inf{f(z);x € [z;_1,z;]},

b
f f(z)dp(x) = nf{S(f, D,¢); D je délenim intervalu [a, b]},

a

b
J f(@)dp(z) = sup{S(f, D, ¥); D je délenim intervalu [a, b]}.

a

Bekneme, ze f ma Riemanntv-Stieltjestv integral od a do b vzhledem k funkci ¢, pokud
SZf(x) do(z) = Sif(x) dy(z). Hodnota integralu f od a do b vzhledem k funkci ¢ je rovna této
spole¢né hodnoté. Znac¢ime ji (RS) SZ fde(x).

Tuto definici je ale mozné dale zobecnit.
Definice. Necht D = {x;}7_; je déleni [a,b] a ¢; € [z;_1,2;] pro j = 1,...,n. Pak Riemannova-
Stieltjesova suma S(f, D, g, (c;)}—;) je definovina jako

S(f, D, ¢, (c;)1-1) = > flej) () — (1))
j=1

Vétsinou misto S(f, D, ¢, (¢;)j—,) piseme kratsi zapis S(f, D, »).

Fakt 3.12. Necht ¢ je neklesajici a A € R. Pak (RS) Sz fde(z) = A prdve tehdy, kdyz pro kazdé
e > 0 existuje D délent [a,b] takové, Ze kdykoliv D' > D je délent [a,b] a kdykoliv S(f, D', ) je
Riemannova-Stieltjesova suma, pak |S(f, D', ) — A| <e.

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Tento fakt nas motivuje k nasledujici definici.
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Definice. Rekneme, 7e ze f ma Riemanniiv-Stieltjestv integral od a do b vzhledem k funkci
¢ (kde ¢ neni nutné neklesajici), pokud existuje A € R takové, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje D dé&leni
[a,b] takové, Ze kdykoliv D' o D je déleni [a,b] a kdykoliv S(f, D', ¢) je Riemannova-Stieltjesova
suma, pak |S(f,D’, ) — A| <e.

V takovém piipadé je ¢islo A urceno jednozna¢né, znacime jej (RS) Sz fdep(x) a rfikdme, Ze
(RS) Sz f dp(z) je Riemanniv-Stieltjesav integrél od a do b vzhledem k funkci . Nemtize-li
dojit ke zmateni, piSeme Sb fdo(z) misto (RS Sb flz ( ). Jestlize a > b, definujeme SZ f(z)de(z)
— 5 S ). V pripadg, Ze a = b, definujeme S f de(z) = 0.

Definice. Mnozinu vSech funkci, které maji Riemannuv-Stieltjesuv integral od a do b vzhledem k
funkei ¢, zna¢ime RS, ([a,b]). Pokud [a,b] < D(f), potom symbol f € RS, ([a,b]) znamena, Ze
fliap) € RS, ([a, b]).

Véta 3.13 (bilinearita RS integralu). (i) Je-li f,g € RS,([a,b]) a ¢,d € R, pak cf + dg €
RS, ([a,b]) a plati

b b b
f«#+dw@wwuﬁ:cjfmnwuo+djg@nwu>

(ii) Jestlize ¢ : [a,b] — R je omezend funkce, f € RS,([a,b]) n RSy([a,b]) a ¢,d € R, pak
f € RScptay([a,b]) a plati

b b b
ffmaw+wmwwfﬂmwuwdfﬂmwu»

Diikaz. Dukaz byl prednesen na prednasce a bude zkouSen. O

Véta 3.14 (aditivita RS integralu vzhledem k intervalim). Necht ¢ € (a,b). Pak f € RS,([a,b])
prave tehdy, kdyz f € RS, ([a,c]) n RSy ([c,b]) a pokud f € RS, ([a,b]) pak plati

f f(@) de(a f £(@) de(a f £ (&) de(a

Diikaz. Na prednasce byl ukazén dikaz jen jedné implikace a tento bude zkouSen. O

Véta 3.15 (spojitost a RS integral). Necht navic ¢ je neklesajici. Jestlize mnoZina bodd nespojitosti
funkce f je koneénd a je-li v kaZdém z téchto bodi funkce ¢ spojitd, pak f € RS, ([a,b]).

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Poznamka. Specialné, je-li f spojita az na kone¢né mnoho bodi, pak existuje Riemannav integral
funkce f. Jedna se tedy o zesileni a zobecnéni véty 3.4.

Disledek 3.16. Necht f € C([a,b]) a ¢ je monotdnni. Pak f e RS,([a,b]).
Diikaz. Diikaz byl prednesen na prednaSce a bude zkouSen. O

Véta 3.17 (per partes pro RS integral). Funkce f md Riemanniv-Stieltjesiv integrdl od a do b
vzhledem k funkci ¢ prdavé tehdy, kdyz funkce p md Riemanniv-Stieltjesiv integrdl od a do b vzhledem
k funkci f a pokud oba integrdly existuji pak

b b
jfumwm:quWM—waMﬂ@

a

kde symbol [f(x)p()]% znaci rozdil f(b)p(b) — f(a)p(a).
Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O
Dusledek 3.18. Necht f je monotonni a ¢ € C([a,b]). Pak f € RSy ([a,b]).
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Dikaz. Diikaz byl pfednesen na prednaSce a bude zkouSen. O

Poznamka. Specialné, je-li f monotonni, pak existuje Riemanniv integral funkce f. To je novy
pro nas novy poznatek i pro Riemanniiv integral.

konec 15. piednasky (9.4.2024)

Véta 3.19 (vztah Riemannova a Riemannova-Stieltjesova integralu). Necht f € R([a,b]) a ¢ €
CY([a,b)). Pak f¢' € R([a,b)), f € RS, ([a,b]) o plati

RSff ) dp(a ff

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Lemma 3.20. Necht f € C([a,b]) a ¢ je neklesajici. Oznacéme m := min{f(z): z € [a,b]} a
M := max{f(z): x € [a,b]}. Pak

b
m(p(b) —¢(a)) < f f(@) dp(z) < M(p(b) = ¢(a)).

Diikaz. Dukaz byl prednesen na pirednasce a bude zkouSen. O

Véta 3.21 (integral a funkce shodné skoro viude). Necht f € C([a,b]), ¢ € C'([a,b]) a g : [a,b] - R
je funkce kterd je shodnd s f aZ na konecny pocet bodi. Pak g € RS,([a,b]) a plati

| " fla) dela) = | " @) dg(e).

Diikaz. Dukaz byl prednesen na prednasce a bude zkouSen. O

konec 16. pfednasky (10.4.2024)

3.5. Aplikace urcitého integralu

Teorie integralu se pouziva jako teoreticky nastroj v matematice, ale také v geometrii, fyzice a v
mnoha dalsi védach, kde se matematika aplikuje. Né&jaké zakladni piikady jsou nize.

(a) Integralni kritérium konvergence fad
Necht ng € N a f € C([ng, +)) je nezdpornd a nerostouct. Pak SZOO f(z)dz konverguje prdvé
tehdy, kdyz °°_ f(n) konverguje.

n=ngo

Piiklad. Vysetfete konvergenci fad Y-, W ad , m.

Resent: pruni fada diverguje, druhd konverguje

(b) Obsah podgrafu spojité funkce
Necht f € C([a,b]), f = 0. Pak obsah podgrafu f je roven éislu Sz f(z) dz. Presnéji,

obsah ({(x,y), x € [a,b],0 <y < f(a:)}) _ Lb f(z)da

Piiklad. Vypoctéte obsah podgrafu funkee sinz, z € [0, 7).
Reseni: 2
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(c)

Obsah mnoziny vytvorené grafy funkci
Necht f,g € C([a,b]). Pak obsah mnoZiny bodi leZicich mezi grafy funkci f a g je roven cislu

SZ lg(x) — f(z)| dz. Pfesnsji,

b
obsah ({(z.0); @ € (48] £(2) <3 < g(2) nebo g(2) <y < f@)}) = | lo(e) = f(o)] da.

Priklad. Vypoététe obsah plochy ohraniGené grafy funkei f(x) = 2* a g(z) = v/ pro z € [0, 1]
Reseni: %
Délka grafu funkce

Necht f € C'([a,b]). Pak

b
délka grafu funkce f = J V1+ f'(z)?d.

Piiklad. Spoctéte délku kiivky y = arcsinx + /1 — 22,z € (—1,1).
Reseni: 4

Zména polohy a ujeta vzdalenost

Jestlize se bod pohybuje po piimce (napf. po ose x) a znac¢i-li s(¢) soufadnici bodu v case t,
je §'(t) okamzita rychlost v(t) v Case ¢t a v'(t) = s”(t) okamzité zrychleni v Case ¢. Je-li dana
zévislost rychlosti na ¢ase funkei v(t), neni

ujeta vzdalenost, ale zména polohy pohybujiciho se bodu. Ujeta délka cesty od okamziku t = a
do okamziku ¢t = b se spocte jako
b
J lv(t)|dt.
a

Priklad. Vypocitejte drahu destové kapky za prvnich 6 sekund, kde okamZita rychlost (v
metrech za sekundu) kapky je dana vzorcem v(t) = g.t, kde g = 9.81.
Regeni: 176.58 metri (176.58 = 9.81-18)
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4. Diferencialni rovnice

Definice. Diferencidlni rovnici rozumime rovnici tvaru

F(xvyay/>y”7 -"7y(n)) = 07 (41)

kde F' je redlna funkce n 4+ 2 proménnych. Rdd diferencidlni rovnice (4.1) je nejvyssi fad derivace
funkce y vyskytujici se v (4.1).

Resenim diferencidlni rovnice (4.1) rozumime funkci y definovanou na né&jakém neprazdném
otevieném intervalu I, kterd ma v kazdém bodé intervalu I vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty
spolu s hodnotami derivaci splituji rovnici (4.1) v kazdém bodé intervalu I, tj. pro kazdé x € I plati

F(2,y(@),y @),y (), sy (@) = 0.

Definice. Je-li funkce y feSenim rovnice (4.1) na intervalu I a funkce § feSenim rovnice (4.1) na
intervalu I, kde I < I, I # I a y(x) = §(z) pro véechna z € I , pak Fikame, Ze FeSeni jj je
prodlouZenim Fesent y na interval I.

Reseni rovnice (4.1), které neméa prodlouzeni, nazyvame mazimdlnim FeSenim rovnice (4.1).
Obecngm TeSenim rozumime mnozinu v8ech maximalmich feSeni. Maximalnimu FeSeni nékdy také
fikame partikuldrni resent.

Definice. Rovnice tvaru

y(n) = f(.’E, Y, y/7 yﬂa ceey y(n—l))’
kde f je realna funkce n + 1 proménnych, se nazyva diferencidlni rovnice (n-tého vddu) vyresend
vzhledem k nejuyssi derivaci.

4.1. Obycejné diferencialni rovnice prvniho radu

Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice (Rovnice se separovanymi proménnymi). Diferencidlni rovnice se separovanymi promén-
nymsi je rovnice tvaru

y' = g(y)h(z). (4.2)

Lemma 4.1 (Lemma o lepeni FeSeni). Necht a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d, necht h : (a,b) »> R
ag: (¢,d — R jsou spojité funkce, xg € (a,b) a A € (¢,d). Necht y; je TeSenim diferencidlni
rovnice (4.2) na intervalu (xg — §,z9) pro néjaké 6 > 0 a y, je FeSenim diferencidlni rovnice (4.2)
na intervalu (xo, xg + 1) pro néjaké n > 0. Necht plati

lim y(z) =A= lim y.(z).

T—x0~ rz—xot

Pak funkce
yi(x) € (xg—0,x0)
ylx):=< A x =
yr(z) € (xo,z0+n)

je Tesenim rovnice (4.2) na intervalu (xg — 0,xo + 7).

Diikaz. Diikaz byl prednesen na prednaSce a bude zkouSen. O
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Lemma 4.2. Necht a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d, necht h : (a,b) > R a g: (¢,d) - R jsou spojité
funkee, g je nenulovd, xo € (a,b) a yo € (¢,d). Oznaéme

H(z) f “hydt,  we(ab)

Gy) = Li ﬁdt, y € (¢, d).

Potom ezistuje prdveé jedno mazimdlni fesent y rovnice (4.2) spliiugici podminku y(xzg) = yo. Defi-
nicnim intervalem I tohoto Teseni je mazimdlni interval ze vSech intervald tvaru (xo — 0,0 + 1),
které spliiugi (xo — 6,20 + 1) < (a,b) a

H(z) e G((c,d)), zel

Diikaz. Na prednasce bylo pouze dokézéano, ze pokud existuje maximalni feSeni jehoz defini¢nim
oborem je interval I jako ve znéni, pak je toto fefeni pravé jedno a plati y(z) = G~ (H(z)), z € I.
Tato ¢ast dikazu bude zkouSena, zbytek ne.

konec 17. pfednasky (16.4.2024)

Metoda feSeni pro g, h spojité na svych defini¢nich oborech.

(a) Uréime maximalni oteviené intervaly obsazené v defini¢nim oboru funkce h. (Tim méame vy-
mezeny maximalni intervaly, na kterych mitzeme hledat FeSeni.)

(b) Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li g(¢) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je
funkce y(x) = ¢ tzv. singuldrnim (téZ staciondrnim) FeSenim rovnice (4.2).

(c¢) Uréime maximéalni oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

(d) Vezmeme interval I z 1. kroku a interval J ze 3. kroku. Tedy h je na I spojita a g je na J spojita
a nenulova. Budeme hledat feSeni rovnice (4.2), jejichz defini¢éni obor je obsazen v intervalu I
a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y takové Teseni, pak pro kazdé x € D(y) plati

Necht H je primitivni funkee k funkei /& na intervalu I a G je primitivni funkce k funkei 1/g na
J . Potom existuje konstanta C' € R takova, Ze plati

Gly()) = H(z) + C
na definiénim oboru feSeni y, ktery nalezneme v nasledujicim kroku.
(e) Nyni zafixujeme C' a nalezneme maximalni neprazdné oteviené intervaly obsaZené v mnoziné
{zel, Hz)+CeG(J)}.
Na kazdém z téchto intervala feseni musi mit tvar
y(x) = G (H(z) + O),

kde G~' znaéi funkci inverzni k funkci G. Ta existuje, nebot G je na intervalu J bud rostouci
nebo klesajici.

(f) Z TeSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feSeni z 2. kroku ,slepime” vSechna maximéalni
FeSeni rovnice (4.2) pomoci Lemmatu 4.1
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Homogenni rovnice

Definice (Homogenni rovnice). Homogeni diferencidlni rovnice 1. fddu se nazyva rovnice tvaru
y' = f(x,y), kde pro kazdé A # 0 mame f(z,y) = f(Az, Ay).

konec 18. pfednasky (17.4.2024)

Metoda prevodu homogenni rovnice na rovnici se separovanymi proménnymi.

(a) Definujme pro x # 0 funkei z(x) = @ Pak pro = # 0 mame
y(z) = z2(z),
Y (@) = 22 () + 2(2)
Rovnice tak pfechézi na xz’ + z = f(x,zz) = f(1, 2), tj
1
Z = —(f(1,2) — 2),

COZ je rovinice se separovanymi promeénnymi.

(b) Vyfesime rovnici se separovanymi proménnymi na otevienych podintervalech (—o0,0) a (0, 00).
Pak polozime y(z) = = - z(z).

(¢) ProtoZze jsme na zacatku vyloudili piipad x = 0, je pot¥eba na zavér ovérit, zda nalezena Feseni
miizeme prodlouzit do pocatku.
Linearni rovnice 1. fadu
Definice (Linearni rovnice). Linedrni diferenciding rovnici proniho fddu rozumime rovnici tvaru
/
Y +p(@)y = q(z), (4.3)

kde p, ¢ jsou funkce definované na intervalu (a,b). Je-li ¢ = 0, nazyva se rovnice homogenni, v
opacném piipadé nehomogenni.

Metoda feSeni pro p, q spojité na svych defini¢nich oborech.
(a) Obecné FeSeni homogenni rovnice je tvofeno funkcemi
y(x) = KeP@  ze(a,b),K R,
kde P je primitivni funkce k p na intervalu (a,b).
(b) Obecné FeSeni rovnice (4.3) je tvofeno funkcemi
y(z) = yp(z) + Ke @ ze(ab), KeR,

kde P je primitivni funkce k p na intervalu (a,b) a y,(z) je libovolné (tzv. “partikularni”)
maximalni feSeni rovnice (4.3).
Navic, je-li ¢(x) primitivni funkce k ¢(z)e”’®) na intervalu (a, b), pak funkce y,(z) = c(z)e=F®),
z € (a,b) je maximalni FeSeni rovnice (4.3).
(¢) Maximalni FeSeni rovnice (4.3) spliwjici pocddtecni podminku y(xo) = yo nalezneme vhodnou
volbou konstanty K € R.
Presn&ji, pokud je obecné feSeni rovnice (4.3) tvaru y(z) = y,(z) + Ke P pak pro volbu
K = (yo — yp(20))e’(*0) dostavame, Ze toto fedeni vyhovuje podmince y(zo) = yo.
Diikaz. Podrobné odvozeni vySe popsaného navodu na feSeni linearnich diferencialnich rovnic prv-
niho fadu bylo na prednésce predvedeno a bude zkouSeno. O

Poznamka. Pro kazdé zg € (a,b) a kazdé yo € R existuje pravé jedno maximalni feSeni rovnice
(4.3), které spliiuje podminku y(xg) = yo. Toto FeSeni je navic definovano na celém (a,b).

konec 19. piednasky (23.4.2024)
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4.2. Obycejné diferencialni rovnice druhého radu

Linearni rovnice 2. fadu

Definice (Linearni rovnice 2. fadu). Linedrni diferencidlni rovnici druhého fddu rozumime rovnici
tvaru

y' + @)y +q(z)y = r(x), (44)
kde p, g, r jsou funkce spojité na intervalu (a,b).
Homogennd rovnici pfislusnou k rovnici (4.4) rozumime rovnici

y" + p(x)y’ +q(z)y = 0. (4.5)

Véta 4.3 (Existence FeSeni pro linearni rovnice 2. fadu). Necht'ty € (a,b) a 2o, 21 € R. Pak existuje
prdvé jedno mazimdlni fesent y rovnice (4.4), které splituje podminky y(to) = zo, y'(to) = z1. Navic,
toto Tesent je definovdno na celém intervalu (a,b).

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O
Vé&ta 4.4 (Struktura feSenf linearni rovnice 2. ¥adu).

(a) Obecné Fesent rovnice (4.5) tvori vektorovy podprostor prostoru C?((a,b)) dimenze 2.

(b) Necht y, je partikuldrng Tesent rovnice (4.4). Pak obecné TeSent rovnice (4.4) je

{yn + yp; yn je TeSent rovnice (4.5) na intervalu (a,b)}.

Diikaz. Diikaz byl prednesen na prednaSce a bude zkouSen. O
Poznamky.

e Baze prostoru maximalnich FeSeni rovnice (4.5) se nazyva fundamentdini systém Teseni rovnice
(4.5).

e Jsou-li funkce y1, yo linedrné nezavisla maximalni FeSeni rovnice (4.5), pak jiz tvori fundamen-
talni systém.

e Abychom vyfesili nehomogenni rovnici (4.4), najdeme fundamentalni systém g, yo pro rovnici
(4.5) a jedno (,partikularni“) feSeni y, rovnice (4.4). Obecné feSeni rovnice (4.4) pak je
{yp + Ciyr + Caya; C1,C5 € R}

Vé&ta 4.5 (Obecné feSeni homogenni rovnice). Necht y1, y2 jsou dvé FeSent rovnice (4.5) na (a,b).
Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni:

(a) Funkce y1, y2 jsou linedrné nezdvislé;

(b) Tzv. Wronského determinant
’ vi(@)  y2(x) ‘
yi(x)  ya(x)

je nenulovy alespori v jednom bodé intervalu (a,b) (pak je nenulovy v kaZdém bodé (a,b)).

Diikaz. Diikaz byl pfednesen na prednéasce a bude zkousen (bez ¢asti o tom, Ze pak je Wronského
determinant nenulovy v kazdém bodg). O

konec 20. pfednasky (24.4.2024)
Véta 4.6 (variace konstant). Necht funkce yi,ys tvoii fundamentdini systém Teseni rovnice (4.5).
Pokud ezistuji funkce c1,co majici na (a,b) vlastni derivaci a splitujici soustavu rovnic

Ahyr+cays =0
Ayi +chyy =

na intervalu (a,b), pak funkce y,(x) = c1(z)y1(x) + c2(x)y2(x), = € (a,b) je FeSenim rovnice (4.4).
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Linearni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Definice (Linearni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty). Linedrni diferencidlni rovnici dru-
hého Tddu s konstantnimi koeficienty rozumime rovnici tvaru

Y +py' + qy = r(z), (4.6)

kde p,q € R a r je funkce spojita na intervalu (a,b).
Homogennd rovnici pfislusnou k rovnici (4.6) rozumime rovnici

y" +py +qy=0. (4.7)
Poznamka. Maximalni feeni rovnice (4.7) jsou definovéna na celém R.

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (4.7) rozumime polynom
x(A) == A2+ pX+q.

Véta 4.7 (tvar fundamentalniho systému). Nechitt A1, Ao € C jsou kofeny charakteristického poly-
nomu rovnice (4.7).

o Pokud jsou \1, Ao Tizné redlné koteny, pak fundamentdlni systém feSent rovnice (4.7) tvori
funkce y1(x) = €M a ya(x) = eP2”.

o Pokud \; = )\, pak fundamentdlni systém reseni rovnice (4.7) tvoii funkce yi(x) = eM® a
Yo () = xeM®.

o Pokud jsou A\ = a + Bi, Ay = a — Bi ruzné komplexni koteny, pak fundamentdlni systém
resent rovnice (4.7) tvori funkce yi(x) = e*® sin(fx) a yo(x) = e** cos(Bx).

Véta 4.8 (specialni prava strana). Necht
r(z) = e - (P(xz)cosbr + Q(x)sinbz), zeR,
kde a,be R a P,Q jsou polynomy. Pak existuje FeSeni rovnice (4.6) ve tvaru
yp(x) = 2™ e (R(x)sinbx + S(x) cosbz), zeR,
kde R, S jsou polynomy stupné ne vétsiho nez max{st P,st Q} a m € Nu {0} uddvd, jakou ndsobnost

md c¢islo a + bi jakozto koten charakteristického polynomu prislusné homogenni rovnice.

4.3. Aplikace diferencialnich rovnic prvniho fadu

Priklad (Malthusiv popula¢ni model). M&me néjakou izolovanou populaci. Necht p(t) je pocet
jedinca této populace v ¢ase t. Slovem izolovana minime, Ze nedochézi ke stéhovani mezi nasi
populaci a vnéjsim svétem. Takovou populaci mohou byt napfiklad bakterie v Petriho misce. Pfed-
pokladejme, Ze prirdstek populace v kratkém case je pfimo umérny velikosti populace (tj. pocet
bakterii, které se rozdéli, je pfimo umérny jejich celkovému poc¢tu). To znamend, Ze existuje kon-
stanta a > 0 takova, Ze prirtstek za kratky Casovy tusek h, tj. p(t + h) — p(t), je pfiblizné roven
p(t+h]2—p(t)

ap(t)h. Ponévadz p'(t) = limp_,g , vede tato pfiblizna uvaha k diferencialni rovnici

P(t) = a-p(t).

Jedna se o homogenni linearni diferencidlni rovnici, jejim% obecnym fefenim je p(t) = Ke®, t e R
(K € R). Dosazenim t = 0 vidime, Ze K = p(0), proto mé obecné FeSeni tvar

p(t) = p(0)e™, teR.
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Priklad (Radioaktivni rozpad). Mé&me né&jakou radioaktivni latku. Necht M (t) je mnozstvi ra-
dioaktivni latky v ¢ase t. Pfedokladejme, Ze rychlost rozpadu libovolného radioaktivniho prvku je
pfimo tmérna dosud nerozpadlému mnozstvi. To znamené, Ze existuje konstanta a > 0 takova, Ze
ubytek za kratky casovy tsek h, tj. M (¢t + h) — M (t), je pfibliZzné roven —aM (t)h. Pak podobné
jako vySe odvodime, Ze funkce ¢ — M(t) by méla spliiovat diferencialni rovnici

M'(t) = —aM(t),

jejiz obecné TeSeni ma tvar
M(t) = M(0)-e * teR.

log 2

K popisu radioaktivniho $tépeni se pouziva veli¢ina polocas rozpadu T = , coz je doba, za
a

kterou se rozpadne polovina ptivodniho mnozstvi latky (tj. M (T) = @)

Uloha: kolik procent ptivodniho mnozstvi radioaktivniho uhliku C ziistane po 200 letech v zkou-
maném biologickém materialu? Polo&as rozpadu radioaktivniho izotopu uhliku *C' je 5730 let.
Odpovéd: Po 200 letech zistane

M(200) = M(0) - exp ( — log2. 200) ~ M(0) - 0.976,

tj. 97.6% matrialu.

Priklad (Linearni dietni model). Hmotnost ¢lovéka zavisi na mnoha vécech, ale v prvnim pfiblizeni
je funkef pifsunu energie v potravinach a jeji ,spotfeby" (b&h, udeni atd.). Denni spotfeba energie je
v priméru 35 kcal denné na kazdy kilogram vahy jedince. Pfedpokladejme tedy, Ze zména vahy w(t)
je pfimo umérna nedostatku/piebytku energie, tj. existuje konstanta a > 0, Ze prirustek/ubytek
vahy za kratky ¢asovy usek h, tj. w(t + h) — w(h), je pfiblizné roven a - (¢ — 35w(t)) - h, kde ¢ je
mnozstvi kalorii, které piijmu za den. Pfedpoklddejme, ze kazdych 7000 kcal piebytku v celkovém
prisunu energie vyvola néasledné zvyseni vahy o 1 kg, tj. a = ﬁ. Podobné jako vyse odvodime, Ze
funkce ¢t — w(t) by méla spliiovat diferencialn{ rovnici

¢ — 35w(t)

/ =
w'(t) 7000

Resent rovnice: jedné se o linearni diferencialni rovnici. Jeji obecné feseni se dé popsat jako

w(t) = £ + (w(0) — £)e 0% teR.

(viz. zapisky k prednésce)

Uloha: Pan Tlusty vazi 100 kg a chce omezit pifjem kalorii na 2625 (= %, tj. na 75%). Za jak
dlouho dosédhne vahy 90 kg?

Regend ilohy: Mame w(t) = 75+ (100 — 75)e~0-005 — 75 4 25¢~0-005 (kde t jsou dny). Tedy pokud
w(t) = 90, pak

90 = 75 + 25¢~ -0
£0-005¢ _ 15

15
0.005¢ = log 2
t =200 logg ~ 102.

Tedy podle naseho modelu pan Tlusty dosdhne vahy 90 kg za 102 dni.

Piiklad (Logisticky populaéni model). Ukazuje se, Ze Malthustiv model dobfe popisuje skute¢nost,
pokud populace neni piili§ velkd (¢i presnéji prilis husta). V hustych populacich se objevuje dalsi
faktor — konkurence. Tato skutecnost se projevi zpomalenim ristu. Proto zahrneme do rovnice dalsi
¢len, ktery bude pfimo tmérny moznému poétu stiett, tj. p>. To vede k rovnici

p' = ap — bp?,
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kde a, b jsou kladné parametry, pfi¢emz b byva obvykle velmi malé vici a.
Resent rovnice: jedné se o diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi. Jeji obecné feSeni se
da popsat jako p(t) = ¢, t € R nebo pro kazdé K € R je

aK

t) = ——
p(t) et + bK
fegenim definovanym na intervalu, kde p(t) = 0 (viz. zapisky k pfednésce).

p(0)
a—>bp(0)

Pokud je feSeni definovano pro ¢t = 0 pak p(0) = 11% a tedy po upravé dostaneme K =

ap(0)
(a —bp(0))e=* + bp(0)

p(t) =
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5. Funkce vice proménnych

Definice. Fuklidovskou metrikou (vzddlenosti) na R™ rozumime funkci p : R™ x R™ — [0,00)
definovanou pro z,y € R™ predpisem

Cislo p(x,y) nazyvame vzddlenosti bodu x od bodu y.

Lemma 5.1. Definuyme funkci pmax : R x R" — [0,00) pro z,y € R™ predpisem pmax(T,y) :=
max{|z; —y;|; i = 1,...,n}. Pak pro z,y € R™ plati

Pmax (T, y) < p(z,y) < V- pmax(, y)-
Lemma 5.2 (zakladni vlastnosti Euklidovské metriky). Necht z,y,z € R™ a A € R. Pak plati:
(a) p(z,
(b) p(Az, Ay) = |Alp(x,y);
(c) p(z,y) < p(x, 2) + p(2,9);
(d) px+ 2,y +2) = p(z,y)

Definice. Necht z € R™ a R > 0. Pak mnozinu

y=0szx=y;

B(z,R) == {y e R"; p(z,y) < R}
nazyvame otevienou kouli o stiedu x a poloméru R.

Definice. Necht A « R". Rekneme, Ze z € R" je vnitinim bodem mmnoZiny A, jestlize existuje takové
R > 0, ze B(xz,R) ¢ A. MnoZina A c R" je oteviend, pokud kazdy bod x € A je jejim vnifnim
bodem. Vnitfkem mnoZziny A rozumime mnozinu vSech vnitfnich bodid mnoziny A a znaime jej
Int A.

Definice. O mnozing I < R"™ fekneme, Ze to je (otevieny) interval, pokud existuji (oteviené)
intervaly Iy,...,I, € R takové, ze [ = I} x Iy x ... x I,.

Poznamky. (a) Z Lemmatu 5.1 plyne, Ze A < R” je oteviena pravé tehdy, kdyZ pro kazdé x € A
existuje takovy interval I, ze x € [ a I < A.

(b) Oteviena koule je oteviend mnozina, otevieny interval je oteviena mnoZina.
Véta 5.3 (vlastnosti otevienych mnozin).

(a) Prdzdnd mnoZina a celyj prostor R™ jsou oteviené v R™.

(b) Sjednoceni libovolného systému oteviengch mnoZin je oteviend mnoZina.

(¢) Prinik konecné mnoha oteviengch mnoZin je oteviend mnoZina.

Definice. Necht {zj} je posloupnost v R™ a x € R™. Rekneme, Ze {xr} konverguje k x, jestlize
limg_, o p(2k, ) = 0. Znacime x — x, nebo také limy_, o, 2, = x, pfipadné limxy, = z. Prvek z
nazyvame limitou posloupnosti {xy} v R™. Konvergentni posloupnosti rozumime posloupnost, ktera
ma limitu v R™.

Lemma 5.4 (vlastnosti konvergence). Necht {xy} je posloupnost proki z R™ a x € R™. Pak plati:
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(a) {z} md nejvgse jednu limitu;
(b) {xr} konverguje k x prdvé tehdy kdyz konverguje po slozkdch, tj. pro kazdé i = 1,...,n plati
Definice. Mnozina A ¢ R" je uzaviend, pokud plati nasledujici implikace:

{er}c A, o>z, 2eR" = zeA

Vé&ta 5.5 (vztah otevienych a uzavfenych mnozin). Necht A  R™. Potom A je uzaviend prdve
tehdy, kdyz R™\A je oteviend.

Vé&ta 5.6 (vlastnosti uzavienych mnoZin).

(a) Prdzdnd mnozina a cely prostor R™ jsou uzaviené v R™.

(b) Sjednoceni konecné mnoha uzavienjch mnoZin je uzaviend mnoZina.
(¢) Prinik libovolného systému uzaviengch mnoZin je uzaviend mnoZina.

Definice. Necht f je funkce n proménnych a x € R™. Rekneme, ze f je spojitd v bodé x, jestlize
plati
Ve >035>0Vye B(z,d): |f(y) — f(z)] <e.

Necht A « R™ a z € A. Rekneme, e f je spojitd v bodé x vzhledem k A, pokud plati
Ve>035>0Vye B(z,0)nA: |f(y) — f(x)] <e.

Rekneme, 7e f je spojité na mnoziné A, jestlize je spojité v kazdém bodé a € A vzhledem k A a ze
f je spojité, jestlize je spojité na R™.
Lemma 5.7. Pro kaZdéi=1...,n je funkce (x1,...,2,) — x; spojitd.

Véta 5.8 (zachovani spojitosti pfi aritmetickych operacich). Necht A c R*, z € A, f: A > R,
g:A—> R aaeclR. Jestlize f a g jsou spojité v bodé x vzhledem k A, potom také funkce af, f + g
a fg jsou spojité vzhledem k A. Pokud navic funkce g je nenulovd v bodé x, pak je spojitd i funkce
f/g v bodé x vzhledem k A.

Véta 5.9 (slozeni spojitych funkci je spojita funkce). Necht'r,s e N Ac RS, Bc R" ay e A.
Necht’ @1, ..., @ jsou funkce definované na A, spojité v bodé y vzhledem k A a (p1(x),...,or(z)) €
B pro kazdé x € A. Nech? f : B — R je spojitd v bodé (p1(y),...,pr(y)) vzhledem k B. Potom
slozend funkce F': A — R dand predpisem

F(x) = f((er(2), - pr(2)), weA
je spojitda vy vzhledem k A.
Véta 5.10. Necht f je spojitd funkce na R™ a ¢ € R. Potom plati:
(a) Mnozina {x € R"™; f(x) > c} je oteviend v R™.
(b) MnoZina {x € R™; f(x) < ¢} je oteviend v R™.
(¢) MnoZina {x € R™; f(
I

(d) Mnozina {x € R™; f(x) = c} je uzaviend v R™.

)
)
x) < ¢} je uzaviend v R™.
)
(e) MnoZina {x € R™; f(z) = ¢} je uzaviend v R™.

Definice. Rekneme, Ze funkce f o n proménnych méa v bodé a € R™ limitu rovnou A € R*, jestlize
plati
Ve > 030 > 0Vxe B(a,0)\{a}: f(z) e B(4,¢).

Poznamky. (a) Kazda funkce méa v daném bodé nejvyse jednu limitu, piSeme lim,_,, f(z) = A.
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(b) f je spojita v a, pravé kdyz lim,_,, f(z) = f(a).

(¢) Pro limity funkci vice promennych plati obdobné véty jako pro limity funkei jedné proménné
(aritmetika, policajti, ...).

Definice. Necht f je realna funkce n proménnych, a € R™ a 1 < i < n. Pak parcidlni derivaci
funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme jako limitu

0 a+tet) — f(a
(@) - tim L0 1)~ £ (@)
(72131' t—0 t
— lim f(al, e, @iy, a4 + t, (07 P an) — f(al, ey an)
t—0 t ’
pokud tato limita existuje vlastni. Symbolem % oznacujeme parcialni derivaci funkce f podle
i-té promeénné, tj. funkci definovanou predpisem
of of

[ g
6:1:,- axZ
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