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1. S¢iTtaci METODY 6.10.2023

Definice 1.1. Necht a, € RY je posloupnost. Definujeme ¢dsteéné soucty rady
oo an jako s = Eﬁzl ap,. Cesarouv soucet fady definujeme jako

A= lim 7216:1 ok ,

m—00 m

pokud pravé strana md smysl. Budeme znacit tento soucet jako (C) — >_0"  ap.

Definice 1.2. Nechf a,, € RN je posloupnost. Abeliiv soucet rady definujeme jako

pokud limita na pravé strané pro z € R existuje. Budeme znacit tento soucet jako
(A) = 321 an.
Cvigeni 1.3. Najdéte (C) — >_°7 [ (—1)" resp. (A) — > 07 (—=1)™.

n=1 n=1

Cviceni 1.4. Dokazte, ze pokud existuje limg_, Zszl an pak

(oo} (oo} [oe]
(A) — Zan =(C) — Zan = Zan.
n=1 n=1 n=1
Cviceni 1.5. Necht a,, >0a > > a, = oo pak je i
oo oo oo
(A) —Zan = (C) —Zan = Zan = 00.
n=1 n=1 n=1
Cvigeni 1.6. Najdéte a, € RN takovou, ze |a,| ——— oo ale existuje Cesaroiv

nebo Abeluv soucet jeji rady.

Referat 1.7 (Tauberova Veta). Nechf a, € RY takové, ze na, —— 0 a existuje
(A) = >°07 an. Pak konverguje jeji fada v klasickém smyslu a

Zan:(A)—Zan.
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2. CANTOROVA MNOZINA 13.10.2023

Probereme topologickych vlastnosti podmnozin redlné osy. Oteviené, uvazené
mnoziny a jejich vlastnosti. Souvisle a nesouvisle mnoziny.

Referat 2.1. Konstruujte mnozinu Cantorova typu s nulovou mirou.
Konstruujte mnozinu Cantorova typu s kladnou mirou

Cantorova mnozina se nazyva jakykoli spojity injektivni obraz mnoziny {0, 1}.

Cviceni 2.2. Dokazte, ze mnozina C je uzdvér koncovych bodu vynechanych in-
tervala.
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3. 20.10.2023 - CVICEN{ BUDE NAHRAZENO

Datum 20.10. je cvicici nepritomen cviceni bude nahrazeno mnebo poveden
ndhradnim vedoucim. Referdt[3.1] se miZe uskutecnit v jinem datu

Referat 3.1. Piedvedte Niventuv dikaz iracionality &isla 7.
Piipadné dokazte, ze 7 je transcendentalni.
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4. FUNKCE ZOBRAZUJIci CANTOROVYCH MNOZIN 27.10.2023

Referat 4.1 (Volterraova funkce). Dokazte, ze existuji funkee f : [0,1] — R, kterd
mé na intervalu [0,1] derivaci f'(x) v kazdem bode [0,1] (v koncovych bodech
myslime jednostranne derivace), ale f’ neni{ Riemannovsky integrovatelnd na [0, 1].

Cviceni 4.2 (Cantorova schodovitd funkce). Dokazte, Ze existuje spojitd funkce
f:]0,1] = R, pro kterou plati 3f'(x) = 0 pro “skoro kazdé x € [0,1]” ale f(0) =0
a f(l)=1.
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5. KONVEXNI FUNKCE S PREDEPSANYMI BODY NEDIFERENCOVATELNOSTI
3.11.2023

Cviéeni 5.1. Nechf I C R je interval a N C I. Najdéte funkci f konvexn{ na I
takové, ze If'(z) & x € I\ N.

(2) I =R, N = {a,b},

(3) I=R, N =N,

(4) I=R,N={LneNj},

(5) I=R,N=Q,

6) I=R, N =R\ Q.

(7) Jak mohutnd muze byt mnozina N?

Cviceni 5.2. NapisSte co nejvice ekvivalentnich definici konvexni funkce na I
Definice pomoci epigrafu. Definice domainu.

Cviceni 5.3.

Dokazte, ze f je spojitd na svém domainu.

Dokazte, ze existuje f +a f ~" a celém vnittku domainu f-
Dokaizte, ze f+'(z) > f~ (z) na celém domainu f.

Dokazte, ze f*l a f*, jsou neklesajici na domainu f.
Dokazte, ze f+ (z) < f*/(y) pro vSechny y > .

Dokaite, ze f~ (z) < f'(z) = f+" a f~ oba maji skok v z.
Dokazte, ze ft mé skok vz = f~ (z) < f+ (z).

Dokazte, ze f+ je zprava spojita.

N N N N N N N
CO 3 O Ul = W N =
O D D D

Cviceni 5.4. Pomoci Cviéeni zodpovézte Cviéeni @
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Prosemindr se 17.11.2023 se uskutecnit nebude z duvodu boje za svobodu a de-
mokracii.

6. PoryNoMY SE LIBI VSEM 10.11.2023

Referat 6.1. [Stone-Weierstrassova Veta] Necht f € C([0,1]) pak existuji poly-
nomy fi — f stejnomérné na [0, 1]

Cviceni 6.2. Dokazte, ze pokud f € C([0,1]) a pro kazdé n € N je

1
/ flz)x"dx =0
0
pak f(x) =0 pro vsechny z € [0,1].

Definice analytickych funkeci

Cviceni 6.3. Dokazte, ze t¥ida stejnomérnych limit polynomu na [0, 1] nenf tiidou
analytickych funkef ale C(]0, 1]).

Cviceni 6.4. Lze aproximovat = — e* na R stejnomérné na R pomoci polynomu?
Jak / pro¢ ne?

Cviéeni 6.5. Pouzijte Vetu abyste dokdzali, ze kazd4 spojitd funkce na [0, 1]
ma& primitivni funkeci.

Cviceni 6.6. Necht f € C(]0,1]) dokazte, ze
1
lim f(t)sin(at) dt =0

T—r 00 0
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7. RUZNE DRUHY SPOJITOSTI 24.11.2023
Uvazujeme f € C((0,1)).Probereme definice:
Definice 7.1. Rikdme, ze f je spojitd v « pokud
Ve > 0,39 > 0 pokud |y — z| < ¢ pak |f(y) — f(x)] <e.

Definice 7.2. Rikdme, ze f je stejnomérné spojita na (0,1) pokud

Ve > 0,39 > 0 takové, ze |f(y) — f(z)| < ¢
pro kterékoli z,y € (0,1) splaujici |y — x| < 4.
Definice 7.3. Rikdme, ze f je absolutné spojité na (0, 1) pokud pro vsechny & > 0
existuje & > 0 takové, ze pro kazdé K € N plati

K K
D bi—ai <= [f(b)— fla)| <e
i=1 i=1

pro kazdy systém {(a;, b;)}X; po dvou disjunktnich intervalu.

Definice 7.4. Rikidme, ze f je Lipschitzovsky spojitd na (0,1) pokud existuje
M > 0 takova, ze

|f(z) = f(y)] < Mz —y|
pro kazdy par z,y € (0,1).

Cviceni 7.5. Ktery druh spojitosti implikuje jiny? Dokazte. Ktery druh neimpli-
kuje jiny, najdéte protiptiklad.
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Datum 8.12. je cvicici nepritomen cviceni bude nahrazeno nebo poveden
ndhradnim vedoucim

8. ZOBECNENI DERIVACE A INTEGRAL 1.12.2023

Méjme F : [0,2] — R definovand vyrazem

F(z) = {—xf; fydt  0<z<1
fl f(t)dt 1<z <2.

pro néjakou f : [0,2] — R. Integral uvazujte jako Newtonuv, Riemanntv nebo
Lebesguetv.

Cviceni 8.1. Kdy je F je spojitd, stejnomérné spojitd, absolutné spojitd nebo
Lipschitzovsky spojita?

Cviceni 8.2. Lze najit fr omezené takové, ze

1
| 150 = o =0
kde
(1) feN(0,1]),
(2) feR([0,1]),
(3) feL¥0,1).
Lze pozadovat fi spojité? Lze pozadovat fi hladké?

Definice 8.3. Nechf f,g: (0,1) — R jsou integrovatelné funkce na (0, 1). Rikdme,
ze g je slabd derivace f na (0,1) pokud plati

1 1
| @ @in == [ e

plati pro kazdé ¢ € C*°((0,1)) takové, ze {p # 0} C (0, 1).

Cviéeni 8.4. Dokazte, 7ze pro f € C1((0,1)) je f’ slabou derivaci f.

Cviéeni 8.5. Najdéte funkci ktera nenf C1((0,1)) ale ma slabou derivaci na (0, 1).

Cviceni 8.6. Jak to je s jednoznacnosti slabé derivace?

Cviceni 8.7. Dokazte, ze pokud f ma skoro vSude nulovou slabou derivaci na (0, 1)
pak je f konstantni na (0,1).

Cviceni 8.8. Dokazte, ze pokud f ma slabou derivaci pak f je absolutné spojitd.

Cviceni 8.9. Rozhodnete jestli (a) implikuje (b), jestli (b) implikuje (a) nebo
naopak

(a) f je spojitd a Af" skoro vsude

(b) f mé slabou derivaci na (0, 1)

Cviceni 8.10. Dokazte, ze F' Lipschitz spojité = IF(x) v “skoro vsech bodech”?
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Datum 8.12. je cvicici nepritomen cviceni bude nahrazeno nebo poveden
ndhradnim vedoucim

9. BANACHOVA VETA 8.12.2023

Datum 8.12. je cvicici neptitomen cviceni bude nahrazeno nebo poveden
ndhradnim vedoucim

Definice 9.1. Rikdme, ze metricky prostor (X,p) je tplny pokud kazdi p-
Cauchyovskd posloupnost prvku X ma limitu v X.

Definice 9.2. Nechf (X,p) je metricky prostor a f : X — X. Rikdme, ze f je
kontrakce na X pokud existuje o € (0, 1) takové, ze

p(f(z), f(y) < ap(z,y)

pro vSechny z,y € X.

Referat 9.3 (Banachova Veta o kontrakci). Necht (X, p) je tiplny metricky prostor
a nechf f je kontrakce na X. Pak existuje pravé jedno x € X takové, Ze

flz) =z
Souédsti referdtu je vyreseni Cviceni[9.4] a
Cviceni 9.4. Najdéte piiklad toho, ze Veta [0.3 neplati pokud X neni dplny.

Cviceni 9.5. Lze ve Vété nahradit podminku p(f(x), f(y)) < ap(z,y) pro
z,y € X podminkou p(f(2), f(y)) < p(z,y) pro z,y € X, z # y?
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10. APLIKACE BaNAcHOVY VETY I 15.12.2023

Referat 10.1 (“Peanova veta”). Necht, g € C°(R) je omezena funkce, necht § > 0
a necht f. : CY((—4,9)) — C°((—6,9)) je definovany vyrazem

Iy 9(u(z)) dx 0<z<$§

- f;) gu(z))dr  —6<z<0.

(1) Dokazte, ze existuje 6 > 0 takové, ze f5 je kontrakce na C((—46,9)).

(2) Dokazte, ze pevny bod u = fs(u) je na (—0,d) Fesenim diferencidlni rovnice

[f5(w)l(x) = {

(10.1) u'(z) = g(u(z)),  u(0)=0.
Cvigeni 10.2. Dokaite, ze {f € C°((—46,6)) : f(0) = 0} tvoii uzavienou mnozinu
v (C%((=6,6)), || - lloo), ktery je navic linedrnfm prostorem.

Cvigeni 10.3. Necht (X, p) je tiplny metricky prostor a nechf ¥ C X je uzaviend
jeho podmnozina. Dokazte, ze (Y, p1y xy) je iplny metricky prostor.

Cviceni 10.4. Lze zeslabit predpoklad omezenosti g ve Vété [I0.1) Dokazte nebo
najdéte protiptiklad.
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11. APLIKACE BaNAcHOVY VETY II 22.12.2023

Referat 11.1 (Diniho Veta). Pomoci Vety dokazte Diniho Vetu o implicitnich
funkcich. Napf. Fixed Point Theorems and Applications Vittorino Pata Theo-
rem 2.4

Cviceni 11.2. Dokazte, ze ¥ : C°(R) — C°(R), [¥(f)](z) = f*(z) pro z € R je m4
Frechetovskou derivaci na C°(R).
Cviéeni 11.3. Zkonstruujte funkci f : R? — R, ktera je Gateauxovsky diferenco-

vatelna ale neni Frechetovsky diferencovatelnd. Totiz existuje linedrni A : R? — R
takova, ze

ale neplati

o flx+y) = fly) ~Ay

y—0 |yl

Referat 11.4. Zazpivejte vanocni koledu
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12. BAIREOVY KATEGORIE I 5.1.2024

Referat 12.1. Poreferujte
(1) definici idké mnoziny s piiklady,
(2) Baireovu vetu o kategoriich,
(3) definice mnozin prvni a druhé kategorie.

Cviéeni 12.2. Muze fidkd mnozina v R mit kladnou miru?
Cviceni 12.3. Muze mnozina prvni tiidy v R byt husta?

Cviceni 12.4. Muze mnozina druhé t¥idy v [0, 1] mit nulovou miru?

13
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13. BAIREOVY KATEGORIE II 12.1.2024

Referat 13.1. Poreferujte o tom, ze C1([0,1]) je prvn{ kategorie v C°([0, 1]).
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14. KOMPAKTNI METRICKE PROSTORY 15.12.2023

Bude doplnéno v piipadé potieby a podle zajmu studenti.

15
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