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Pro¢ celociselnost?

Redlné celodiselné optimalizaéni Glohy

e Optimalizace portfolia — celodiselné alokace aktiv, (fixni) transakéni
naklady

@ Rozvrhovani — celodiselné (binarni) rozhodnuti, zda Glohu zpracuje
dany stroj

o Ulohy rozvozu (VRP) — binarni promé&nné pro identifikace
nasledujiciho zdkaznika na cesté
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dany stroj

o Ulohy rozvozu (VRP) — binarni promé&nné pro identifikace
nasledujiciho zdkaznika na cesté

° ...
Obecnéji — modelovani splnéni logickych relaci, napt.
@ alespon dvé ze tfi omezeni jsou splnéné,
@ nakoupime-li danou akcii, zvysi se fixni transakéni naklady,
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Formulace a vlastnosti

Uloha celodiselného linedrniho programovani

min ¢’ x (1)
Ax > b, (2)
x € Z%. (3)

Predpoklad: viechny koeficienty jsou celociselné (raciondlni pred
vynasobenim vhodnymi konstantami).
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Formulace a vlastnosti

Uloha celodiselného linedrniho programovani

minc’ x
Ax > b,
x € Z%.

Predpoklad: viechny koeficienty jsou celociselné (raciondlni pred
vynasobenim vhodnymi konstantami).

Mnozinu pfipustnych FeSeni a jeji relaxaci oznacime

S = {xeZl: Ax > b},
P = {xeR]: Ax > b}

Trividlné S C P. Ne jiz tak trividlné S C conv(S) C P
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Formulace a vlastnosti

Mnozina pripustnych reseni, jeji relaxace a konvexni obal

15 20 25 30 35

S. Skoda: Regeni linearnich dloh s celodiselnymi omezenimi v GAMSu. Bc. prace MEF UK; 2010.
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Formulace a vlastnosti

Uloha celodiselného linedrniho programovani

Uloha
minc'x: x € S. (6)
je ekvivalentni

minc’x: x € conv(S). (7)
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Formulace a vlastnosti

Uloha celodiselného linedrniho programovani

Uloha
ST
minc'x: x € S. (6)
je ekvivalentni

T

minc’ x: x € conv(S). (7)

conv(S) je prakticky velice obtizné zkonstruovat — je tfeba velké mnoZzstvi
omezeni (existuji vyjimky).
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Formulace a vlastnosti

Uloha celodiselného linedrniho programovani

Uloha
ST
minc'x: x € S. (6)
je ekvivalentni

T

minc’ x: x € conv(S). (7)

conv(S) je prakticky velice obtizné zkonstruovat — je tfeba velké mnoZzstvi
omezeni (existuji vyjimky).

LP-relaxace:

x: x€P. (8)

min ¢
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Formulace a vlastnosti

Uloha smiSeného celociselného linedrniho programovani

Mixed-integer linear programming

Casté jsou Glohy smigené (NEBUDEME UVAZOVAT)

minc'x+dTy (9)
Ax+ By > b, (10)
xell,y € Ri. (11)
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Formulace a vlastnosti

Zakladni postupy reseni

Ukazeme si:
e Metoda se¢nych nadrovin (Cutting Plane Method)

e Metoda vétveni a mezi (Branch-and-Bound)
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Formulace a vlastnosti

Zakladni postupy reseni

Ukazeme si:
e Metoda se¢nych nadrovin (Cutting Plane Method)

e Metoda vétveni a mezi (Branch-and-Bound)

Metody kombinujici predeslé, napf. Branch-and-Cut.
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Metoda seénych nadrovin

Metoda se¢nych nadrovin — Gomoryho rezy

1. Vyresime LP-relaxaci (primarnim nebo dudlnim) SIMPLEXovym
algoritmem.

o Redeni je celo&iselné — KONEC, mame opti. fedenti,
e jinak pokracuj dal$im krokem.
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Metoda se¢nych nadrovin — Gomoryho rezy

1. Vyresime LP-relaxaci (primarnim nebo dudlnim) SIMPLEXovym
algoritmem.

o Redeni je celo&iselné — KONEC, mame opti. fedenti,
e jinak pokracuj dal$im krokem.

2. Priddme Gomoryho fez (...) a vyslednou Glohu feSime dudlnim
SIMPLEXem.
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Metoda seénych nadrovin

Gomoryho fez

Existuje fadek v simplexové tabulce odpovidajici necelociselnému fesSeni x;
ve tvaru

Xj + Z WiiXj = d;, (12)
JjeEN

kde N znadi mnozinu index( nebazickych proménnych; d; je necelocCiselné.
Oznacime

wi = |w] +fj, (13)
d = |di]+f, (14)

tj. 0 < f, fi < 1.
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Metoda seénych nadrovin

Gomoryho fez

Existuje fadek v simplexové tabulce odpovidajici necelociselnému fesSeni x;
ve tvaru

Xi + Z wiix; = dj, (12)
JEN
kde N znadi mnozinu index( nebazickych proménnych; d; je necelocCiselné.
Oznacime
wyj = |wil +fj, (13)

tj. 0 < fj;, f; < 1. Gomoryho Fez je poté
JEN

resp. —ZJ-GN fixi+s=—fi, s >0.
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Metoda seénych nadrovin

Gomoryho fez

Obecné vlastnosti fezt (i Gomoryho):

o Aktudlni (necelociselné) feseni se stane nepfipustnym (,odfizne se*)

@ Zadné celodiselné feSeni se nestane nepfipustnych (, neodfizne se*)
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Metoda seénych nadrovin

Gomoryho fez — vlastnost 1

Omezeni vyjadfime ve tvaru

xi+ D (lwgl +fi)x = |di] +f, (16)
JEN

xi+ D lwilx—Ldi) = fi=> fipg. (17)
JEN JEN

Aktudlni feseni xj* =0 proj € N ax = d; je neceloCiselné, tj.
0 <xi—|di] <1, tedy

0<x = ld]=fi-> fig (18)
JEN

St < (19)

JeEN
coz je ve sporu s Gomoryho fezem.
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Metoda seénych nadrovin

Gomoryho fez — vlastnost 2

Uvazujme libovolné pripustné celoliselné feSeni a prepis omezeni

xi+ Y lwglx—ld] = fi—=) fix, (20)

JEN JEN

Leva strana (LS) je celodiselnd, tedy i pravé strana (PS) je celodiselna.

Navic i <1 a ZJ-GN fiix; > 0, tedy PS je ostfe mensi nez 1 a zdroven

celociselna, tedy mensi nebo rovna nez 0, tj. dostavame Gomoryho fez

fie > fixg <o, (21)

jEN

Kazdé pripustné celoliselné reseni ho splniuje.
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Metoda seénych nadrovin

Pribéh algoritmu se€¢nych nadrovin

S. Skoda: ReZeni linearnich tloh s celoiselnymi omezenimi v GAMSu. Bc. prace MFF UK, 2010.

T



Metoda seénych nadrovin

Dantzigovy rezy

> %=1 (22)

JEN

(Pfipomenime, Ze nebazické proménné jsou nulové.)
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Priklad

min 4x; + 5x2 (23)
x1+4x, > b, (24)
3x1+2x0 > 7, (25)
x1,x € ZI. (26)

Dudlni simplex pro LP-relaxaci ...
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Metoda seénych nadrovin

Po dvou iteracich dualniho SIMPLEXového algoritmu ...

4 |5 0 0

X1 | X2 X3 X4

5(x | 8/10 | 0] 1 [-3/10] 1/10
4 x| 18/10 | 1| 0| 2/10 | -4/10
112/10 | 0 | 0 | -7/10 [ -11/10
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Metoda seénych nadrovin

Po dvou iteracich dualniho SIMPLEXového algoritmu ...

4 |5 0 0
X1 | X2 X3 X4
5| x| 8/10 0|1]-3/10| 1/10
4| x| 18/10 | 1 | 0 | 2/10 | -4/10
112/10 || 0 | O | -7/10 | -11/10
Nesplniuje celociselnost, napf. omezeni pro xi:
x1+2/10x3 —4/10x, = 18/10,
x1+(0+2/10)x3 + (—1+6/10)xs = 1+ 8/10.
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Metoda seénych nadrovin

Po dvou iteracich dualniho SIMPLEXového algoritmu ...

4 |5 0 0

X1 | X2 X3 X4

5(x | 8/10 | 0] 1 [-3/10] 1/10
4 x| 18/10 | 1| 0| 2/10 | -4/10
112/10 | 0 | 0 | -7/10 [ -11/10

Nesplniuje celociselnost, napf. omezeni pro xi:

x1+2/10x3 —4/10x, = 18/10,

x14 (0+2/10)x3 + (—1+6/10)xs = 1+ 8/10.

Gomoryho fez:

2/10x3 + 6/10x4 > 8/10.

Martin Branda (KPMS MFF UK)

16 / 32



Metoda seénych nadrovin

Aktualizovand simplexova tabulka

4 |5 0 0 0

X1 X2 X3 X4 X5

5(x | 8/10 | 0| 1| -3/10 | 1/10 | 0
4 x| 18/10 | 1| 0| 2/10 | -4/10 | O
0|x | -8/10 | 0| 0 |-2/10| -6/10 | 1
112/10 | 0 | 0 | -7/10 | -11/10 | ©

Dudlni simplex ...
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Metoda vétveni a mezi

Metoda vétveni a mezi (Branch-and-Bound)

Obecné principy:
@ Re$ tlohy LP bez celo¢iselnosti.
@ Vétvi pomoci dodatecnych podminek na necelociselnou proménnou
xi < |x*|, x> |x']+ 1

o QOdfizni neperspektivni vétve.
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Metoda vétveni a mezi

Metoda vétveni a mezi

P. Pedegral (2004). Introduction to optimization, Springer-Verlag, New York.
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Metoda vétveni a mezi

Metoda vétveni a mezi (Branch-and-Bound)

0. fimin = 0O, Xmin = -, seznam Uloh P = )
Vyre$ LP-relaxaci Glohy f*, x*. Je-li FeSeni celo&iselné, STOP. Je-li Gloha
nepfipustnd nebo neomezena, STOP.
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Metoda vétveni a mezi (Branch-and-Bound)

0. fimin = 0O, Xmin = -, seznam Uloh P = )
Vyre$ LP-relaxaci Glohy f*, x*. Je-li FeSeni celo&iselné, STOP. Je-li Gloha
nepfipustnd nebo neomezena, STOP.

1. BRANCHING: Existuje x; bazickad necelodiselnd proménna takova, ze
k < xi < k +1 pro néjaké k € N:

o K predeslém problému pfiddme omezeni x; < k a zaradime do P.
o K predeslém problému pfidame omezeni x; > k 4+ 1 a zafadime do P.
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Metoda vétveni a mezi

Metoda vétveni a mezi (Branch-and-Bound)

0. fimin = 0O, Xmin = -, seznam Uloh P = )
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1. BRANCHING: Existuje x; bazickd neceloliselnd proménna takova, ze
k < xi < k +1 pro néjaké k € N:

o K predeslém problému pfiddme omezeni x; < k a zaradime do P.

o K predeslém problému pfidame omezeni x; > k 4+ 1 a zafadime do P.
2. Vyjmi problém z P a vy¥e$ ho: f*, x*.
3. o Je-li f* < fpin a x* porusuje celoCiselnost, jdi na 1.

o BOUNDING: Je-li f* < fpin a x* je celoCiselné, poloz i, = f* a

Xmin = x*, jdi na 4.
o BOUNDING: Je-li f* > fi;n, jdi na 4.
o Uloha je nepripustna, jdi na 4.
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Metoda vétveni a mezi

Metoda vétveni a mezi (Branch-and-Bound)

0. fimin = 0O, Xmin = -, seznam Uloh P = )
Vyre$ LP-relaxaci Glohy f*, x*. Je-li FeSeni celo&iselné, STOP. Je-li Gloha
nepfipustnd nebo neomezena, STOP.

1. BRANCHING: Existuje x; bazickd neceloliselnd proménna takova, ze
k < xi < k +1 pro néjaké k € N:

o K predeslém problému pfiddme omezeni x; < k a zaradime do P.
o K predeslém problému pfidame omezeni x; > k 4+ 1 a zafadime do P.
2. Vyjmi problém z P a vy¥e$ ho: f*, x*.
3. o Je-li f* < fpin a x* porusuje celoCiselnost, jdi na 1.
o BOUNDING: Je-li f* < fpin a x* je celoCiselné, poloz i, = f* a
Xmin = x*, jdi na 4.
o BOUNDING: Je-li f* > fi;n, jdi na 4.
o Uloha je nepripustna, jdi na 4.
4. o Jeli P#£0, jdi na 2.
o Je-li P =0 a fi, = oo, celotiselné Fedeni neexistuje.
o Je-li P =0 a fpi, < oo, optimélni hodnota a FeSeni jsou fiin, Xmin-
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Ve
Lépe ...

2. Vyjmi problém z P a vyres ho: f*, x*. Pokud vSak pro pavodni dlohu
pred pfidanim omezeni plati f* > f,;, — pro aktudlni f,;, — tak Glohy
s pfidanym omezenim nem3 smysl fesit! (Nemdzu dostat mensi
optimalni hodnotu néz fo;p,.)
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Metoda vétveni a mezi

Metoda vétveni a mezi
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Metoda vétveni a mezi

Metoda vétveni a mezi

e Vybér problému z P: FIFO/LIFO/dloha s nejmensi f*.
o Vybér vétvici proménné x: nejvétsi/nejmensi poruseni
celodiselnosti nebo nejvétsi/nejmensi koeficient v éelové funkei.
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Metoda vétveni a mezi

Totalné unimodularni matice

Totalné unimoduldrni matice A: pro libovolny celociselny vektor pravych
stran b dostaneme celoCiselné Feseni, napf. dopravni problém.
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Software

.. i pro nelinearni celociselné

@ Prostredi: GAMS, CPlex Studio, Gurobi, ...

o Regitele: CPlex (pouze MILP, MIQP), Gurobi (MILP, MIQP), Baron,
Bonmin (MINLP), Dicopt (MINLP), Knitro (MINLP), Lindo, ...
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Software

.. i pro nelinearni celociselné

@ Prostredi: GAMS, CPlex Studio, Gurobi, ...

o Regitele: CPlex (pouze MILP, MIQP), Gurobi (MILP, MIQP), Baron,
Bonmin (MINLP), Dicopt (MINLP), Knitro (MINLP), Lindo, ...

Pro ndroc¢né llohy cCasto nutné heuristické a metaheuristické algoritmy
(greedy h., genetické alg., tabu search, simulated annealing, ... )

Martin Branda (KPMS MFF UK) 25 / 32



GAMS

Celociselné proménné
o Integer variables — automaticky nezdporné s prednastavenou horni
mezi 100 (Ize zménit pomoci x.up(i) = 1;)!
@ Binary variables
Pfikaz SOLVE using
o MILP
e MIQCP
e MINLP
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GAMS - nastaveni

GAMS - options

POZOR na TOLERANCE optimalniho feSeni (hodnoty) pro celociselné
Glohy.
@ optcr — relativni tolerance (implicitné 0.1 — byva pfilis velké)

@ optca — absolutni rolerance (vypnuta)

Napf. OPTIONS optcr=0.000001 reslim = 3600;
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GAMS - nastaveni

GAMS - options

POZOR na TOLERANCE optimalniho feSeni (hodnoty) pro celociselné
Ulohy.

@ optcr — relativni tolerance (implicitné 0.1 — byva pfilis velké)

@ optca — absolutni rolerance (vypnuta)

o reslim — pocet sekund pro feSeni (implicitné 1000 — byvad malo)

o nlp = conopt , Ip = gurobi , mip = cplex — vybér resitele v kédu

Napf. OPTIONS optcr=0.000001 reslim = 3600;
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Ulohy s pravdépodobnostnimi omezenimi

Ulohy s pravdépodobnostnimi omezenimi

Chance (probabilistic) constrained problems

Necht f,gj(-,£) : R” = R, £ je redlny ndhodny vektor, ¢ € (0,1) malé:

minyex f(x)
s.t. P(gi(x,£) <0,...,8m(x,£§) <0)>1-—c¢.
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Ulohy s pravdépodobnostnimi omezenimi

Ulohy s pravdépodobnostnimi omezenimi

W.M. Raike (1970). Dissection Methods for Solutions in Chance Constrained
Programming Problems Under Discrete Distributions. Management Science 16 (11),
708-715.

Ma-li € konec¢né diskrétni rozdéleni s realizacemi 51, .. .,55 a pnostmi ps.
Poloz M > max;-1,....m Maxs—1,...,s SUp,cx & (X, &)

miny,, F(x)
s.t.
Sopsys > 1-—¢,
gl(X,gs) - M(l - ys) < 0,s=1, 75 (27)
gm(X7€5)_M(1_.yS) < 07 S 17 757
Ys € {Ovl}a 5:17 757
x € X

Velka Gloha mixed-celodiselné optimalizace ...
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Ulohy s pravdépodobnostnimi omezenimi

Value at Risk (VaR)

Definice VaR pro ndhodnou veli¢inu udavajici ztrdtu Z na pstnim prostoru (2, A, P),
hladina a € (0, 1), obvykle 0.95, 0.99, 0.995:

VaR.(Z) =minz s.t. P(Z < z) > o
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Ulohy s pravdépodobnostnimi omezenimi

Value at Risk (VaR)

Definice VaR pro ndhodnou veli¢inu udavajici ztrdtu Z na pstnim prostoru (2, A, P),
hladina a € (0, 1), obvykle 0.95, 0.99, 0.995:

VaR.(Z) =minz s.t. P(Z < z) > o

Optimalizace portfolia:

min z
P (—ZR,-X,- < z> > a,
i=1
ZE[R,'] “Xi 2 Imin,
i=1

n
ZX,' = 1, Xi Z 0,
i=1

kde R; je ndhodny vynos aktiva i a minimalni ocekdvany vynos rmi, je zvolen tak, aby
tloha byla pfipustna.
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Ulohy s pravdépodobnostnimi omezenimi
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Ulohy s pravdépodobnostnimi omezenimi

Dotazy?

e-mail: branda@karlin.mff.cuni.cz
web: http://artax.karlin.mff.cuni.cz/ branmlam
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