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𝒇 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝑫𝒇 = 𝑯𝒇 =ℝ [−𝟏, 𝟏]



𝒇 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝑫𝒇 = 𝑯𝒇 =ℝ [−𝟏, 𝟏]



𝒇 𝒙 = 𝒕𝒈𝒙

𝑫𝒇 = 𝑯𝒇 =ℝ− {(𝟐𝒌 + 𝟏)
𝝅

𝟐
|𝒌 ∈ ℤ} ℝ



𝒇 𝒙 = 𝒄𝒕𝒈𝒙

𝑫𝒇 = ℝ − 𝒌𝝅 𝒌 ∈ ℤ} 𝑯𝒇 = ℝ





𝒇 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝑫𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏 = [−𝟏, 𝟏]

𝑯𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏 = [−
𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟐
]

𝒇−𝟏 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏−𝟏𝒙 = 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏𝒙

−𝟏 𝟏

−
𝝅

𝟐

𝝅

𝟐



𝒇 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒇−𝟏 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏𝒙 = 𝒂𝒓𝒄𝒄𝒐𝒔 𝒙

−𝟏 𝟏

𝝅

𝑫𝒂𝒓𝒄𝒐𝒔 = [−𝟏, 𝟏]

𝑯𝒂𝒓𝒄𝒐𝒔 = [𝟎, 𝝅]



𝒄𝒐𝒔 𝒙 =
𝟏

𝟐

𝒔𝒊𝒏𝒙 = 𝟑

𝒄𝒐𝒔𝒙 = −
𝟐

𝟐

𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 = −𝟏

𝒙 =
𝝅

𝟑

𝒙 = 𝝅 −
𝝅

𝟒

𝟑𝒙 = 𝒚

𝒚 =
𝟑𝝅

𝟐

𝟑𝒙 =
𝟑𝝅

𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅 , 𝒌 ∈ ℤ

⇒ 𝒔𝒊𝒏 𝒚 = −𝟏

+𝟐𝒌𝝅, 𝒌 ∈ ℤ

+𝟐𝒌𝝅 , 𝒌 ∈ ℤ

+𝟐𝒌𝝅 , 𝒌 ∈ ℤ

⇒ 𝒙 =
𝝅

𝟐
+
𝟐𝒌𝝅

𝟑
, 𝒌 ∈ ℤ

𝒙 = 𝟐𝝅 −
𝝅

𝟑
+𝟐𝒌𝝅, 𝒌 ∈ ℤnebo

nebo 𝒙 = 𝝅 +
𝝅

𝟒
+𝟐𝒌𝝅 , 𝒌 ∈ ℤ



Řešte rovnici v ℝ.
𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒕𝒈𝒙
+ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒕𝒈𝒙 = 𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
+ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 = 𝟏

𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
⇒ 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙 = 𝟏

𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝟏 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝟏⇒ ⇒

𝟐𝒙 =
𝝅

𝟐
+𝟐𝒌𝝅

𝒙 =
𝝅

𝟒
+𝒌𝝅 , 𝒌 ∈ ℤ



Řešte rovnici v ℝ. 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 − 𝟔𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 − 𝟔𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝟎

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
⇒ 𝒕𝒈𝟐𝒙 −𝟔 +𝒕𝒈𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒕𝒈𝟐𝒙 + 𝒕𝒈𝒙 − 𝟔 = 𝟎

𝒕𝒈𝒙 = −𝟑

𝒕𝒈𝒙 = 𝟐

nebo

⇒ 𝒙 = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈 −𝟑 +𝒌𝝅

nebo

⇒ 𝒙 = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈 𝟐 +𝒌𝝅



• Důkaz matematickou indukcí se používá pro věty, které se týkají (téměř) všech

přirozených čísel nebo jsou na nich nějak závislé.

∀𝑛 ∈ ℕ: 6 | 10𝑛 − 4

∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑛 ≤ 2𝑛

∀𝑛 ∈ ℕ: ෍
𝑘=1

𝑛

𝑘2 =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6

Důkaz matematickou indukcí



∀𝑛 ∈ ℕ: 6 | 10𝑛 − 4

𝑛 = 1: 6 10 − 4 ⇒ 6 6

𝑛 = 2: 6 100 − 4 ⇒ 6 96

Důkaz matematickou indukcí

.

.

.



Důkaz matematickou indukcí

Důkaz matematickou indukcí sestává ze dvou kroků:

𝐴(𝑛), 𝑛 ≥ 𝑛0

1. Dokážeme, že 𝐴(𝑛) platí pro 𝑛 = 𝑛0.

2. Dokážeme implikaci: ∀(𝑘 ∈ 𝑁):

𝐴 𝑘 ⇒ 𝐴(𝑘 + 1), 

této části říkáme indukční krok.

1 2 3 4 5 6 . . .



∀𝒏 ∈ ℕ:𝒏 ≤ 𝟐𝒏

1. Dokážeme, že výrok platí pro 𝒏 = 𝟏

𝟏 ≤ 𝟐𝟏 ⇒ 𝟏 ≤ 𝟐𝒏 = 𝟏 ∶

𝒌 ∈ ℕ: 𝒌 ≤ 𝟐𝒌
indukční krok Víme

⇒ 𝒌 + 𝟏 ≤ 𝟐𝒌+𝟏
Chceme

𝟐𝒌+𝟏 = 𝟐. 𝟐𝒌 ≥ 𝟐. 𝒌 = 𝒌 + 𝒌 ≥ 𝒌 + 𝟏

∀𝒏 ∈ ℕ:𝒏 ≤ 𝟐𝒏



∀𝒏 ∈ ℕ: 𝟔 | 𝟏𝟎𝒏 − 𝟒

1. Dokážeme, že výrok platí pro 𝒏 = 𝟏 𝟔 | 𝟏𝟎𝟏 − 𝟒 ⇒ 𝟔 | 𝟔𝒏 = 𝟏 ∶

𝒌 ∈ ℕ: 𝟔 | 𝟏𝟎𝒌 − 𝟒

(𝒌 + 𝟏) ∈ ℕ: 𝟔 | 𝟏𝟎𝒌+𝟏 − 𝟒

𝟏𝟎𝒌 − 𝟒 = 𝟔𝒎

𝟏𝟎𝒌+𝟏 − 𝟒 = 𝟏𝟎. 𝟏𝟎𝒌 − 𝟒

𝟏𝟎𝒌 = 𝟔𝒎+ 𝟒

= 𝟏𝟎 = 𝟔𝟎𝒎+ 𝟒𝟎 − 𝟒

= 𝟔𝟎𝒎+ 𝟑𝟔 = 𝟔(𝟏𝟎𝒎+ 𝟔) 𝟏𝟎𝒌+𝟏 − 𝟒 = 𝟔(𝟏𝟎𝒎+ 𝟔)

𝟔 | 𝟏𝟎𝒌+𝟏 − 𝟒

indukční krok

𝒎 ∈ ℕ

𝟔𝒎+ 𝟒 −𝟒

∀𝒏 ∈ ℕ: 𝟔 | 𝟏𝟎𝒏 − 𝟒



∀𝒏 ∈ ℕ: 𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 +⋯+ 𝒏𝟐 =
𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏)

𝟔

1. Dokážeme, že rovnice/vzorec platí pro 𝒏 = 𝟏 : 𝟏𝟐 =
𝟏(𝟏 + 𝟏)(𝟐 + 𝟏)

𝟔
𝟏 = 𝟏

indukční krok

𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 +⋯+ 𝒌𝟐 =
𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝟐𝒌 + 𝟏)

𝟔

𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 +⋯+ 𝒌 𝟐 + (𝒌 + 𝟏)𝟐=
(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)(𝟐 𝒌 + 𝟏 + 𝟏)

𝟔

=
𝟐𝒌𝟑 + 𝟑𝒌𝟐 + 𝒌

𝟔

=
𝟐𝒌𝟑 + 𝟗𝒌𝟐 + 𝟏𝟑𝒌 + 𝟔

𝟔

𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 +⋯+ 𝒌 𝟐 + 𝒌 + 𝟏 𝟐 =
𝟐𝒌𝟑 + 𝟑𝒌𝟐 + 𝒌

𝟔
+𝒌𝟐 + 𝟐𝒌 + 𝟏

=
𝟐𝒌𝟑 + 𝟑𝒌𝟐 + 𝒌

𝟔
+
𝟔𝒌𝟐 + 𝟏𝟐𝒌 + 𝟔

𝟔
=
𝟐𝒌𝟑 + 𝟗𝒌𝟐 + 𝟏𝟑𝒌 + 𝟔

𝟔

∀𝒏 ∈ ℕ: 𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 +⋯+ 𝒏𝟐 =
𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏)

𝟔



Důkaz matematickou indukcí

𝟑 | 𝒏𝟑 + 𝟐𝒏

𝟏 + 𝟐 + 𝟑 +⋯+ 𝒏 =
𝒏(𝒏 + 𝟏)

𝟐

𝟏𝟑 + 𝟐𝟑 +⋯+ 𝒏𝟑 = (
𝒏(𝒏 + 𝟏)

𝟐
)𝟐

𝟐𝒏𝟐 ≥ (𝒏 + 𝟏)𝟐

𝟐𝒏 ≥ 𝒏𝟐 , 𝒏 ≥ 𝟒

, 𝒏 ≥ 𝟑

∀𝒏 ∈ ℕ



Ukažte, že bez ohledu na pravdivostní hodnotu výroků A, B, C jsou následující výroky pravdivé.



𝑨

𝟏

𝟎

𝑨 𝑩

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟏

𝟎

𝟎

𝑨 𝑩 𝑪

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟏

0

𝟎

𝟏

1

0

𝟎

𝟏

𝟏

𝟏

𝟏

𝟎

𝟎

𝟎

𝟎

𝑨 𝑩

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟏

𝟎

𝟎

𝑨 ∨ 𝑩

𝟏

𝟏

𝟏

𝟎

𝑨 ∧ 𝑩

𝟏

𝟎

𝟎

𝟎

𝑨 ⇒ 𝑩

𝟏

𝟎

𝟏

𝟏

𝑨 ⟺ 𝑩

𝟏

𝟎

𝟎

𝟏

Pravdivostní ohodnocení výroku



𝒂) 𝑨 ⇒ 𝑩 ⇔ (¬𝑩 ⇒ ¬𝑨)

𝐴 𝐵 𝐴 ⇒ 𝐵 ¬𝐴¬𝐵 ¬𝐵 ⇒ ¬𝐴

𝟏

𝟏

𝟎

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏 𝟎

𝟎

𝟏

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟏

𝟏

𝟎

𝟏

𝟏

𝐴 ⇒ 𝐵 ⇔ (¬𝐵 ⇒ ¬𝐴)

𝟏

𝟏

𝟏

𝟏

Ukažte, že bez ohledu na pravdivostní hodnotu výroků A, B, C jsou následující výroky pravdivé.



𝒂) 𝑨 ⇒ 𝑩 ⇔ (¬𝑩 ⇒ ¬𝑨)

𝑨: pršet 𝑩: mít deštník

Jestliže prší, pak mám deštník𝑨 ⇒ 𝑩

¬𝑩 ⇒ ¬𝑨 Jestliže nemám deštník, pak neprší

Ukažte, že bez ohledu na pravdivostní hodnotu výroků A, B, C jsou následující výroky pravdivé.

Pokud nemám deštník, neprší⇔Pokud prší, mám deštník



𝒃)¬ 𝑨 ⇒ 𝑩 ⇔ 𝑨 ∧ ¬𝑩 důkaz sporem

𝑨 𝑩 𝑨 ⇒ 𝑩 ¬𝑩 𝑨 ∧ ¬𝑩

𝟏

𝟏

𝟎

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

¬(𝑨 ⇒ 𝑩)

𝟎

𝟏

𝟎

𝟎

𝑨

𝟏

𝟏

𝟎

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟎

¬ 𝑨 ⇒ 𝑩 ⇔ 𝑨 ∧ ¬𝑩

𝟏

𝟏

𝟏

𝟏



𝒆) 𝑨 ⇒ 𝑩 ⇔ (¬𝑨⋁𝑩)

𝑨 𝑩 𝑨 ⇒ 𝑩 ¬𝑨 𝑩 ¬𝑨 ∨ 𝑩

𝟏

𝟏

𝟎

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟏

𝟎

𝟎

𝟏

𝟏

𝟏

𝟎

𝟏

𝟏

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

¬ 𝑨 ⇒ 𝑩 ⇔ 𝑨 ∧ ¬𝑩

𝟏

𝟏

𝟏

𝟏



Rozhodněte o pravdivosti výroků a svůj závěr ilustrujte obrázkem.



Rozhodněte o pravdivosti výroků a svůj závěr ilustrujte obrázkem.

∀𝜹 > 𝟎 ∀𝒙 ∈ ℝ: 𝒙 < 𝜹, právě když (𝒙 > −𝜹) ∧ (𝒙 < 𝜹)

0 𝛿−𝛿 0 𝛿−𝛿

∀𝜹 > 𝟎 ∀𝒙 ∈ ℝ: 𝒙 < 𝜹 (𝒙 > −𝜹) ∧ (𝒙 < 𝜹)⇔



⇔ (𝒙 > −𝜹) ∧ (𝒙 < 𝜹)

∀𝜹 > 𝟎 ∀𝒙 ∈ ℝ: jestliže 𝒙 > 𝜹, pak 𝒙 > 𝜹

0 𝛿−𝛿 0 𝛿−𝛿



⇔ (𝒙 > −𝜹) ∧ (𝒙 < 𝜹)

∀𝜹 > 𝟎 ∀𝒙 ∈ ℝ: 𝒙 > 𝜹, právě když (𝒙 < −𝜹) ∧ (𝒙 > 𝜹)

0 𝛿−𝛿 0 𝛿−𝛿

∅



⇔ (𝒙 > −𝜹) ∧ (𝒙 < 𝜹)

∀𝜹 > 𝟎 ∀𝒙 ∈ ℝ: 𝒙 > 𝜹, právě když (𝒙 < −𝜹) ∨ (𝒙 > 𝜹)

0 𝛿−𝛿 0 𝛿−𝛿



⇔ (𝒙 > −𝜹) ∧ (𝒙 < 𝜹)

∀𝜹 > 𝟎 ∀𝒄 ∈ ℝ ∀𝒙 ∈ ℝ: ( 𝒙 − 𝒄 < 𝜹) ⟺ (𝒙 ∈ 𝒄 − 𝜹, 𝒄 + 𝜹 )

𝑐 𝑐 + 𝛿𝑐 − 𝛿 𝑐 𝑐 + 𝛿𝑐 − 𝛿

𝛿𝛿



⇔ (𝒙 > −𝜹) ∧ (𝒙 < 𝜹)

∀𝒛 ∈ ℝ ∃𝒙𝟏 ∈ ℝ ∃𝒙𝟐 ∈ ℝ: 𝒙𝟏 ≠ 𝒙𝟐 ∧ 𝒛 − 𝒙𝟏 = 𝟓 ∧ 𝒛 − 𝒙𝟐 = 𝟓)

𝑧 𝑥1

55

𝑥2

𝑥1 = z + 5𝑥2 = z − 5


