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𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

(
𝟏 + 𝒕𝒈𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
)

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙
= ⋯ = 𝒆

𝟏
𝟐

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

(𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬

𝟏

𝒙
)𝒙 = ⋯ = 𝒆

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝝅

(− 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝒄𝒐𝒕𝒈
𝟐𝒙

= ⋯ = 𝒆
−𝟏
𝟐



𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

(
𝟏 + 𝒕𝒈𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
)

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙
𝟏∞

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒆𝒙𝒑(
𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙
𝒍𝒏

𝟏 + 𝒕𝒈𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
)

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙
𝒍𝒏

𝟏 + 𝒕𝒈𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

lim
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙
= 𝟏 lim

𝒙→𝟏

ln 𝒙

𝒙 − 𝟏
= 𝟏

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙

𝒍𝒏
𝟏 + 𝒕𝒈𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙𝒙𝟑

𝒙𝟑

→ 𝟏

𝟏 + 𝒕𝒈𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
− 𝟏

𝟏 + 𝒕𝒈𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
− 𝟏

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

(
𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙
)𝟑

𝒍𝒏
𝟏 + 𝒕𝒈𝒙
𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟏 + 𝒕𝒈𝒙
𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

− 𝟏

𝟏 + 𝒕𝒈𝒙
𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟏

𝒙𝟑

= 𝟏

VOLSF(P)

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙
( )−𝟑. 𝟏.

𝟏 + 𝒕𝒈𝒙
𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

− 𝟏

𝒙𝟑

𝟏

=
𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝒙)

𝒙𝟑 𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝒙)

𝒙𝟑 𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒙𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙

= 𝟏 .
𝟏

𝟐
. 𝟏 =

𝟏

𝟐

𝒚 =
𝟏 + 𝒕𝒈𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒙 → 𝟎 ⇒ → 𝟏

𝒍𝒏𝒚

𝒚 − 𝟏
𝐥𝐢𝐦
𝒚→𝟏 = 𝟏 𝒙 ∈ 𝑷(𝟎,

𝝅

𝟔
) :

𝟏 + 𝒕𝒈𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
≠ 𝟏

Exponenciální funkce 𝑒𝑦 je spojitá v bodě 
𝟏

𝟐VOLSF(S)

= 𝒆𝒙𝒑( )𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙
𝒍𝒏

𝟏 + 𝒕𝒈𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
= 𝒆𝒙𝒑( )

𝟏

𝟐

= 𝒆
𝟏
𝟐



𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

(𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬

𝟏

𝒙
)𝒙 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→∞
𝒆𝒙𝒑(𝒙 𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬

𝟏

𝒙
))

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒙 𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬

𝟏

𝒙
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→∞

𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧
𝟏
𝒙 + 𝐜𝐨𝐬

𝟏
𝒙)

𝟏
𝒙

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧
𝟏
𝒙 + 𝐜𝐨𝐬

𝟏
𝒙)

𝐬𝐢𝐧
𝟏
𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬

𝟏
𝒙
− 𝟏

.
𝐬𝐢𝐧

𝟏
𝒙 + 𝐜𝐨𝐬

𝟏
𝒙 − 𝟏

𝟏
𝒙

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒍𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝟏
𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬

𝟏
𝒙

𝐬𝐢𝐧
𝟏
𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬

𝟏
𝒙
− 𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝐬𝐢𝐧
𝟏
𝒙

𝟏
𝒙

+ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝐜𝐨𝐬
𝟏
𝒙 − 𝟏

𝟏
𝒙

=

= 𝟏VOLSF(P)

= 𝟏
VOLSF(P)

𝟏. (𝟏 − 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬
𝟏
𝒙

𝟏
𝒙

𝟐
. (
𝟏

𝒙
)) =

𝟏 − 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬
𝟏
𝒙

𝟏
𝒙

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏

𝒙
= 𝟏

=
𝟏

𝟐VOLSF(P) = 𝟎𝒚 = 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬

𝟏

𝒙
𝒙 → ∞ ⇒ → 𝟏

𝒍𝒏𝒚

𝒚 − 𝟏
𝐥𝐢𝐦
𝒚→𝟏 = 𝟏

∀𝒙 ∈ (𝝅,∞): 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬

𝟏

𝒙
≠ 𝟏

𝒚 =
𝟏

𝒙
𝒙 → ∞ ⇒ → 𝟎

𝐥𝐢𝐦
𝒚→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒚

𝒚
= 𝟏

𝟏

𝒙
≠ 𝟎

Exponenciální funkce 𝑒𝑦 je spojitá v bodě 𝟏
VOLSF(S)

= 𝒆𝒙𝒑(𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒙 𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬

𝟏

𝒙
))

= 𝒆𝒙𝒑 𝟏 = 𝒆



𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝝅

(− 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝒄𝒐𝒕𝒈
𝟐𝒙 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝝅
𝒆𝒙𝒑(𝒄𝒐𝒕𝒈𝟐𝒙 𝐥𝐧(− 𝐜𝐨𝐬 𝒙))= 𝒆𝒙𝒑(lim

𝒙→𝝅
𝒄𝒐𝒕𝒈𝟐𝒙 𝐥𝐧(−𝐜𝐨𝐬 𝒙))

lim
𝒙→𝝅

𝒄𝒐𝒕𝒈𝟐𝒙 𝐥𝐧(−𝐜𝐨𝐬 𝒙))= lim
𝒙→𝝅

𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙
𝒍𝒏(−𝒄𝒐𝒔𝒙)

= 𝐥𝐢𝐦
𝒚→𝟎

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚 𝐥𝐢𝐦
𝒚→𝟎

𝒚𝟐

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒚

𝒍𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒚

𝒄𝒐𝒔𝒚 − 𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒚 − 𝟏

𝒚𝟐

= 𝟏. 𝐥𝐢𝐦
𝒚→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒚

𝒚

−𝟐

. 𝐥𝐢𝐦
𝒚→𝟎

𝒍𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒚

𝒄𝒐𝒔𝒚 − 𝟏
. −𝐥𝐢𝐦

𝒚→𝟎

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝒚

𝒚𝟐
=
−𝟏

𝟐

= 𝒆𝒙𝒑(
−𝟏

𝟐
) = 𝒆

−𝟏
𝟐

Exponenciální funkce 𝑒𝑦 je spojitá v bodě 
−𝟏

𝟐VOLSF(S)

𝒙 − 𝝅 = 𝒚

𝒙 → 𝝅⟹ 𝒚 → 𝟎

𝒙 = 𝝅 + 𝒚

𝒄𝒐𝒔𝟐 a 𝒔𝒊𝒏𝟐 jsou 𝝅-periodické fce.

𝒄𝒐𝒔𝟐 𝝅 + 𝒚 =

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝝅 + 𝒚 =

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒚)

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒚)

𝒄𝒐𝒔(𝝅 + 𝒚) = −𝒄𝒐𝒔𝒚

= lim
𝒚→𝟎

𝒄𝒐𝒔𝟐 𝝅 + 𝒚

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝝅 + 𝒚
𝒍𝒏(−𝒄𝒐𝒔(𝝅 + 𝒚)) =

= lim
𝒚→𝟎

𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒚

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒚
𝒍𝒏(𝒄𝒐𝒔𝒚)



Jednostranné limity funkcí



𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟏

𝟏 + 𝟐
𝟏
𝒙

=

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟏 + 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟐
𝟏
𝒙

=
𝟏

𝟏 +𝟐+∞
=

𝟏

𝟏 +∞
= 𝟎

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝟏

𝟏 + 𝟐
𝟏
𝒙

=

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝟏 + 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝟐
𝟏
𝒙

=
𝟏

𝟏 +𝟐−∞
=

𝟏

𝟏 +𝟎
= 𝟏

⇒ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝟏

𝟏 + 𝟐
𝟏
𝒙

Neexsistuje

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏+

𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏

=
𝟏

𝟎+
= +∞

=
𝟏

𝟎−
= −∞

Neexsistuje

𝒚 =
𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏



𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐+

𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟔

|𝒙 − 𝟐|

𝒙 → 𝟐+ ⇒ 𝒙 − 𝟐 → 𝟎+ , 𝒙 − 𝟐 > 𝟎 ⇒ 𝒙 − 𝟐 = 𝒙 − 𝟐

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐+ 𝒙 − 𝟐

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟑)
= 𝟓

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐−

𝒙𝟐

𝒍𝒏(𝟑 − 𝒙)

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐+

𝒙𝟐

𝒍𝒏(𝟑 − 𝒙)

𝒙 → 𝟐− ⇒ 𝟑 − 𝒙 → 𝟏+

=
𝟒

𝒍𝒏( )𝟏+ 𝒚 = 𝒍𝒏(𝒙)

=
𝟒
𝟎+

= +∞

𝒙 → 𝟐+ ⇒ 𝟑 − 𝒙 → 𝟏−

=
𝟒

𝒍𝒏( )𝟏−
=

𝟒
𝟎−

= −∞



Limity posloupností (Heineho věta):

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒏(
𝒏
𝟐 − 𝟏)

H.V

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒙(𝟐
𝟏
𝒙 − 𝟏)= 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
𝒏(𝟐

𝟏
𝒏 − 𝟏)

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟐
𝟏
𝒙 − 𝟏
𝟏

𝒙

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒆
𝟏
𝒙
𝒍𝒏𝟐 −𝟏

𝟏

𝒙
𝒍𝒏𝟐

𝒍𝒏𝟐

𝟏

= 𝒍𝒏𝟐

VOLSF(P)



Řady

෍
𝒏=𝟏

∞

𝒂𝒏



Geometrická řada

෍
𝒏=𝟎

∞

𝒒𝒏 =

−𝟏 < 𝒒 < 𝟏
𝟏

𝟏 − 𝒒

𝒒 ≥ 𝟏 ∨ 𝒒 ≤ −𝟏Divergentní

𝒂 + =

−𝟏 < 𝒒 < 𝟏

𝒂𝒒 + 𝒂𝒒𝟐 + …+ 𝒂𝒒𝒏 +⋯
𝒂

𝟏 − 𝒒



෍
𝒏=𝟏

∞ 𝟏

𝒏𝜶
൞

𝜶 > 𝟏𝐊𝐨𝐧𝐯𝐞𝐫𝐠𝐞𝐧𝐭𝐧í

𝜶 ≤ 𝟏𝐃𝐢𝐯𝐞𝐫𝐠𝐞𝐧𝐭𝐧í

෍
𝒏=𝟏

∞ 𝟏

𝒏 (𝒍𝒐𝒈𝒏)𝒂
ቐ

𝒂 > 𝟏𝐊𝐨𝐧𝐯𝐞𝐫𝐠𝐞𝐧𝐭𝐧í

𝒂 ≤ 𝟏𝐃𝐢𝐯𝐞𝐫𝐠𝐞𝐧𝐭𝐧í



Věta (Nutná podmínka konvergence řady).

Nechť σ𝒏=𝟏
∞ 𝒂𝒏 konverguje, 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒂𝒏 ≠ 𝟎 nebo 𝐥𝐢𝐦
𝐧→∞

𝐚𝐧 neexistuje ⇒෍
𝒏=𝟏

∞

𝒂𝒏

pak lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0

σ𝒏=𝟏
∞ 𝒂𝒏 konverguje⇒ 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
𝒂𝒏 = 𝟎

diverguje

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒂𝒏 = 𝟎 ⇒ Nemůžeme nic říct (možná konverguje nebo diverguje)



෍
𝒏=𝟏

∞ 𝒏

𝒏𝟐
=෍

𝒏=𝟏

∞ 𝟏

𝒏

harmonická řada

diverguje

෍
𝒏=𝟏

∞ 𝒏 + 𝟏

𝟐𝒏 + 𝟒
𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒂𝒏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒏+𝟏

𝟐𝒏+𝟒
=

𝟏

𝟐

෍
𝒏=𝟏

∞

𝟐−𝒏 =෍
𝒏=𝟏

∞

(
𝟏

𝟐
)𝒏 =

𝟏
𝟐

𝟏 −
𝟏
𝟐

diverguje෍
𝒏=𝟏

∞ 𝒏 + 𝟏

𝟐𝒏 + 𝟒

geometrická řada

= 𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞
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