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Zvažte kružnici o poloměru 2 𝑐𝑚. Pokud se pohybujeme z bodu 𝐴[0;−2] do bodu

𝐵[−1,6; 𝑦]:

a) Určete délku oblouku 𝐴𝐵 ve centimetrech dvěma různými způsoby pomocí

inverze kosinu [nepoužívejte absolutní hondontu].

b) Určete délku oblouku 𝐴𝐵 ve centimetrech dvěma různými způsoby pomocí

inverze sinu [nepoužívejte absolutní hondontu].



𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐 ⇒ (−𝟏, 𝟔)𝟐+𝒚𝟐 = (𝟎)𝟐+(−𝟐)𝟐

𝒚 = −𝟏, 𝟐

𝑨[𝟎;−𝟏]𝑩[−𝟎, 𝟖; −𝟎, 𝟔]

−𝟎, 𝟖

𝒂𝒓𝒄𝒄𝒐𝒔(−𝟎, 𝟖) −
𝝅

𝟐

𝑨[𝟎;−𝟏]

𝑩[−𝟎, 𝟖; −𝟎, 𝟔]

−𝟎, 𝟖 𝟎, 𝟖

𝒂𝒓𝒄𝒄𝒐𝒔(𝟎, 𝟖)
𝝅

𝟐
−

𝟐( )

𝟐( )



𝑨[𝟎;−𝟏]

𝑩[−𝟎, 𝟖; −𝟎, 𝟔]
−𝟎, 𝟔

𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏(−𝟎, 𝟔) +
𝝅

𝟐
𝟐( )

𝑨[𝟎;−𝟏]

𝑩[−𝟎, 𝟖; −𝟎, 𝟔] −𝟎, 𝟔

𝟎, 𝟔

𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏(𝟎, 𝟔)
𝝅

𝟐
−𝟐( )



Koncept/Pojem derivace v různých reprezentacích



o Předchozí studie uvádějí, že mnoho studentů se při učení derivace zaměřuje více na symbolické

než grafické reprezentace (Biza, 2021; Ryberg, 2018) a mají potíže s vytvářením logických

spojení mezi těmito reprezentacemi (Chang et al., 2016; Haghjoo & Reyhani, 2021; Zandieh,

2000).

❑ Potíže studentů při učení pojmu derivace



❑ Potíže studentů při učení pojmu derivace

o Pro studenty je obtížné nakreslit graf derivace, když mají pouze graf 𝑓.

𝑓



❑ Potíže studentů při učení pojmu derivace

o K nakreslení grafu derivace (𝑓′) studenti nutně potřebují algebraickou reprezentaci funkce (𝑓)

(Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2021 ).

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐

𝒇 𝒙 = −𝒙 + 𝒄

𝒇′ 𝒙 = 𝟐𝒙
𝒇′ 𝒙 = −𝟏



❑ Koncept/Pojem derivace v různých reprezentacích:

Můžeme zvážit různé reprezentace konceptu derivace:

➢ Algebraická reprezentace [Symbolická reprezentace]

➢ Grafická reprezentace

➢ Numerická reprezentace



➢ Algebraická reprezentace [Symbolická reprezentace]

Existují tři různé algebraické reprezentace pro formální definici derivace funkce f v bodě, které se

používají k výpočtu derivace v 𝑥0:

Rozlišujeme mezi těmito třemi definicemi derivace v určitém bodě a každou považujeme za

samostatnou realizaci, protože mnoho studentů čelí problémům při uvědomění si, jak spolu tyto tři

reprezentace souvisí.

lim
ℎ→0

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)

ℎ
lim
∆𝑥→0

𝑓 𝑥0 + ∆𝑥 − 𝑓(𝑥0)

∆𝑥
lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0

𝒇′ 𝒙𝟎 =



➢ Grafická reprezentace [Geometrická reprezentace]

❖ Kontrola existence derivace v bodě přiblížením [pomocí zoomování] grafu funkce v okolí

bodu.

https://www.geogebra.org/graphing?lang=en

❖ 𝑓 𝑥 = 𝑥2 𝐴[0,0]

❖ 𝑔(𝑥) = sin 𝑥 𝐵[1, sin 1 ]

❖ ℎ(𝑥) = |𝑥| 𝐶[0,0]

https://www.geogebra.org/graphing?lang=en


➢ Grafická reprezentace

❖ Aproximace derivace v bodě pomocí směrnic sečen.

https://www.geogebra.org/m/ykzk8YgF

https://www.geogebra.org/m/ykzk8YgF


➢ Grafická reprezentace

❖ Výpočet derivace v bodě pomocí limity směrnic sečen.

https://www.geogebra.org/m/ykzk8YgF

https://www.geogebra.org/m/ykzk8YgF


➢ Grafická reprezentace

❖ Výpočet derivace v bodě pomocí 𝐭𝐚𝐧𝜽 (kde 𝜽 je úhel mezi tečnou a kladným směrem osy 𝑥).

𝜽



➢ Numerická reprezentace

❖ Aproximace derivace v bodě 𝑥0 pomocí diferenčního podílu.

ale bez použití formálního postupu ℎ → 0

𝑓′(𝑥0) ≈
𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)

ℎ
𝑓′(𝑥0) ≈

𝑓 𝑥0 − 𝑓(𝑥0 − ℎ)

ℎ
𝑓′(𝑥0) ≈

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0 − ℎ)

2ℎ



➢ Numerická reprezentace

Aproximace derivace v bodě 𝑥0 pomocí diferenčního podílu.

𝑥

𝑓(𝑥)

3 3,2

28 33,768

𝑓′(𝑥0) ≈
𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)

ℎ

𝑓′(3) ≈
𝑓′ 3 ≈?

𝑓′ 3 ≈ 28,84

𝑓 3,2 − 𝑓(3)

3,2 − 3
=

33,768−28

0,2
= 28,84



Numerická reprezentace

Aproximace derivace v bodě pomocí tabulky hodnot pro diferenční podíl, když se ℎ blíží nule.

𝑥

𝑓(𝑥)

2,32,22,121,91,81,7
𝒇′ 𝟐 ≈?

4,59 5,04 5,51 6 6,51 7,04 7,59

𝑥 − 2 −0,3 −0,2 −0,1 0,1 0,2 0,3

𝑓(𝑥) − 𝑓(2) −1,41 −0,96 −0,49 0,51 1,04 1,59

𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
4,7 4,8 4,9 5,35,25,1

𝟓



Pomocí funkčních hodnot spojité funkce 𝑓 uvedených v tabulce aproximujte hodnotu její derivace

v bodě 𝑥 = 2.

𝑥

𝑓(𝑥)

2,12,0012,000121,9991,991,9

3,61 3,9601 3,996001 4 4,00040001 4,004001 4,41

𝑓′ 2 =?

𝑓 𝑥 − 𝑓(2)

𝑥 − 2
3,9 3,99 3,999 4,14,0014,0001

𝑓′ 2 = 4



Předpokládejte, že přímka 𝐿 je tečnou ke grafu funkce 𝑓 v bodě [4; 4], jak je naznačeno na

obrázku. Najděte 𝑓′(4).

[4; 4] [0; 2]

𝑚𝐿 =
4−2

4−0
=

1

2
𝑓′ 𝑥 =



Pravda nebo nepravda?

Výrok 1:

Nechť 𝑓:ℝ → ℝ je spojitá funkce. Jestliže je (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) minimální bod, pak 𝑓′(𝑥0) = 0.

Pravda / Nepravda

𝒙𝟎
𝑓′ 𝑥0 neexistuje

𝒇



Věta: Nechť má funkce 𝑓 v bodě 𝑐 lokální extrém. Existuje-li 𝑓′(𝑐), pak 𝑓′ 𝑐 = 0.

𝒄

𝒇

𝒇′(𝒄) = 𝟎



Výrok 2: Nechť 𝑓:ℝ → ℝ je diferencovatelná funkce. Jestliže 𝑓′(𝑥0) = 0, pak (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) je

minimální nebo maximální bod.

Pravda / Nepravda

𝒙𝟎

𝒇′(𝒙𝟎) = 𝟎



Nechť je funkce 𝑓 spojitá na interval [𝑎, 𝑏] a nechť 𝑓′(𝑥) existuje pro všechna 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). Pak

platí:

𝒇′ 𝒙𝟏 > 𝟎

𝒇′ 𝒙𝟐 > 𝟎

𝒇′ 𝒙𝟑 > 𝟎

∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 : 𝑓′ 𝑥 > 0 ⇒ 𝑓 je rostoucí na (𝑎, 𝑏)



Necht’ je funkce 𝑓 spojitá na interval [𝑎, 𝑏] a nechť 𝑓′(𝑥) existuje pro všechna 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). Pak

platí:

𝒇′ 𝒙𝟏 < 𝟎

𝒇′ 𝒙𝟐 < 𝟎

𝒇′ 𝒙𝟑 < 𝟎

∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 : 𝑓′ 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓 je klesající na (𝑎, 𝑏)



❑ Je-li 𝑓 spojitá na intervalu I a 𝑓′′ 𝑥 > 0 pro všechny vnitřní body 𝑥 intervalu I, pak 𝑓 je

konvexní na I.

Je-li 𝑓 spojitá na intervalu I a 𝑓′′ 𝑥 < 0 pro všechny vnitřní body 𝑥 intervalu I, pak 𝑓 je

konkávní na I.



𝒇′′ 𝒙 > 𝟎

𝒇′′ 𝒙 < 𝟎

𝒇′′ 𝒙 = lim
𝒉→𝟎

𝒇′ 𝒙 + 𝒉 − 𝒇′(𝒙)

𝒉
𝒙𝟏

𝒇′ 𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒇′ 𝒙𝟐

𝒇′′ 𝒙 ≈
𝒇′ 𝒙𝟐 −𝒇′ 𝒙𝟏

𝒙𝟐−𝒙𝟏

> 𝟎

> 𝟎

> 𝟎



Graf funkce 𝑓 je uveden níže. Která volba z (a) až (e) by mohla být grafem 𝑓′?



Graf 𝑓′ je uveden níže. Která volba (a) až (e) by mohla být grafem 𝑓?





Domácí úkol. Vzhledem k zobrazenému grafu funkce 𝑓 určete:

a) Intervaly, na kterých 𝑓 je rostoucí, resp. klesající.

b) V jakém bodě má funkce 𝑓 lokální maximum, resp. lokální minimum.

c) Souřadnice inflexních bodů funkce 𝑓.

d) V jakém intervalu je funkce 𝑓 konkávní, resp. konvexní?

e) Vytvořte možný graf derivace, 𝑓′.
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