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Řady
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∞
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Co to znamená, když se řekne, že „nekonečná řada konverguje nebo diverguje“?

෍
𝒏=𝟏

∞

𝒂𝒏

Posloupnost částečných součtů (𝑺𝒏)

𝑆1 = 𝑎1
𝑆2 = 𝑎1 + 𝑎2

𝑆3 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3
…

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛

Existuje-li limita částečných součtů lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝑆

Pokud 𝑆 ∈ ℝ, říkáme že řada (σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛) je konvergentní

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯ =෍
𝑛=1

∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝑆

Pokud lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 neexistuje nebo je nekonečná, říkáme, že řada (σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛) je divergentní



1. Řada jako nekonečný nekončící proces sčítání [Series as an infinite unending process of addition]

1

(1)(3)
+

1

(3)(5)
+

1

(5)(7)
+⋯

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 +⋯ (Grandi, 1703)

𝐴 = 1 + 2 + 3 + 4 +⋯

𝐵 = 2 + 4 + 6 + 8 +⋯
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)+⋯ 𝑺 = 𝟏

(1 − 1) +(1 − 1) +(1 − 1) +(1 − 1) +⋯ = 0 + 0 + 0 + 0 +⋯ = 0

1 +(−1 + 1) +(−1 + 1) +(−1 + 1) +⋯ = 1 + 0 + 0 + 0 +⋯ = 1

𝐴 > 𝐵 𝐴 < 𝐵 𝐴 = 𝐵
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(3)(5)
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(5)(7)
+⋯

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 +⋯ (Grandi, 1703)

𝐴 = 1 + 2 + 3 + 4 +⋯

𝐵 = 2 + 4 + 6 + 8 +⋯

2. Řada jako posloupnost částečných součtů
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2
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𝑆𝑛 = 1 −
𝑛 + 1

2𝑛 + 1

= 𝑺lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

(1 −
𝑛 + 1

2𝑛 + 1
) = 𝟏 −

𝟏

𝟐
=
𝟏

𝟐

(𝑆𝑛)𝑛=1
∞ lim

𝑛→∞
𝑆𝑛= 1, 0, 1, 0, 1,… neexistuje

𝑆𝑛 =
𝑛(𝑛 + 1)

2
lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛(𝑛 + 1)

2
= +∞ řada 𝐴 je divergentní

𝑆𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1) lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛(𝑛 + 1) = +∞ řada 𝐵 je divergentní



Grafické znázornění posloupnosti členů 𝒂𝒏 a posloupnosti částečných součtů 𝑺𝒏:

(𝑎𝑛)𝑛=1
∞

(𝑆𝑛)𝑛=1
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Mylné představy studentů o nekonečných řadách
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Dvě různé představy o nekonečných řadách:

Představa 1: Řada jako nekonečný nekončící proces sčítání

Představa 2: Řada jako posloupnost částečných součtů

❑ Většina výzkumů, které jsem vám ukázal (Bagni, 2005; Barahmand, 2018; Cornu, 1991, Tall,

1976), byla prováděna se studenty, kteří dosud neabsolvovali formální výuku nekonečných řad.

Proto účastníci těchto studií většinou vykazovali představu 1.

❑ Domníváme se, že po formální výuce se představa studentů posune z představy 1 na představu

2, ale některé studie (Martínez-Planell et al., 2012; Eckman & Hah Roh, 2024) ukazují, že i po

formální výuce mnoho studentů stále vykazuje představu 1.

V kurzech Analýza 1 nebo Kalkulu se mnoho učitelů věnuje velkému množství kritérií

konvergence, a kvůli časovým omezením často nezbývá čas na jiné krásné části řad.



Kritéria konvergence pro řady s nezápornými členy



Věta (Nutná podmínka konvergence řady).
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𝒏→∞
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Zkušební otázky na téma nekonečná řada v MA1



Nyní vyřešíme několik aktivit souvisejících s řadami



3) U nekonečné geometrické řady určete první člen 𝑎1 a kvocient 𝑞. Rozhodněte, zda je daná řada

konvergentní a pokud ano, určete její součet σ𝑖=1
∞ (−1)𝑖(

2

3
)2−𝑖.

1) Zapište pomocí sumy:

a) 10 − 2 + 0,4 − 0,08 +⋯

b) 4 + 3 +
9

4
+

27

16
+⋯

4) Řešte rovnici 2 − 4𝑥 + 8𝑥2 −⋯ = 1

5) Řešte rovnici 𝑥 + 1 σ𝑖=1
∞ (𝑥 + 2)𝑖 =

3𝑥+2

5

2) Napište ve tvaru zlomku tato čísla (řešte pomocí řady)

a) 14, 3 b) −0, 61 c) 5,2587



6) Na obrázku níže jsou grafy dvou posloupností souvisejících s jistou řadou σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛. Vysvětlete,

který graf náleží posloupnosti se členy 𝑎𝑛 a který náleží posloupnosti částečných součtů 𝑆𝑛.



7) Uvažujme nekonečnou řadu σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛. Graf posloupnosti (𝑎𝑛)𝑛=1

∞ je na obrázku níže.

a) Je řada σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 konvergentní, nebo divergentní?

b) Načrtněte, jak přibližně vypadá graf posloupnosti částečných součtů této řady

a stručně vysvětlete svou odpověď na otázku (a).



8) Nekonečná spirála se skládá z polokružnic, poloměr první polokružnice je 6 cm, poloměr každé

další polokružnice je o
1

3
menší než poloměr polokružnice předcházející. Vypočítejte délku

spirály.



➢ Pro každou danou řadu spolu souvisejí tři složky:

෍
𝑛=1

∞

𝑎𝑛 :

Posloupnost členů 𝑎𝑛

Posloupnost částečných součtů 𝑆𝑛

Samotná řada

➢ Přestože se snažíme vše co nejlépe vysvětlit, mnoho studentů má potíže pochopit, jak tyto tři

složky spolu souvisejí.



9) Zvažme řadu σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛. Tato řada buď konverguje, nebo diverguje. Stejně tak posloupnost členů

{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … } buď konverguje, nebo diverguje. A samozřejmě i odpovídající posloupnost

částečných součtů {𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, … } buď konverguje, nebo diverguje. Pro každý scénář od 𝐴 do 𝐻 v

tabulce rozhodněte, zda je daný scénář možný, nebo nemožný. Například ve scénáři 𝐴 se ptáme:

Je možné nalézt řadu σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛, pro kterou posloupnost členů {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … } konverguje, ale

posloupnost částečných součtů {𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, … } diverguje a samotná řada diverguje?

Scénář

Posloupnost 

členů

{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … }

Posloupnost 

částečných

součtů

{𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, … }

Řada σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 možný, nebo

nemožný?

A Konverguje Diverguje Diverguje

B Konverguje Diverguje Konverguje

C Konverguje Konverguje Diverguje

D Konverguje Konverguje Konverguje

E Diverguje Konverguje Diverguje

F Diverguje Konverguje Konverguje

G Diverguje Diverguje Diverguje

H Diverguje Diverguje Konverguje



10) Nechť je n-tý částečný součet řady σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 dán vzorcem 𝑆𝑛 = 3 − 𝑛2−𝑛.

(a) Najděte hodnotu 𝑎𝑛 (pro obecné 𝑛 ∈ ℕ).

(b) Určete součet σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛.

11) Najděte součet
1

(1)(3)
+

1

(3)(5)
+

1

(5)(7)
+⋯
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Teleskopická řada vhodná pro střední školu
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𝟏
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𝟏

𝟑
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𝟏

𝟑
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𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟐
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𝟏

𝟑
+

𝟏

𝟑
−
𝟏

𝟒
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𝟏

𝟒
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𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟐
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𝟏

𝟑
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𝟏

𝟑
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𝟏
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+ …+

𝟏

𝒏 − 𝟏
−
𝟏

𝒏
+

𝟏

𝒏
−

𝟏

𝒏 + 𝟏
= 𝟏 −

𝟏

𝒏 + 𝟏

෍
𝒏=𝟏

∞ 𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)
= lim

𝒏→∞
𝑺𝒏 = lim

𝒏→∞
(𝟏 −

𝟏

𝒏 + 𝟏
) = 𝟏 − 𝟎 = 𝟏



12) Najděte součet řady: a) σ𝑛=2
∞ 1

𝑛3−𝑛
b) [domácí úkol] σ𝑛=1

∞ 3𝑛2+3𝑛+1

(𝑛2+𝑛)3



Nekonečná řada σ𝒏=𝟏
∞ (−𝟏)𝒏−𝟏𝒃𝒏:

1) (𝑏𝑛)𝑛=1
∞ je nerostoucí posloupnost reálných čísel

2) lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 0

Vizuální důkaz, proč tato řada konverguje

0

𝑏1

𝑆1

−𝑏2

𝑆2

+𝑏3

𝑆3

−𝑏4

𝑆4

+𝑏5

𝑆5

−𝑏6

𝑆6 𝑺



13) Je padesátý částečný součet 𝑆50 řady σ𝑛=1
∞ (−1)𝑛

𝑛+1
větší, nebo menší než její součet? Vysvětlete.



14) Najděte součet řady σ𝑛=1
∞ 𝑛

𝑛+1 !
.

15) Známe fakt, že 𝑒𝑥 > 𝑥 + 1 pro každé 𝑥 > 0. Pokud je 𝑆𝑛 Částečným součtem harmonické

řady (σ𝑛=1
∞ 1

𝑛
), ukažte, že 𝑒𝑆𝑛 > 𝑛 + 1. Proč z toho plyne, že harmonická řada diverguje?

16) Dokažte, že daná rovnost platí (řešte geometricky pomocí obsahu čtverce.)
1

2
+
1

4
+
1

8
+⋯+

1

2𝑛
+⋯ = 1

8

9
+
8

92
+
8

93
+⋯+

8

9𝑛
+⋯ = 1



Nekonečné řady a geometrie:

𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟒
+
𝟏

𝟖
+⋯+

𝟏

𝟐𝒏
+⋯ =

1

2
1

4

1

8 1

16

1

32
1

64

1

1

𝟏



𝟖

𝟗
+

𝟖

𝟗𝟐
+

𝟖

𝟗𝟑
+⋯+

𝟖

𝟗𝒏
+⋯ = 𝟏



෍
𝒏=𝟏

∞

ln
𝑛

𝑛 + 1
෍

𝒏=𝟏

∞

(cos
1

𝑛2
− cos

1

(𝑛 + 1)2
)

෍
𝒏=𝟏

∞

(𝒆
𝟏
𝒏 − 𝒆

𝟏
𝒏+𝟏) ෍

𝒏=𝟏

∞ 𝟑

𝒏(𝒏 + 𝟑)

17) Najděte součet řady:



Děkuji za pozornost!

borji@karlin.mff.cuni.cz
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