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Řady
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∞
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Co to znamená, když se řekne, že „nekonečná řada konverguje nebo diverguje“?



Definice:

Je dána posloupnost (𝑎𝑛)𝑛=1
∞ . Výraz tvaru

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛 +⋯
se nazývá řada.

➢ Pokud je posloupnost konečná, tedy (𝑎𝑛)𝑛=1
𝑘 vznikne konečná řada a zapisuje se

➢ Pokud je posloupnost nekonečná, tedy (𝑎𝑛)𝑛=1
∞ vznikne nekonečná řada a zapisuje se

=෍
𝑛=1

𝑘

𝑎𝑛

෍
𝑛=1

∞

𝑎𝑛

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑘



Posloupnost částečných součtů (𝑺𝒏)

Máme dánu posloupnost (𝑎𝑛)𝑛=1
∞ . Člen posloupnosti částečných součtů 𝑆𝑛 vznikne jako součet

Tedy

𝑆1 = 𝑎1
𝑆2 = 𝑎1 + 𝑎2

𝑆3 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3
…

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛

෍
𝑛=1

∞

𝑎𝑛

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛.

= lim
𝑛→∞

𝑆𝑛



lim
𝑛→∞

𝑆𝑛

Existuje-li limita částečných součtů lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝑆

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯ =෍
𝑛=1

∞

𝑎𝑛 = 𝑆

Pokud 𝑆 ∈ ℝ, 

Pokud lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 neexistuje nebo je nekonečná, 

říkáme že řada (σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛) je konvergentní

říkáme, že řada (σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛) je divergentní

Limita částečných součtů



Představy studentů o nekonečných řadách

Mezi studenty existují dvě různé představy o nekonečných řadách (Martínez-Planell et al., 2012):

1. Řada jako nekonečný nekončící proces sčítání [Series as an infinite unending process of addition]

2. Řada jako posloupnost částečných součtů

𝑆1 = 𝑎1
𝑆2 = 𝑎1 + 𝑎2

…

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑎1+𝑎2+𝑎3+⋯+ 𝑎𝑛+⋯

=෍
𝑛=1

∞

𝑎𝑛lim
𝑛→∞

𝑆𝑛
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1. Řada jako nekonečný nekončící proces sčítání

𝑆 = (
1

1
−
2

3
) +(

2

3
−
3

5
)+(

3

5
−
4

7
) +⋯ = 1 +(−

2

3
+
2

3
)+(−

3

5
+
3

5
)+(−

4

7
+
4

7
)+⋯ 𝑺 = 𝟏

2. Řada jako posloupnost částečných součtů

𝑆1 = 1 −
2

3

𝑆2 = (1 −
2

3
) +(

2

3
−
3

5
)= 1 −

3

5

𝑆3 = (1 −
2

3
) +(

2

3
−
3

5
)+(

3

5
−
4

7
) = 1 −

4

7

𝑆𝑛 = 1 −
𝑛 + 1

2𝑛 + 1

= 𝑺

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

(1 −
𝑛 + 1

2𝑛 + 1
)

= 𝟏 −
𝟏

𝟐
=
𝟏

𝟐



Nekonečná geometrická řada

Nechť (𝑎𝑛)𝑛=1
∞ je geometrická posloupnost, pro jejíž kvocient 𝑞 platí |𝑞| < 1.

Nechť (𝑆𝑛) je posloupnost částečných součtů.

Potom je (𝑆𝑛) konvergentní a platí:

෍
𝑛=1

∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 =
𝑎

1 − 𝑞

𝒂 + 𝒂𝒒 + 𝒂𝒒𝟐 + …+ 𝒂𝒒𝒏 +⋯



෍
𝒌=𝟏

∞

𝒒𝒌−𝟏
Geometrická řada

𝑺𝟏 = 𝟏 𝑺𝟐 = 𝟏 + 𝒒, 𝑺𝟑 = 𝟏 + 𝒒 + 𝒒𝟐

𝑺𝒏 = 𝟏 + 𝒒 +⋯+ 𝒒𝒏−𝟏

𝒒𝑺𝒏 = 𝒒 +⋯+ 𝒒𝒏−𝟏 + 𝒒𝒏
𝑺𝒏 − 𝒒𝑺𝒏

𝑺𝒏(𝟏 − 𝒒) ⇒ 𝑺𝒏 =
𝟏 − 𝒒𝒏

𝟏 − 𝒒

෍
𝒌=𝟎

∞

𝒒𝒌−𝟏= lim
𝒏→∞

𝑺𝒏 =
𝟏

𝟏 − 𝒒

=

= 𝟏 − 𝒒𝒏

= 𝟏 − 𝒒𝒏

= lim
𝒏→∞

(
𝟏 − 𝒒𝒏

𝟏 − 𝒒
) lim

𝒏→∞
(𝟏 − 𝒒𝒏)

−𝟏 < 𝒒 < 𝟏
𝟏

𝟏 − 𝒒

𝒒 ≥ 𝟏 ∨ 𝒒 ≤ −𝟏Divergentní



Grafické znázornění posloupnosti členů 𝒂𝒏 a posloupnosti částečných součtů 𝑺𝒏:

(𝑎𝑛)𝑛=1
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(𝑆𝑛)𝑛=1
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Mylné představy studentů o nekonečných řadách
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❑ Někteří studenti věří, že pokud členy řady s kladnými členy směřují k nule, částečný součet se

stále bude neomezeně zvětšovat, což znamená, že řada nemůže konvergovat.
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❑ Někteří studenti předpokládají, že pokud posloupnost 𝑎𝑛 klesá a lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0, pak řada

σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 musí také konvergovat.
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𝟏−𝟏+𝟏−𝟏+𝟏 − 𝟏 +⋯ (Grandi, 1703)

Bagni (2005) dal tuto řadu 77 studentům ve věku 16–18 let:

Odpovědi

Výsledek je 0 26 29%

Výsledek je 1 3 4%

Výsledek může být buď 0, nebo 1 18 20%

Výsledek je
1

2
4 5%

Výsledek je nekonečný 2 2%

Výsledek neexistuje 5 6%

Žádná odpověď 30 34%

Odpovědi těchto 5 studentů nebyly

podloženy jasným odůvodněním.



Různé výsledky pro součet Grandiho řady:

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 +⋯ (Grandi, 1703)

(1 − 1) +(1 − 1) +(1 − 1) +(1 − 1) +⋯ = 0 + 0 + 0 + 0 +⋯ = 0

1 +(−1 + 1) +(−1 + 1) +(−1 + 1) +⋯ = 1 + 0 + 0 + 0 +⋯ = 1

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 +⋯𝑆 = = 1 − (1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 +⋯)

𝑆

⇒ 𝑆 = 1 − 𝑆

⇒ 𝑆 =
1

2



1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 +⋯ (Grandi, 1703)

𝑆1 = 1

𝑆2 = 1 − 1 = 0

𝑆3 = 1 − 1 + 1 = 1

𝑆4 = 1 − 1 + 1 − 1 = 0

…

(𝑆𝑛)𝑛=1
∞

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛

Částečné součty Grandiho řady:

= 1, 0, 1, 0, 1,…

neexistuje



Rovnost 𝟎, 𝟗𝟗𝟗… = 𝟏

Několik výzkumníků jako Cornu (1991), Tall (1976) a Tall a Schwarzenberger (1978) ukázali, že

mnoho studentů si myslí, že tato rovnost je nepravdivá.

➢ Někteří studenti si myslí, že 0,999… je poslední číslo před 1, a tedy je menší než 1.

➢ Někteří studenti to odůvodňují následovně:

0,9 < 1

0,99 < 1

0,999 < 1

0,9999999999 < 1

…

⇒

((Mylná představa souvisí s generalizací pravidel pro konečná čísla na nekonečná.))

𝟎, 𝟗𝟗𝟗… < 𝟏



Obvykle nemůžeme generalizovat pravidla platná pro konečné množiny na nekonečné.

Tsamir (1999) zjistil, že nejen studenti, ale i učitelé chybně připisují vlastnosti konečných množin

nekonečným množinám.

Jeden příklad z MA1:

lim
𝑛→∞

1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑛

𝑛2

= lim
𝑛→∞

(
1

𝑛2
+

2

𝑛2
+⋯+

𝑛 − 1

𝑛2
+
𝑛

𝑛2
)

lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 + lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

= lim
𝑛→∞

1

𝑛2
+ lim

𝑛→∞

2

𝑛2
+⋯+ lim

𝑛→∞

𝑛

𝑛2
= 0 + 0 +⋯+ 0 = 0

Zde nemůžeme použít větu o aritmetické limitě

lim
𝑛→∞

1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑛

𝑛2
= lim

𝑛→∞ 𝑛2

𝑛(𝑛 + 1)

2 = ⋯ =
1

2



𝟎, 𝟗𝟗𝟗… = 𝟏

0,9999… = 0,9 +0,09 +0,009+0,0009+⋯=
9

10
+

9
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+
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1000
+

9

10000
+⋯ =

𝑎1 =
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=
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=

9
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1 −
1
10

=

9
10
9
10

= 1

⇒ 𝟎, 𝟗𝟗𝟗𝟗… = 𝟏



Předpokládejme, že 𝐴 je součet přirozených čísel a 𝐵 je součet kladných sudých čísel:

𝐴 = 1 + 2 + 3 + 4 +⋯

𝐵 = 2 + 4 + 6 + 8 +⋯

Který z následujících vztahů mezi 𝐴 a 𝐵 podle vás platí?

1) 𝐴 > 𝐵

2) 𝐴 < 𝐵

3) 𝐴 = 𝐵

4) Nelze je porovnat.

Studie Barahmanda (2018) mezi 93 studenty středních

škol ve věku 16–17 let o nekonečných řadách:

Počet odpovědí na otázku:

𝐴 > 𝐵
43

𝐴 < 𝐵
11

𝐴 = 𝐵
11

Není možné

25
Žádná odpověď

3



➢ Pro každou danou řadu spolu souvisejí tři složky:

෍
𝑛=1

∞

𝑎𝑛 :

Posloupnost členů 𝑎𝑛

Posloupnost částečných součtů 𝑆𝑛

Samotná řada

➢ Přestože se snažíme vše co nejlépe vysvětlit, mnoho studentů má potíže pochopit, jak tyto tři

složky spolu souvisejí.



Aby učitelé tyto tři složky propojili, mohou uvést následující příklady:

1) Vztah mezi posloupností 𝑎𝑛 a samotnou řadou σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛

Příklad: Zapište součet 3 − 4 +
16

3
−

64

9
+⋯ ve tvaru σ𝑛=1

∞ 𝑎𝑛

2) Vztah mezi 𝑎𝑛 a 𝑆𝑛

Příklad: Uvažujte posloupnost 4, 3,
9

4
,
27

16
, …, a najděte posloupnost částečných součtů 𝑆𝑛.

3) Vztah mezi 𝑆𝑛 a samotnou řadou (σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛)

Příklad: Je-li dána řada σ𝑛=1
∞ 12

(−5)𝑛
, zapište posloupnost částečných součtů 𝑆𝑛.



Pro každý scénář od 𝐴 do 𝐻 v tabulce rozhodněte, zda je daný scénář možný, nebo nemožný.

Například ve scénáři 𝐴 se ptáme: Je možné nalézt řadu σn=1
∞ an, pro kterou posloupnost členů

{a1, a2, a3, … } konverguje, ale posloupnost částečných součtů {S1, S2, S3, … } diverguje a samotná

řada diverguje?

Scénář

Posloupnost

členů

{a1, a2, a3, … }

Posloupnost

částečných

součtů

{S1, S2, S3, … }

Řada σn=1
∞ an možný, nebo

nemožný?

A Konverguje Diverguje Diverguje

B Konverguje Diverguje Konverguje

C Konverguje Konverguje Diverguje

D Konverguje Konverguje Konverguje

E Diverguje Konverguje Diverguje

F Diverguje Konverguje Konverguje

G Diverguje Diverguje Diverguje

H Diverguje Diverguje Konverguje



Děkuji za pozornost!

borji@karlin.mff.cuni.cz
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