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Co to znamena, kdyzZ se fekne, Ze ,,nekonecna fada konverguje nebo diverguje‘?



Definice:
Je dana posloupnost (a,,),-4. Vyraz tvaru

a1+a2+a3+”'+an+'”
se nazyva rada.

> Pokud je posloupnost koneéna, tedy (a,)%_,vznikne kone¢na Fada a zapisuje se

k
a, +a, +az+ -+ a =2 a,

n=1
» Pokud je posloupnost nekonec¢na, tedy (a,),=; VZnikne nekonecna rada a zapisuje se

00
n=1



Posloupnost ¢aste¢nych souétia (S,,)

Mame danu posloupnost (a,,)$-. Clen posloupnosti ¢asteénych soudtl S,, vznikne jako soudet

a, +a, +az+ -+ a,.
Tedy
S1 =04
S, =aq4 +a,
S3=a; +a, +as

Sn:a1+a2+"'+an



lim S, Limita ¢asteénych soudth

n—>00

Existuje-li limita ¢aste¢nych soudti lim S, =S

n—00

al_l_az_l_ag_'_...:z an:S
n=1

Pokud S € R, tikame ze fada (35~ a,,) je konvergentni

Pokud lim S,, neexistuje nebo je nekone¢na, fikame, ze fada (3., a,,) je divergentni

n—-00




Predstavy studentii 0 nekone¢nych radach
Mezi studenty existuji dvé rizné predstavy 0 nekonecnych radach (Martinez-Planell et al., 2012):

1. Rada jako nekonedny nekong¢ici proces s¢itani [Series as an infinite unending process of addition]
aq +a2 +a3 + -+ aAn + .-

2. Rada jako posloupnost ¢aste¢nych souéti
51= a4
SZ = aq + a,

Sn=a1+a2+-"+an

o
Jim Sp= ) _an
n=1
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2. Rada jako posloupnost ¢aste¢nych souéti

S; =1 :
1 — 32
2 3 3
2 = ( 3)+(3 5) -
2 2 3 4

1. Rada jako nekoneény nekoné&ici proces séitani

S =1- n+1
2n +1
n+1
lim S,, = lim (1 —
aeon = = o )
1 1



Nekonec¢na geometricka rada

Necht’ (a,,).—1 J& geometricka posloupnost, pro jejiz kvocient g plati |g| < 1.

a+aq+ aq®*+ .. +aq" +--

Necht’ (S,,) je posloupnost ¢astecnych souctt.

Potom je (S,,) konvergentni a plati:




Geometricka rada

Z g1
k=1

s, =1 S=1+q, S3=1+q+q*

Sn:1+-q—4—‘—ﬂ'n—_1 Sn_qsnzl_qn

Sp =g+—+Fq" 1+ q" —q"
qn q q Sn(l—CI)=1—qn :)Snzl q
1-q
” k-1 . o 1-q" 1 .
zk=oq _Al_r}c}osn=111££10(1_q):1_q111££10(1—q")
r 1
1—gq -1<q<1

LDivergentnl' q=1vq=-1



Graficke znazornéni posloupnosti ¢leni a,, a posloupnosti ¢astecnych soucti S,,:
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n—>00
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Mylne predstavy studentii 0 nekone¢nych iFadach

O Nekteri studenti veri, ze pokud ¢leny fady s kladnymi ¢leny smétuji K nule, ¢aste¢ny soucet se
stale bude neomezené zvétSovat, coz znamena, ze fada nemize konvergovat.
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" 2°374"77 100" 2 '3 4 100 e1n

11 1 1 1 1 1
1, -, =, —, ..., L e 1+-—4+—-+— z

4’9’ 16" ' 10000 179 6 +10000 n= 1n2 x

O Nekteri studenti predpokladaji, ze pokud posloupnost a, klesa a lim a,, = 0, pak rada
n—>00

»®_. a, musi také konvergovat.
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Bagni (2005) dal tuto radu 77 studentiim ve véku 16-18 let:

Odpovédi

Vysledek je 0
Vysledek je 1

1-14+41-14+41—1+ -

Vysledek muize byt bud’ 0, nebo 1

Vysledek je -

Vysledek je nekonec¢ny

Vysledek neexistuje

Zadna odpoved

(Grandi, 1703)

26 29%
3 4%
18 20%
4 5%
2 2%
5 6%

30 34%

Odpovédi téchto 5 studenti nebyly
podlozeny jasnym odiivodnénim.



Riizné vysledky pro soucet Grandiho rady:

1-1+1-1+1-1+-- (Grandi, 1703)
I-D+1-D+A-D+A -1 +--=04+0+0+0+-- =0
1+(-1+1D) +(-1+1) +(-1+1) 4+ =14+0+0+0+--=1

S=1-141-1+1-1++=1-(1-1+1-141-1+-) =S§=
| Y ]
S =5 =




Casteéné soucty Grandiho fady:

1-1+1-1+1-1+-- (Grandi, 1703)
51:1
5221—120

S;=1—-1+1=1
S,=1—1+1-1=0
(S)%, =1,0,1,0,1, ...

lim §,, neexistuje

n—00



Rovnost 0,999 ... =1

N¢ékolik vyzkumniki jako Cornu (1991), Tall (1976) a Tall a Schwarzenberger (1978) ukazali, ze
mnoho studentti si mysli, ze tato rovnost je nepravdiva.

» Nekteti studenti s1 mysli, ze 0,999... je posledni ¢islo pied 1, a tedy je mensi nez 1.

» Nc¢ktefi studenti to odiivodiiuji nasledovné:

09<1
099 <1
0,999 ..<1
0,999 <1
0,9999999999 < 1

((Mylna predstava souvisi s generalizaci pravidel pro konec¢na ¢isla na nekonec¢na.))



Obvykle nemtzeme generalizovat pravidla platna pro kone¢né mnoziny na nekonecné.

Tsamir (1999) zjistil, Ze nejen studenti, ale 1 ucitelé chybn¢ pfipisuji vlastnosti kone¢nych mnozin
nekoneCnym mnozZinam.

Jeden priklad z MAL:

lim (a, + b)) = 7ﬁlll_r)glo a, + lim b,

142434 -+n nco no0
lim >
n—oo n

L nol o Bin oy gim 2 im— =0+0+-+0 =0
=71Lr)£10(n2+n2+---+ n? +ﬁ) —,}ljglopﬂgjgo; ++r1zl—r>roloﬁ - -
Zde nemizeme pouzit vétu o aritmeticke limité

nn+1)

- 14+24+3+--+n _ 2 1

lim = lim — e — _

n—oo nZ n—oo nz ?



0,999..=1

0,9999 0,9 +0,09 +0,009+0,0009 A . W
) - = 02 40,07 +0,009+0,0009 % = 75 " 100 " 1000 " 10000
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= 10,9999 .. =1



Predpokladejme, ze A je soucet prirozenych Cisel a B je soucet kladnych sudych cisel:
A=1+2+3+4+-
B=2+4+6+8+--

Ktery z nasledujicich vztahii mezi A a B podle vas plati?

1)A>B |

Studie Barahmanda (2018) mezi 93 studenty stiednich
2)A<B skol ve veku 16-17 let 0 nekoneénych fadéch:
3)A=B

4) Nelze je porovnat.

Pocet odpovédi na otazku:

A>B A<B A=B Nenimozné  Zadna odpovéd
43 11 11 25 3




» Pro kazdou danou radu spolu souviseji tfi slozky:

Posloupnost ¢lent a,,

00)
z Ay, : > Posloupnost ¢aste¢nych soucta S,
n=1

Samotna fada

> Prestoze se snazime vSe CO nejlépe vysvétlit, mnoho studentd ma potize pochopit, jak tyto tii

slozky spolu souviseji.



Aby ucitelé tyto tii slozky propojili, mohou uvést nasledujici priklady:

1) Vztah mezi posloupnosti a,, a samotnou fadou )., -, a,
v s oy . 16 64 ©
Priklad: Zapiste soucet 3 — 4 + < 5 T Ve tvaru )., -4 a,
2) Vztah mezi a, a S,
Priklad: Uvazujte posloupnost 4, 3, z , i—z ..., a najdéte posloupnost ¢astecnych soucti S,,.

3) Vztah mezi S,, a samotnou fadou (3, -7 a,,)

12
(=5)™

Priklad: Je-li danatada ), zapiSte posloupnost ¢astecnych souctu S,,.



Pro kazdy scénar od A do H v tabulce rozhodnéte, zda je dany scénar mozny, nebo nemozny.
Napriklad ve scénari A se ptame: Je mozné nalézt fadu ),,-,a,, pro kterou posloupnost ¢lend
{ai,a,,as, ... } konverguje, ale posloupnost ¢aste¢nych soucta {S4, S,, Ss, ... } diverguje a samotna

rada diverguje?

Posloupnost Posloupnost )
Scénar Cleni CasteCnych Rada )}, a, | mozny, nebo
{ay,a,,a3, ...} souctu nemozny?
{51,S5,S3, ...}
A Konverguje Diverguje Diverguje
B Konverguje Diverguje Konverguje
C Konverguje Konverguje Diverguje
D Konverguje Konverguje Konverguje
E Diverguje Konverguje Diverguje
F Diverguje Konverguje Konverguje
G Diverguje Diverguje Diverguje
H Diverguje Diverguje Konverguje




Dékuji za pozornost!

borji@karlin.mff.cuni.cz
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