Rozvijeni konceptuadlnich znalosti ve skolské matematice

Vahid Borji & Petra Surynkova, Katedra didaktiky matematiky, Univerzita Karlova
Aktivita 2: Od odmocnin a doplnéni na ¢tverec k metodé diskriminantu.
Ptipomenime, Ze v ptedchozi aktivité jsme si pripomnéli dvé zakladni véty.
A)pokud b > 0 a|x| = b, pak x = b nebo x = —b
B) Pro kazdé relné &islo x, Vx2 = |x|.

1) V tomto tkolu zkoumame normované kvadratické rovnice (Normovana kvadraticka rovnice je
rovnice ve tvaru x2 + bx + ¢ = 0, kde koeficient u x? je roven 1).

a) Reste rovnici x? + bx + ¢ = 0 dopInénim na &tverec a pomoci odmocnin vV . Zdivodnéte
VYSLOVNYM pouzitim dvou vét uvedenych vyse.

b) Pouzijte feSeni z ptedchozi Casti k uréeni podminek na b a c, které zarucuji: Zzadny realny koien,;
pravé jeden kofen; dva rizné realné koteny. (Napovéda: zaméite se na moznosti Cisel pod
odmocninou.)

c¢) Uved’te priklady normovanych kvadratickych rovnic bez realného kotene; s jednim kofenem; a
se dvéma riznymi realnymi koteny.

d) Jak podle vas budou vypadat grafy rovnic z predchozi ¢asti? Vysvétlete a ovéite pomoci grafické
technologie.

e) Zapiste piiklady ve tvaru x* + bx + ¢ = 0. Jaky myslite, Ze je vztah mezi kofeny rovnic x? +
bx + ¢ = 0, které jste uvedli, a rozklad na kotenové Cinitele odpovidajicich polynomil
p(x) = x? + bx + ¢?

f) Rozlozte (na soucin) odpovidajici polynomy (pouzijte komplexni Cisla, je-li tieba) a ovéite
vynasobenim.

2) V tomto tkolu zkoumame obecnou kvadratickou rovnici s redlnymi koeficienty.

a) Reste rovnici ax? 4+ bx +c =0 (a # 0) doplnénim na &tverec a pomoci odmocnin vV .
Zdtivodnéte jednotlivé kroky VYSLOVNYM pouzitim dvou vét z ivodu aktivity.

b) Reseni z piedchozi ¢asti (které by mélo byt stejné jako vase feSeni) se nazyva vzorec pro kofeny
pomoci diskriminantu. PouzZijte jej k uréeni podminek na a, b a c, které zarucuji: zZadny realny
kofen; jeden koten; dva rizné realné koteny.

c) Vysvétlete, pro¢ kofeny rovnice ax? + bx + ¢ = 0 dané vzorcem odpovidaji prise¢ikiim grafu
y = ax? + bx + ¢ s osou x.

d) Vysvétlete, pro¢ lze z vzorce usoudit, Ze x-ové soufadnice vrcholu paraboly y = ax? + bx + ¢

o x = b
J T 24

e) Pouzijte diferencidlni pocet (calculus) k dikazu, Ze x-ova soufadnice vrcholu paraboly y =

ax? +bx +cjex = —=.
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3) Sestavte ptiklady, které byste jako ucitel pouzili k ukézani vztahti mezi vzorcem, povahou
kotentl, grafy odpovidajicich polynomii a jejich rozkladem na soucin. Ukazte veSkeré vypocty
1 praci, kterou by méli provadét zaci.

4) Zvazte rovnici x2 + 3x = 18.
a) Vyuzijte vzorec pro kotfeny pomoci diskriminantu k jejimu feSeni.
b) Ovéite feSeni rozkladem na soucin.
c) Oveite feSeni graficky.

5) Vsimnéte si vztahu mezi nasledujicimi rovnicemi a predchozim ukolem. Pouzijte piredchozi
feSeni k vyfeSeni rovnic pro u:

a. Qu+12+3QRu+1)=18
b. Qu+1)?=18-3Qu+1)

6) V kontextu fyzikalniho problému narazite na rovnici y — y, = (vysinfy)t — % gt?. Vyieste
rovnici pro t v zavislosti na ostatnich proménnych.

Aktivita 3: Vztah mezi FeSenim rozkladem na soucin, diskriminantnim vzorcem a grafem

1) Zvazte rovnici x(x + 6) = —8.

a) Reste rozkladem na soudin.

b) Ovéfte pomoci vzorce (vzorec pro kotfeny pomoci diskriminantu).

c) Ovéite graficky porovnanim obou stran rovnice a uréenim prisecikd.

d) Dokazete odhadnout, jak bude vypadat graf odpovidajiciho kvadratického polynomu?
(Kvadraticky polynom odpovidajici rovnici ve tvaru ax? + bx + ¢ = 0 je P(x) = ax? +
bx + c.) Ovéite pomoci grafické technologie.

2) Zvazte rovnici x(x + 6) = —9.

a. Reste rozkladem na souéin.

b. Ovéite pomoci vzorce (vzorec pro kofeny pomoci diskriminantu).

c. Dokazete odhadnout, jak bude vypadat graf odpovidajiciho kvadratického polynomu?
Ovéite pomoci grafické technologie.

3) Zvazte rovnici x(x + 6) = —10.

a. Reste rozkladem na souéin.

b. Ovéite pomoci vzorce (vzorec pro kofeny pomoci diskriminantu).

c. DokaZete odhadnout, jak bude vypadat graf odpovidajicitho kvadratického polynomu?
Ovéite pomoci grafické technologie.

4) Zvazte kvadraticky polynom P(x) = x(x + 6).

a) Jak miizete pouzit jeho graf k nalezeni kvadratickych rovnic tvaru x2 + 6x + ¢ = 0, které
maji dva rtizné koteny, jeden kofen a zadny redlny koten?

b) Najdéte takoveé rovnice.

5) Reste rovnici x(x + 6) = x. Jak byste zakaim vysvétlili, Ze existuji dva kofeny? Jakou chybu
nekteti zaci pravdépodobné udéla;i?

6) Zvazte rovnici x? + 6x — 16 = 0.
a) Reste ji rozkladem na sougin.
b) Najdéte prise¢iky paraboly y = x? + 6x — 16 s osou x (bez grafovani). Vysvétlete.
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c) Vysvétlete, pro¢ lze soufadnici vrcholu paraboly y = x? 4+ 6x — 16 nalézt prostym
pohledem na kofeny rovnice x% + 6x — 16 = 0.

d) Ovéite své vysledky grafem paraboly y = x% + 6x — 16.

[Domaci ukol] Najdéte parabolu y = ax? + bx + ¢, ktera protina osu x v bodech x = 1 ++/2

ax=1-+/2.

a) Muzete najit soufadnici vrcholu bez kresleni grafu? Najdéte ji.

b) Jak muiZete ovéfit, Ze parabola je konvexni? Konkavni?

c) Ovéfte pomoci vzorce (vzorec pro kofeny pomoci diskriminantu).

d) MuzZete najit takovou parabolu (prochézejici x = 1 +v2) s a = 2?

Reste kvadratickou rovnici x2 — 6x + 1 = 0 graficky (vysledek by mél byt spravny na dvé

desetinna mista).

a) Ovéite feSeni pomoci vzorce (vzorec pro kofeny pomoci diskriminantu).

b) Pouzijte kofeny z vzorce k rozloZeni vyrazu x? — 6x + 1na soudin a ovéite vynasobenim.

¢) Pouzijte graf odpovidajiciho kvadratického polynomu P(x) = x? — 6x + 1 k vytvofeni
kvadratickych rovnic s jednim kofenem, zddnym kotenem a dvéma koteny.

Je dan P(x) = x? — 10x + 21.

a) Vyjadiete jej ve tvaru P(x) = a(x — h)? + k.

b) Pouzijte predchozi feseni k slovnimu popisu P(x) = x2 — 10x + 21 jako posloupnosti
transformaci (vodorovné ¢i svislé posuny, otoceni, roztazeni, zizeni) zékladni paraboly
f(x) = x2.

¢) Pouzijte odmocninu k nalezeni priseciki grafu P(x) = x? — 10x + 21 s osou x.

d) Ovéite graficky.

10) Je dan P(x) = 4x2 — 4x + 4.

a) Dopliite na &tverec ve tvaru P(x) = a(x — h)? + k.

b) Slovné popiste postup, jakymi transformacemi ze zikladniho piedpisu/grafu f(x) = x?
ziskéate polynom/piedpis P(x) = 4x? — 4x + 4.

¢) Pouzijte odmocninu k nalezeni priseéikii grafu P(x) = 4x? — 4x + 4 s osou x.

d) Oveérte graficky.

Ukazte, ze graf libovolné kvadratické funkce P(x) = ax? + bx + ¢ je parabola tim, Ze ji vyjadiite

ve tvaru P(x) = a(x — h)? + k. Predpokladejte, Ze graf f(x) = x? je parabola.



