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OD REALNEHO PROBLEMU K RESENI
ZDROJE CHYB
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Algoritmizace (program) = popis postupu reseni
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Vypocetni APROXIMACE
metoda

pocitacova aritmetika neni presna (FPA)

Mohu zajistit, ze je vysledek spolehlivy?
Analyza vlastnosti uloh, analyza chovani metod,
odhady chyb, ...




OD REALNEHO PROBLEMU K RESENI
NUMERICKA ANALYZA




KOREKTNOST ULOHY
CITLIVOST NA CHYBY V DATECH

Jak se zméni reSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic pri malé perturbaci dat?

Priklad: 2x+6y=8 2x+6y=8
2x + 6.00001y = 8.00001 2x + 5.99999y = 8.00002
== x=1,y=1 == x=10,y =-2
/naceni: d—vstupni data (A, b)
U — uloha (Ax=Db)

U(d) — reSeni pro dana data  (presné reseni x)

D — mnozina pripustnych dat




KOREKTNOST ULOHY
CITLIVOST NA CHYBY V DATECH

Definice (Hadamard): Rekneme, Ze Uloha U je korektni (well-posed), pokud:
1. Prokazdé d z mnoziny D existuje reseni U(d).

2. Redeni U(d) je jednoznaéné.
3. Redeni U(d) zavisi spojité na datech ulohy.

Jinak je uloha nekorektni (ill-posed).

Priklad (linearni model): A x = b, kde prava strana a matice jsou mérena data

.... Kdy bude korektni a kdy ne? Lze ji modifikovat, aby byla vzdy korektni?



PODMINENOST ULOHY
CITLIVOST NA CHYBY V DATECH

/naceni: d—data, Ad — perturbace dat,
U(d + Ad) — feSeni pro perturbovana data

AU:= U(d + Ad) - U(d) .... Jak se zméni resSeni pri malé perturbaci dat?

Definice (podminénost ulohy):

Rekneme, Ze korektni Uloha U je dobfe podminéna, pokud mala relativni zména vstupnich dat
|Ad|/|d| vyvold malou relativni zménu |AU(d)|/|U(d)| FfeSeni ulohy.

Jinak je uloha U Spatné podminéna.



CITLIVOST SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC
PODMINENOST MATICE

/naceni: A x=b—soustava s A Ctvercovou, regularni

A (x + Ax) = (b + Ab) .... Jak se zméni resSeni x pri malé perturbaci b?

K(A)
l_l_\
Odvozeni: |1AxI = 1AL Ab|| < |A L |Ab
8] = 1A~ Abil < |A~] IAb] } = I/ I < DAL TAY 1abl/ b
Ibll < IAL I => bl / 1AL < x| o A
relativni zména feseni  relativni perturbace dat

= Podminénost matice A urcuje miru citlivosti soustavy na perturbace v pravé strane.
= Je-li k(A) mald, soustava je dobre podminéna (tj. malo citliva).

= Je-li k(A) velkd, nemame nic zaruceno.



OD REALNEHO PROBLEMU K RESENI
NUMERICKA ANALYZA
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FPA: floating point arithmetic (aritmetika s plovouci fadovou ¢arkou)



ARITMETIKA S PLOVOUCI CARKOU
JAK JE VYPOCET PRESNY?

i1=1+l+l+é+... Presne: oo 1_COZS(X) pro x=12.10"° Presne: 0,5
~n 2 3 4 Pocitac: 22,06 X Pocitac¢: 0,77

Reprezentace cisel: fl —floating point numbers (IEEE 754 standard)

Cislo je uloZeno v normalizované binarni reprezentaci v uréitém poctu bajtd (single - 4, double - 8,
...). Jeden bajt ma 8 bitl pro uloZeni 0 nebo 1.

sign exponent{8-bit) fraction (23-bit)

I I I 1.01011 x 2°

0011111000100 00000000000000O00O0CO0O0 =015625

31 23 0 / |

presnost single mantisa exponent
max. 23 pozic mezi-126 a 127




PRESNOST ULOZENI CISEL
STROJOVA PRESNOST

Cislo 0,1 ma nekoneény bindrni rozvoj 1.1001100110011001 ..... x 24, Po zaokrouhleni tedy
/chyba v single

fl (0,1) ~ 0,1000000¢3841857910

Presnost: Pocet €isel z intervalu <2k, 2k1> kterd Ize ulozit pfesné, je konstantni.

1 2 3 4 5 6 7 8

=> Relativni presnost Cisel se zachovava.
Vétsi Cisla jsou ulozena s mensi absolutni presnosti.



PRESNOST FPA OPERACI
STROJOVA PRESNOST

/trata presnosti pri operacich (s€itani, nasobeni, ...):

fl(x*y)=(x*y)(1+08), |[d]<Cgmach ~ 108 presnost single
~ 101®  presnost double

gmach _ strojova presnost (machine precision)
Neplati vlastnosti z pfresné aritmetiky (komutativita, ...):

fl (0,1 + 100 000 000 —100 000 000) =0
fl (100 000 000 — 100 000 000 +0,1) =0,1




PRESNOST CISEL A OPERACI
ZAOKROUHLOVANI A CANCELACE

-1 111 1 Single: 15,40 fl
—=1+—+—+—+...+ +...= g€ ’ —
nZﬂ: n 2 3 4 101000000000 DOUble: 22,06 + @ —
ztrata presnosti zaokrouhlovanim
1_COZS(X):0,5 pro x=12.107° Single: 0
X Double: 0,77

Presn&: »cos(x) = 0,999999999999999928
Double: _ cos(x) = 0,99999999999999989)

1—cos(x) :@90000000000000.10'16
1—cos(x) :@2230246251565-10_16 ztrdta presnosti rusenim platnych cifer




ZVYSOVANI PRESNOSTI ARITMETIKY
NEMUSI RESIT PROBLEM

a :1,aizi, an+2:3_4an+1_ian ... rychle klesajici posloupnost
° 11 11

* presnost double

B Lot e Nevyhody zvySovani presnosti:
' ’ * zvySuje pamétové naklady
e zpomaluje vypocet

* nemusiresit problém

u(x,y) =333,75y° + x*(11x°y* — y° —121y* —2) +55y° + % pro X =77617,y =33096

Single 1,172603
Double  1,1726039400531 Presne: - 0,827396
Quadruple 1,1726039400531788760




JAKZ TOHO VEN?
SPOLEHLIVOST VYPOCTU

Realne vypocty: slozité modely, velka data -> miliardy operaci v FPA

Chceme metodu (a jeji implementaci), kterd nebude kumulovat zaokrouhlovaci chyby.

Realny
problém CHYBY

VERIFIKACE MODELU

Ptlbvllznle Matematic KOREKTNOST,
reSeni mod CITLIVOST
FPA\ / CHYBY

Vypocetni APROXIMACE
STABILITA 5 metoda




STABILITA VYPOCTU
VHODNA METODA A IMPLEMENTACE

Priklad: Vyhneme se odcitani blizkych Cisel a tim ruseni platnych cifer

1_(:023()():E(Sin(x/Z)/(xlz))2 pro x=12.10"° Single: 0,5

X 2 Double: 0,5

Piiklad: X2 —=56Xx+1=0 spocteme koFeny vzorcem I, , = (-b £ vb* —4ac)/(2a)
Double: I, =28+27,982  ...chybajenvr,

VyuZijeme-livztahy I, +1, =-b/a,
tr,=c/a,  — r,=1/55982=0,0178629



STABILITA VYPOCTU
VHODNA METODA A IMPLEMENTACE

When you solve a maths

Matematicky ekvivalentni postupy nevedou v FPA nutné na _
problem 3 times

stejnou aproximaci resenil

Priklad: varianty Gramm-Schmidtova ortogonalizacniho
procesu CGS, MGS, ICGS (bude na prednasce)

and get different answer
each time



STABILITA VYPOCTU
VHODNA METODAA IMPLEMENTACE

Znaceni: d - vstupni data
f(d) - vysledek spocteny algoritmem v presné aritmetice
fl (f(d)) - vysledek spocteny algoritmem v dané FPA

Definice (zpétna stabilita algoritmu):
Necht f(d) je vysledek spocteny presnym algoritmem a fl (f(d)) vysledek spocteny v FPA.
Rekneme, Ze algoritmus je zpétné stabilni, pokud existuji data (d + Ad) takova, Ze
fl (f(d)) = f(d + Ad)
a navic |Ad| / |d]| je malé (fadu strojové presnosti dané FPA).

= Zpétné stabilni algoritmus dava presné reseni pro ulohu blizkou tloze ptvodni.
= Je malo citlivy na zaokrouhlovaci chyby.



NESTABILITA VYPOCTU
GAUSSOVA ELIMINACE

v/ ) e 1 X1 _ 1
Piiklad: | . 1] [le = | 2]
[E 1 “xll _ [ 1 ] x,=1+¢&/(e-1) ~1-¢
0 (1—1/8) Xo (2—1/8) => X1=1-€/(8-1) ~1+¢
Pokud € bude blizko € ™, pak v FPA dostaneme chybné: x,=1,x,=0 ... proc?
_(2-1/¢) _ _(a=x)
27 (1-1/e) => X177 0

Pivotace (radkova):

= V kazdém eliminaénim kroku zacneme radkem s nejvétsim diagondalnim prvkem (v abs. hodnoté).
= MuizZe pomoci zlepsit stabilitu. Pomuze vzdy?



NESTABILITA VYPOCTU
GAUSSOVA ELIMINACE

Zvolme hodnoty proménnych (¥eseni), naptiklad Vysvétleni:

1,-1,1,...,—1,1,~1] PFi eliminaci rostou hodnoty v poslednim
sloupci matice a v praveé strané. Pri zpétné
eliminaci dojde k zaokrouhlovacim chybam.

a dopoctéme pravou stranu

0,-3,0,—3,...,0,—3,0, —2].

Resime soustavu tvaru Pivotace: PomUze, ale ne vidy.
1 0 0 0 0 1 0 ]
-1 1 0 0 0 1|-3 Presto na GE stoji jedny z nejpouzivanéjsich
-1 -1 1 0 0 1] 0 algoritmu pro Feseni soustav rovnic
_1 _1 _} 1 (1) 1 _g | (komplikované;jsi, vylepsené, robustni). Viz
1 1 1 11| 2 knihovny LAPACK, ...

ale pro 56 neznamych. Pocitac spolte nepresné reSeni

1,-1,1,...,-1,1,-1,1,0,2, —1].



GAUSSOVA ELIMINACE JAKO LU ROZKLAD
PROSTA GE

Definice: Necht A je regularni. Rozklad tvaru A = L*U, kde L je dolni trdjuhelnikova a U je horni
trojuhelnikova, nazveme LU rozkladem matice A.

Prosta GE (bez pivotace): lze-li provést, pak dava LU rozklad A

U := matice A po elementarnich Upravach
L := matice, do niz po sloupcich A =
ukladame nasobitele radku

= Neuvazujeme-li pivotaci, nemusi jit GE provést.
= LU rozklad regularni A nemusi existovat.



GAUSSOVA ELIMINACE JAKO LU ROZKLAD
PROSTA GE

Véta (o stabilité LU):

Necht L, U jsou vysledkem GE pro matici A radu n pocitané v FPA se strojovou presnosti gmach,

Oznacme [|.|| maximovou normu matice. Potom existuje matice AA tak, ze (A + AA) = LU, kde
< mach ] + mach)2) \
| AAT < 2n meh L] U]l + Of(emer)?) \
pGvodni?

Stabilita prosté GE: bude || AA ||/ || A || malé ?
= odhad zavisi na velikosti [|L||.JU|l / I|Al

= |[L][, U]l mohou byt velké
=> metoda obecné nemusi byt stabilni



GAUSSOVA ELIMINACE S PIVOTACI
PODMINECNA ZPETNA STABILITA

= GE s radkovou pivotaci lze provést pro kazdou A regularni.
=  Oznacme P permutacni matici permutujici radky A do poradi, které odpovida poradi v GE s
radkovou pivotaci. Pak

PA = LU.
Dusledek: Na GE s pivotaci Ize nahlizet jako na zakladni GE pro radkové permutovanou matici.
Stabilita GE s radkovou pivotaci:
=  Prvky v matici L (nasobitele radku) jsou mensi nez 1, tedy ||L|| £ n.

= Vypocet bude zpétné stabilni, pokud bude maly ristovy faktor [[U || /|| A |.
= Rekneme, Ze LU s fadkovou pivotaci je podminecné zpétné stabilni.



OD REALNEHO PROBLEMU K RESENI
PRESNOST APROXIMACE
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Priblizné MatematickV KOREKTNOST,
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APROXIMACE
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STABILITA



ANALYZA CHYB A JEJICH ODHADY
ZAKLADNi POJMY

/naceni: U—uloha, d —vstupni data

U(d) — presné reseni

fl(U(d)) — vysledek spocteny v FPA

Chyby: |fl(U(d)) - U(d)]| ... prima absolutni chyba
|fl(U(d)) - U(d)| / |U(d)|... pfima relativni chyba
| Ad | ... Zpétna absolutni chyba ((d + Ad) je z definice zpétné stability)
| Ad |/ | d| ... Zpétna relativni chyba



REALNY PROBLEM
HLEDANI PRIBLIZNEHO RESENI

Zakladni suroviny:

= Analyza korektnosti a citlivosti ulohy
= Vhodna vypocetni metoda

=  Vhodnd implementace na pocitaci

m==) stabilita vypoctu

= Zpétna kontrola spolehlivosti vysledku
===) odhady chyb




JAKE ULOHY BUDEME RESIT

HRUBY PREHLED

1. ¢ast kurzu:

Soustavy linearnich rovnic Ax=b
Linearni aproximacni problémy Ax~ b
Castecny problém vlastnich &isel Av =A v
Uplny problém vlastnich &isel

2. ¢ast kurzu:

Nelinearni algebraické rovnice
Optimaliza¢ni ulohy
Aproximace funkci
Aproximace integrall
Obycejné diferencialni rovnice
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