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1 Obycejné diferenciadlni rovnice 1. fadu

Resfme oby¢ejnou diferencialni rovnici s pocatecni podminkou
y'(x) = flz,y(x), € (ab)
yla) = a,
kde y : [a,b] = R™, f :]a,b] x R"" - R" a a € R™.
Zakladnim piikladem (skalarni) rovnice je
y' () = My(z), y:R—=R
yla) = o,
modelujici exponencialni rast (pro A > 0), nebo napf. radioaktivni rozpad (pro A < 0).
Uloha 1. o Vyreste analyticky rovnici . Uvazugte y > 0.
o Vysledné analytické Teseni si pro A > 0 nacrtnéte pro nekolik riznijch pocatecnich podminek.

o Viysledné analytické Teseni si pro A < 0 nacrtnéte pro néekolik riznijch pocdtecnich podminek.
[Ndpovéda: pievedte rovnici na tvar % = )\ a integrujte pies x. Integracni konstantu urcete z pocdatecni
podminky. |

1.1 Zakladni jednokrokové numerické metody

Interval [a, b] rozdélime ekvidistantné s krokem h: g = a, x; = a+h, ..., Te-a = b. Oznacime y,, =~ y(z,)
h
numerickou aproximaci feSeni v z,,. Obecné jednokrokova metoda ma tvar: y,1 = yn + h®(zn, yn, h)

Definujeme jednokrokova numericka schémata pro feseni ODR:
Explicitni Eulerovo metoda: Ynt1 = Yn + hf(Tn,Yn).

Implicitni Eulerovo metoda: Ynt1 = Yn + hf (Tni1, Yns1)-

h h
Midpoint metoda (explicitni): y,.1 =y, +hf (xn + 5 Yn + §f(:cn, yn)>

Uloha 2. Simulujte numerické reseni rovnice na intervalu [0,2] pro A = 1 a pocdteéni podminku
y(0) = 1. PouZijte krok h =1 a h = 0.5.

e Reste nejprve pomoci explicitni Eulerovy metody, poté pomoci implicitni Eulerovy metody.

o Pokuste se spoctené reseni nakreslit tak, aby vynikl geometricky vijznam daného schématu, tj. pro
kazdy bod numerického teseni do obrazku prikreslete odpovidagjici ndacrtek schématu.

1.2 Lokalni diskretiza¢ni chyba, konzistence, fAd metody a konvergence pro
explicitni metody

Lokdlni dikretizacni chybu 7(x, h) definujeme jako:

yl +h) —y(x)
h

T(I,h) = —(I)(Zt,y, h) (3)



kde v8echna y maji vyznam feSeni ODR splaujici poc¢ateéni podminku tlohy, tj. y(a) = a.

Metoda je konzistentni, jestlize ®(x,y,0) = f(z,y).

Metoda je 7ddu p, jestlize pro v8echny z plati, ze 7(z, h) = O(hP).

Je-1i explicitni jednokrokova metoda konzistentni, fadu p a ® je Lipschitzovsky spojita vzhledem k vy,

pak nam Véta z pfednasky dava odhad na globalni chybu

peL(b—a) -1
max |y, — y(z,)| < Ch — (4)

a<xn,<b

kde L > 0 je konstanta lipschitzskovskosti ® v proménné y a p je fdd metody. Jednokrokové metoda je
konvergentni, pokud max,<s,<p |yn — y(x,)| — 0 pro h — 0.

Uloha 3. Ouvéite konzistenci a 7dd 1 explicitni Eulerovy metody. Pro funkci f(x,y) na pravé strané
diferencidlni rovnice predpokladejte lipschitzovskost vzhledem k promeénné y a spojitost vzhledem k x.

1.3 Metoda polovi¢niho kroku

Podobné jako pro kvadratury, i v ptipadé ODR lze zavést metodu poloviéniho kroku. Princip je stejny.
Misto kroku h pouzijeme krok velikosti % Tato metoda ndm znovu pomitze ziskat aposteriorni odhad
v piipadé, kdy presné feSeni y(x) neni znamé.

7, predchoziho vime, Ze plati odhad:
(h/2) w2 (M
Yon — Y\ Ty, ~C § :

Stejné jako v pripadé kvadratury, budeme predpokladat, Ze konstanta C' je v obou piipadech stejna.
Odectenim pifedchozich dvou rovnic ziskdme:

(h/2) h\?
WP -~ (5) -2,

(h) _y (:L’T(lh)) ~ Ch?,

Uloha 4. Odvodte aposteriorni odhad |yéﬁ/2) -y <m$b/2)> | metodou poloviéniho kroku pro obecnou jed-

nokrokovou metodu 7dadu p.

1.4 Vicekrokové metody

Zvolme z, = a+nh,n=0,1,..., f, = f(xn, yn), pak vicekrokovou metodou rozumime predpis
Zaiyn—i-i :h257,fn+7,7 TLZO,L..., (5)
i=0 i=0

kde o, # 0 a |ag| + |Bo] # 0. Hodnotu y,, 4, tedy spocteme pomoct ¥nim—1, Yntm—2y- -« > Yn-

Jak ziskdme prvnich m prvka?

Vicekrokové metody nejsou vhodné pro adaptivni délku kroku. Pro 3,, = 0 jde o explicitni metody, pro
Bm # 0 jde o implicitni metody.

Lokalni diskretiza¢ni chyba je dana vztahem

T(x,y,h) = % Z ay(z +ih) — Z Bif(x +ih,y(z +ih)).
i=0

1=0



Véta z prednasky nam dava podminky na volbu koeficientti vicekrokové metody tak, aby jeji lokalni
diskretiza¢ni chyba méla rdd O(h?):

zm:ai:o, iijai:jizj—lﬁi,jzl,...,p. (6)
=0 i=0 =0

Metoda je konzistentni, ma-li fad alespon 1.

Vicekrokova metoda je 0—stabilng, jestlize pro vSechny kofeny ¢ jejitho charakteristického polynomu
oo cp™ T plati [€] < 1 a zaroven pokud je pro néjaky kofen |{| = 1, potom je jeho nasobnost rovna
1.

Vicekrokova metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyz je O—stabilni a konzistentni.

Uloha 5. Méjme metody

a) 3yn+2 - 4yn+1 +Yn = 2hfﬂ+2>

b) Ynt2 + 4yn+l - 5yn - 4hfn+1 + 2hfn

Pro kaZdou z metod urcete, zda je O—stabilni, konzistentni a jaky md 7dd. Ddle spoctéte predpis pro yg,
pro ulohu

y/:()’ ?/021, 91:1‘|‘€-
[Ndpovéda: Z piedndsky vime, Ze y, = Y -, a&', kde pro kazdé | € {1,...,m} je & jednoduchy ko-
ren charakteristického polynomu, resi (@ s f = 0. My chceme takové Teseni, které splnuje pocdatecni
podminky pro yo a y;./
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