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1 Obycejné diferencialni rovnice 1. radu
Resfme obycejnou diferencialni rovnici s pocatecéni podminkou

Y (@) = f(z,y(),  wel(ab)
y(a) = a,

kde y : [a,b] = R™, f :]a,b] x R - R" a v € R™.

Zakladnim piikladem (skaldrni) rovnice je

y'(x)=My(z), y:R—=R

y(a) = a,
modelujici exponenciélni rust (pro A > 0), nebo napf. radioaktivni rozpad (pro A < 0).
Uloha 1. o Vyreste analyticky rovnici . Uvazugte y > 0.
o Vysledné analytické reseni si pro A > 0 nacrinéte pro nékolik riznijch pocdtecnich podminek.

o Vysledné analytické reseni si pro A < 0 nacrtnéte pro nékolik riznyjch pocdtecnich podminek.
[Ndpovéda: prevedte rovnici na tvar % = )\ a integrujte pres x. Integracni konstantu urcete z pocdatecni
podminky.]

Resend. Integraci % = )\ podle z dostaneme Iny(z) = Ax+ C. Z pocatecni podminky y(a) = o mame
Ina = Aa + C, tedy C' = Ina — Aa. Dosazenim a exponencidlou dostaneme y(z) = ae =%, n

1.1 Zakladni jednokrokové numerické metody

Interval [a, b] rozdélime ekvidistantné s krokem h: zq = a, x1 = a+h, ..., Tho =D. Oznacime y,, =~ y(z,,)
numerickou aproximaci feseni v z,,. Obecnd jednokrokovd metoda mé tvar: y, 11 = y, + h®(xy, yn, h)

Definujeme jednokrokova numericka schémata pro feseni ODR:
Explicitni Eulerovo metoda: Ynt1 = Yn + hf(Tn, yn).

Implicitni Eulerovo metoda: Yns1 = Yn + hf (Tna1, Yns1)-

h h
Midpoint metoda (explicitni): y,.1 =y, +hf (xn + 50 Yn + §f(xn, yn))

Uloha 2. Sitmulujte numerické reseni rovnice na intervalu [0,2] pro A = 1 a pocdtecni podminku
y(0) = 1. Pouzijte krok h =1 a h = 0.5.

e Reste nejprve pomoct explicitni Eulerovy metody, poté pomoct implicitnd Eulerovy metody.

e Pokuste se spoctené reseni nakreslit tak, aby vynikl geometricky vyznam daného schématu, tj. pro
kazdy bod numerického reseni do obrdzku prikreslete odpovidajici ndcrtek schématu.

Reseni. V pifpadé nasi diferencidlni rovnice je f (x,y) = y. Predpis pro y,41 pro explicitni Eulerovu
metodu je tedy
Yni1 = Yn + hyn = (1 4+ D)y,



Krok h =1,y =y(0) =1, y(1) = 1 =2, y(2) =
Krok h = 0.5, 5o = y(0) = 1, y(0.5) ~ 31 = 2, y(
y(2) = 7.39 ~ y4 = 81/16 = 5.0625.

Ptredpis pro 4,1 pro implicitni Eulerovu metodu je

o =9/4 =225, y(1.5) ~ y; = 27/8 = 3.3750,

1
Yn+1 = Yn + hyn+1 = myn
Krok h =1, yo = y(0) = 1: Pro h = 1 metoda selze — rovnice nema feseni (Geometricky: Tecny v z = 1
viech trajektorii analytického feseni y(z) neprochdzi x = 0 bodem y(0) = 1).

Krok h = 0.5, yo = y(0) = 1: y(0.5) = y1 = 2, y(1) =y =4, y(L.5) = ys = (8), y(2) = 7.39 = ys = 16

Pozorujeme, ze explicitni metoda pro tuto rovnici (pro A > 0) podhodnocuje Feseni, zatimco implicitni
metoda feseni nadhodnocuje. O

1.2 Lokalni diskretizacni chyba, konzistence, fad metody a konvergence
pro explicitni metody

Lokdlni dikretizacni chybu 7(x, h) definujeme jako:

y(x +h) —y(x)
h
kde vSechna y maji vyznam feseni ODR splnujici poc¢dtecni podminku tlohy, tj. y(a) = a.

7(x, h) = — ®(z,y,h) (3)

Metoda je konzistentni, jestlize ®(x,y,0) = f(x,y).
Metoda je rddu p, jestlize pro vsechny z plati, ze 7(x, h) = O(hP).
Je-1li explicitni jednokrokova metoda konzistentni, fadu p a ® je Lipschitzovsky spojitd vzhledem k g,
pak ndm Véta z prednasky dava odhad na globdalni chybu
iy — ()| < O = (W
a<zn<b " = L ’

kde L > 0 je konstanta lipschitzskovskosti ® v proménné y a p je fad metody. Jednokrokova metoda je
konvergentni, pokud max,<s, <p |Yn — y(x,)| — 0 pro h — 0.

Uloha 3. Ovérte konzistenci a 7dd 1 explicitni FEulerovy metody. Pro funkci f(x,y) na pravé strané
diferencidlni rovnice predpokladejte lipschitzovskost vzhledem k promenné y a spojitost vzhledem k x.

Reseni. Chceme vysetfit obecné vlastnosti explicitni Eulerovy metody, pro libovolnou diferencidlni
rovnici s pravou stranou f(z,y). Explicitni Eulerovo schéma je dano

Ynt1 = Yn + Bf (20, Yn).-
Prirustkova funkce je tak rovna ®(z,y, h) = f(z,y).
Nejprve vysetiime fad metody tim, ze pomoci Taylorova rozvoje rozvineme ¢len y(x + h) v definici
lokalni diskretizaéni chyby 7(z, h).

_ylet+h) —ylx) ylr +h) —y(x)

T(I7h) - 3 —@(C(],y,h) = L —f(x,y)
_ y(z) + hy'(x) ;Lr O(h?) —y(z) flo.y)

Explicitni Eulerova metoda je tedy tadu 1.

Pro vysetieni konzistence je tfeba ovérit, zda pro h — 0 jde & — f. Jelikoz pro explicitni Eulerovu
metodu je prirustkova funkce ®(x,y, h) = f(z,y), je metoda jisté konzistentni. O

2



1.3 Metoda poloviéniho kroku

Podobné jako pro kvadratury, i v piipadé ODR lze zavést metodu poloviéniho kroku. Princip je stejny.

Misto kroku h pouzijeme krok velikosti % Tato metoda nam znovu pomuze ziskat aposteriorni odhad

v piipadé, kdy presné feseni y(x) neni znamé.

7, predchoziho vime, ze plati odhad:
yth —y () = Ch,

(h/2) (h/2) h\”
Yo, = — Y\ Ty ~C 5 .

Stejné jako v pripadé kvadratury, budeme predpokladat, ze konstanta C' je v obou pripadech stejna.
Odectenim ptedchozich dvou rovnic ziskame:

h/2) h\"
WP -~ (5) -2,

Uloha 4. Odvod'te aposteriorni odhad |y2h/2 Yy (x;]:/ )> | metodou polovicniho kroku pro obecnou

jednokrokovou metodu radu p.

Resend. 7 predchoziho dostaneme aposteriorni odhad pro chybu
(h/2) )|

h/2 ( (h/2> ~ Yon ~ = Yn

1.4 Vicekrokové metody

Zvolme x, = a+nh,n=0,1,..., f, = f(xn, yn), pak vicekrokovou metodou rozumime predpis

Zaiyn—‘ri :h26ifn+iv n=0,1,..., (5)
=0 i=0

kde a,, # 0 a |ag| + |G| # 0. Hodnotu y,, 4, tedy spocteme pomoci ¥ im—1, Yntm—2- -« Yn-
Jak ziskdme prvnich m prvkua?

Resend. ® Yi,...,Ym_1 urcime néjakou jednokrokovou metodou.

e y; ur¢ime jednokrokovou metodou, ys dvoukrokovou metodou, y3 trojkrokovou, atd.
O

Vicekrokové metody nejsou vhodné pro adaptivni délku kroku. Pro 3, = 0 jde o explicitni metody, pro
Bm # 0 jde o implicitni metody.

Lokélni diskretizacni chyba je dana vztahem

T(x,y,h): Z%y (x +1ih) — Zﬁif(m—kih,y(x—l—ih)).

Véta z prednasky nam dava podminky na volbu koeficientt vicekrokové metody tak, aby jeji lokalni
diskretizacni chyba méla 7dd O(hP):

Sai=0, Y =306 =L (6)
1=0 =0 1=0



Metoda je konzistentni, ma-li fad alespon 1.

Vicekrokova metoda je O0—stabilni, jestlize pro vSechny kotfeny ¢ jejiho charakteristického polynomu
oo cpx™ T plati [€] < 1 a zdroven pokud je pro néjaky kofen |{| = 1, potom je jeho ndsobnost rovna
1.

Vicekrokova metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyz je 0—stabilni a konzistentni.

Uloha 5. Meéjyme metody

a) 3yn+2 - 4yn+1 +Yn = thnJrZ:
b) Ynt2 + 4yn+l - 5yn - 4hfn-i—l + thn

Pro kaZdou z metod urcete, zda je 0—stabilni, konzistentni a jaky md 7dd. Dale spoctéete predpis pro yg,

pro ulohu
/

y:07 ?JO:L y1:1+€'

[Ndpovéda: Z predndsky vime, Ze y, = > .-, a&, kde pro kazdé | € {1,...,m} je & jednoduchy
koren charakteristického polynomu, resi (@ s f=0. My chceme takové Teseni, které spliuje pocdteént
podminky pro yo a y,.]

Reseni.  a) Metoda ma charakteristicky polynom 3(z — 1)(z — 1/3) a je tedy stabilni. Dosazenim do
formulek pro rad @ dostaneme, ze metoda je fadu 2 a tedy je konzistentni.

s=0:37 ,a;=0

s=1: Z?:O 1oy = Z?:() Bz
s=2: 30 ifa; =237 if;
§=3: Z?:o Pa; # 3 Z?:o 2B

Z odvozeni charakteristického polynomu vime, ze
1 n n
Yn :Cl(g) + 1™

Dosazenim yg, y; do této rovnice dostaneme linearni soustavu pro 2 nezname. VyteSenim dosta-

neme vztah 3 1 3
n = ——=c(=)" 14+ =¢).
o= —5e(5)" +(1+ 52)

b) Metoda ma charakteristicky polynom (z — 1)(x + 5) a je tedy nestabilni. Dosazenim do formulek
pro tad @ dostaneme, ze metoda je fadu 3. Z charakteristického polynomu vime, ze

Yn = c1(—=5)" + 21"

a vypoctem pomoci ¥, y; dostaneme

1 1
Yp = —65(—5)” +(1+ 65).

Numerické feseni tedy bude oscilovat a vliv zaokrouhlovacich chyb se bude exponenciédlné zvétsovat.
O
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