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1 Numericka kvadratura

Kvadratura V pivodnim vyznamu slova (ve starovékém Recku) Slo o nalezeni Euklidovské kon-
strukceE] ¢tverce o stejném obsahu jako dany geometricky objekt.

Geometricky vyznam urcitého integralu Vypocet obsahu plochy pod grafem funkce.

Numericka integrace pomoci kvadratur Na intervalu [a,b] uvazujeme uzly zq < 7 < ... < 1z,
x; € |a,b], dale uvazujeme vahy wy, ..., w,, kde w; € R.

b n
— [ @) de = Q) = 3w ().
Chybu budeme znacit E(f) = I(f) — Q(f).

1.1 Newton-Cotesovy kvadraturni formule

Jde o kvadraturu na ekvidistantnim déleni intervalu [a, b], tedy s volbou uzlia = 2o < 21 < ... <z, =
b, kde z; = a + L(b — a), jez vznikd presnou integraci Lagrangeova interpola¢niho polynomu L, (z) k
funkei f(z); L, Nf.
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Z vyjadreni chyby Lagrangeovy interpolace plyne vyjadieni chyby kvadraturni formule
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Obdélnikové pravidlo: n = 0, volime zg = ‘LTH’

Obecny tvar kvadratury; odhad chyby (je-li f € C'([a,b])):
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Rad kvadratury je 1.

Lichobéznikové pravidlo: n =1, volime zy = a, x; = b.
Obecny tvar kvadratury; odhad chyby (je-li f € C*([a,b])):
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L@+ fO)b—a);  E(f) = — =€) — a)® pro £ € [a, ],

QU =5 >

Rad kvadratury je 1.

'Euklidovska konstrukce: Konstrukce pomoci kruzitka a pravitka (s jednou hranou, bez znaéek pro méfen).
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Simpsonovo pravidlo: n = 2, volime zg = a, 1 = “TH’ Ty = b.

Obecny tvar kvadratury; odhad chyby (je-li f € C*([a,b])):
1 a+b

o =g (1@ -+ (“57) +10) 0~

B(f) = 555 /(€ (- a)" pro€ € [o,1],

Rad kvadratury je 3.

Uloha 1. Aprozimujte integrdl f02 e de = 0.882081... pomoci obdélnikového, lichobéinikového a
Simpsonova pravidla.

[Hint: Potiebujete-li, zaokrouhlete e™! ~ 0.37, e 2~ 0.14, ¢ ~ 0.05, e~ * ~ 0.02./

Uloha 2. Libovolnd Newton-Cotesova kvadratura na intervalu [a,b] integruje piesné konstantni funkce.
Vyuzigte této vlastnosti k odvozeni vztahu pro soucet vah.

Uloha 3. Ukazte, Ze vdihy libovolné Newton-Cotes kvadratury S qwif(z;) jsou "symetrické", tedy Ze
Wi; = Wp—i-

[Hint: Zacnéte se svgmi dvahami na intervalu [—1,1]. Pro n = 2,3 si nakreslete lagrangeovské bdzové
funkce. UvazZujte nad vzajemnou symetrii bdzovych funkci. Zobecnéte vase uvahy pro libovolné n a na
libovolny interval [a,b].]

Uloha 4. Odvodte Newton-Cotesovu formuli pro wvijpocet integrdlu fol f(z)dx pro étyri ekvidistantni
uzly.

[Hint: Za pouZiti vijsledki Uloh @ a @ st zkuste co nejvice zjednodusit vypocty. Mélo by vdm stacit
vypocitat jeden integrdl.|

Uloha 5 (Navic). Naleznéte kvadraturni formuli tvaru

/0 F(x) do ~ wof (0) + wn f(1),

kterd je presnd pro viechny funkce tvaru ae® + [ cos(mz/2).

1.2 Gaussova kvadratura

Fakt, Ze pro nékterda rovnomérné rozlozeni uzli dostavame piesnost o stupen vyssi napovidé, ze pro
vhodné umisténé uzly miize mit kvadratura vyssi algebraicky stupei. V Gaussové kvadratufre jsou uzly
a vahy zvoleny tak, aby fad kvadratury byl maximalni: pro n + 1 uzli zo, ..., x, ziskime maximalni
fad presnosti 2n + 1 (tj. pro prostor dimenze 2n + 2).

Shrnuti myslenky Gaussovy kvadratury: Necht f € Py, 1, L,.1 je polynom stupné n + 1 kolmy
na P,. Pak existuji polynomy ¢, r € P, tak, Ze plati f(x) = L,11(z)q(x) + r(z) (déleni polynomu f
polynomem L, ; se zbytkem 7).

Uvazujeme kvadraturu s uzly z ...x, odpovidajicimi kofenim polynomu L, ;. Vime, ze kvadratura
s n+ 1 uzly a vahami odpovidajicimi integralim lagrangeovym béazovym funkcim bude pfesné alespon
pro P,. Nyni rozepiSeme integral a kvadraturu polynomu f:

0 protoze Ly41L Py
o\

- ~ presna pro P,

1(f) = / Loer (2)q(a) + / rz) = T(r) = Q(r),

QUf) = Q(Lns19) + Q(r) = > wi( Ly () i) + r(zi)) = Q(r).
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Uzly xy, ..., x, uz tedy nebudou ekvidistantni. Jak lze ziskat vahy kvadraturni formule?

Uloha 6. Odvodte dvoubodovou Gaussovu kvadraturni formuli pro f_ll f(x)dzx. Tedy najdéte xq, x1, wo
a wy tak, aby kvadraturni formule Q(f) = wo f(xo) + w1 f(z1) byla presnd pro polynomy stupné nejvyse
3.

Pro numericky vypocet zadaného integrali na intervalu (a,b) musime pomoci linearni substituce bud
prevést zadany integréal na integral na intervalu (—1, 1), nebo, coz je v praxi obvyklejsi postup, preska-
lovat kvadraturni uzly a véahy.

Uloha 7. Pomoci preskdlovdni uzlii a vah 2 Ulohy@ odvodte dvoubodovou Gaussovu kvadraturni formuli
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pro [, f(z)dx.

[Hint: Najdéte predpis linedrni funkce, kterd bod —1 zobrazi do 2 a bod 1 zobrazi do 8./

[Hint: VyuZijte vlastnost, Ze soucet vsech vah je roven b — a./

Uloha 8 (Navic). DokdZete napsat obecny vzorec pro pieskdlovani uzlic a vah z intervalu (—1,1) na
interval (a,b)?

Uloha 9. Uvazujme kvadraturni formuli tvaru
1
[ ta)dn = @)+ (o)
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a) Pro jaké hodnoty o bude tato kvadraturni formule presnd pro vSechny polynomy stupné nejvyse
17

b) Pro jaké hodnoty a bude tato kvadraturni formule presnd pro viechny polynomy stupné nejvyse

37

c) Pro jaké hodnoty a bude tato kvadraturni formule piesnd pro vsechny polynomy tvaru a + bx +
cx? + dx*, kde a,b,c,d € R?

Uloha 10 (Navic). Dokazte, Ze nelze najit kvadraturu o n+ 1 uzlech, kterd by byla algebraického Fadu
2n + 2.

[Hint: Pro obecnou kvadraturu s dangmi n+ 1 uzly a vahami najdéte polynom stupné 2n + 2, pro ktery
tato kvadratura nemiZe byt presnd.|

[Hint: Zkuste najit polynom, kterému sice kvadratura prifadi nulu, ale jeho integrdl bude nenulovy.|

Uloha 11 (Navic). Ukaste, Ze vihy Gaussovy kvadratury jsou vidy kladné.
[Hint: Integrujte vhodné zvoleny polynom stupné 2n, kde n + 1 je pocet uzli kvadratury.|

1.3 Metoda polovi¢niho kroku

Nevyhodou apriorniho odhadu chyby E(f) vyse je, Ze mtize byt velmi nadsazeny, nebo nemusime mit k
dispozici odhad derivace funkce f. Proto hleddme metodu aposteriorniho odhadu chyby. Touto metodou
je metoda polovi¢niho kroku z prednésky.

Nejen ze nam metoda poloviéniho kroku pomiize s aposteriornim odhadem chyby, ale zaroven nam da
presnéjsi vysledek kazdym rozptlenim intervala.

Uloha 12. Urcete, kolik novijch funkénich hodnot f(zx) je potreba spocitat, pokud jsme pivodné méli
jen jeden interval délky h a nyni z nej vytvorime dva intervaly délky % a pouZivame

a) ctyrbodovou Newton-Cotesovu metodu,

b) ctyrbodovou Gaussovu metodu.
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