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1 Numericka kvadratura

Kvadratura V pivodnim vyznamu slova (ve starovékém Recku) Slo o nalezeni Euklidovské kon-
strukceE] ¢tverce o stejném obsahu jako dany geometricky objekt.

Geometricky vyznam urcitého integralu Vypocet obsahu plochy pod grafem funkce.

Numericka integrace pomoci kvadratur Na intervalu [a,b] uvazujeme uzly zq < 7 < ... < 1z,
x; € |a,b], dale uvazujeme vahy wy, ..., w,, kde w; € R.

b n
— [ @) de = Q) = 3w ().
Chybu budeme znacit E(f) = I(f) — Q(f).

1.1 Newtonovy—Cotesovy kvadraturni formule

Jde o kvadraturu na ekvidistantnim déleni intervalu [a, b], tedy s volbou uzli a = 2o < 7 < ... <
T, = b, kde 2; = a+ £ (b—a), jez vznikd presnou integraci Lagrangeova interpola¢niho polynomu L, ()
k funkci f(z); L, =~ f.

:/abf(x)dxz/ dx_foz/Hxl_:de— Q(f)

S/

Z vyjadreni chyby Lagrangeovy interpolace plyne vyjadieni chyby kvadraturni formule
f(n+1 n

H v —a;)d

J=

E(f) =

a

Obdélnikové pravidlo: n = 0, volime zg = ‘LTH’

Obecny tvar kvadratury; odhad chyby (je-li f € C'([a,b])):

AN =1(5) -0 B =370 - po¢ o

Rad kvadratury je 1.

Lichobéznikové pravidlo: n =1, volime zy = a, x; = b.
Obecny tvar kvadratury; odhad chyby (je-li f € C*([a,b])):

1

L@+ fO)b—a);  E(f) = — =€) — a)® pro £ € [a, ],

QU =5 >

Rad kvadratury je 1.

'Euklidovska konstrukce: Konstrukce pomoci kruzitka a pravitka (s jednou hranou, bez znaéek pro méfen).
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Simpsonovo pravidlo: n = 2, volime zg = a, 1 = "'TH’ Ty = b.

Obecny tvar kvadratury; odhad chyby (je-li f € C*([a,b])):

o -5 (1= (“5) 1) 60,
B(f) = 555 () (0~ @) pro € € [o,0]

Rad kvadratury je 3.

Uloha 1. Aprozimujte integrdl f02 e du = 0.882081... pomoci obdélnikového, lichobéinikového a
Simpsonova pravidla.

[Hint: Potiebujete-li, zaokrouhlete e™' ~ 0.37, e 2~ 0.14, 73 ~ 0.05, e~* ~ 0.02./

Reseni. Ze zadani vime, ze a = 0 a b = 2. Obdélnikové pravidlo:

=1 (3"

) (b—a) =2e' ~0.7358

Lichobéznikové pravidlo:

Q(f) = %(f(a) + f()(b—a)=e*+1~1.0183

Simpsonovo pravidlo:

Qf) = %(f(a) +4f (a;b) + f()(b—a) = %(1 +4e '+ et &~ 0.8299

]

Uloha 2. Libovolnd Newtonova-Cotesova kvadratura na intervalu [a,b] integruje presné konstantni
funkce. VyuZigte této vlastnosti k odvozeni vztahu pro soucet vah.

Reseni. Newtonova—Cotesova kvadratura integruje presné konstanty, vypocitdm si tedy jak integrél
I(1), tak kvadraturu (1) a porovnanim dostanu vztah pro soucet vah.

Zwi:Q(l):I(l):/ ldzr=b—a

]

Uloha 3. Ukaste, Ze vihy libovolné Newtonovy-Cotesovy kvadratury Yo qwif(z;) jsou "symetrické”,
tedy Ze
W; = Wp—g-

[Hint: Zacnéte se svimi dvahami na intervalu [—1,1]. Pro n = 2,3 si nakreslete lagrangeovské bdzové
funkce. UvaZujte nad vzdjemnou symetrii bizovyjch funkci. Zobecnéte vase wvahy pro libovolné n a na
libovolny interval [a,b].]

Resent. Obecna tvaha na intervalu [—1, 1]: Nakreslit si grafy lagrangeovskych bazovych funkei. Pozo-
rujeme, ze dvojice lagrangeovskych bazovych funkei jsou vzdy vici sobé symetrické dle osy y. Prislusné
vahy se tedy musi rovnat (obsah plochy pod grafem se zrcadlenim nezméni).

Zobecnéni na obecny interval: piislusné lagrangeovské bazové funkce jsou symetrické podle osy proché-
zejici stfedem intervalu.

Pokud bychom symetrii lagr. bazovych funkci nevétili, je mozné ji formélné ukazat dosazenim do vzorct
a ukazanim, ze l;(—z) = l,—;(x).

Jiné zduvodnéni symetrie: lagr. bazové funkce jsou urcéeny body, kterymi maji prochézet. Ty body jsou
symetrické. Protoze polynomy jsou témito body urceny jednoznac¢né, musi byt jejich tvar stejny, jen
zrcadlové otoceny. O



Uloha 4. Odvodte Newtonovu—Cotesovu formuli pro vijpocet integrdlu fo x) dx pro ¢tyri ekvidistantni
uzly.

[Hint: Za pouZiti vysledki Uloh @ a @ si zkuste co nejvice zjednodusit vypocty. Mélo by vdm stacit
vypocitat jeden integrdl.|

Resent. Uzly kvadratury budou z¢ = 0, 71 = 1/3, 29 =2/3 a x5 = 1.

Kvadraturu budeme hledat ve tvaru

sz 7;), kde w; = /H:p—x] dz.

Nejprve vypocitame ly a wy:

lg =

(e 1)@ =23 -1 9( 4 o 11 2
SUsCep-n 2 ( ’ >’

! 91, 2, 11, 27" 1
WO_A lodl’_7|:zll' —gl’ +1—833 —§.l’:| = —.

. - ] . 3 . PR )
Dale z Uloh |2 a |3 vime, ze ) ;_jw; = 1 a wy = w3, w1 = wy. Jednoduchym dopoéitanim mame tzv.
Simpsonovo tii-osminové pravidlo:

1 3 3 1
QUf) = f0)+ 2 f(A/3) + 2 f(2/3) + 2 f(1).
8 8 8 8
]
Uloha 5 (Navic). Naleznéte kvadraturni formuli tvaru
1
| @) de ~ (o) + s,
0
kterd je piesnd pro vSechny funkce tvaru ae® + [ cos(mx/2).
Resent. Integraci dostaneme
1 25
/ ae® + fcos(mx/2)dr = ae+ — — au
0 T
Déle f(0) = a+ p a f(1) = ae. Kvadratura musi byt pfesna pro funkce daného typu, tudiz
2
ale—1)+ ,3; =wo(a+ B) +wiae
e—1l=wy+twe
2
— = Wy-
T
Odtud dostaneme wy =2 aw; =1—1 — 2. O

€ e’

1.2 Gaussova kvadratura

Fakt, ze pro néktera rovnomérné rozlozeni uzli dostdvame pfesnost o stupen vyssi napovida, ze pro
vhodné umisténé uzly muze mit kvadratura vyssi algebraicky stupen. V Gaussové kvadratuie jsou uzly
a vahy zvoleny tak, aby fad kvadratury byl maximalni: pro n + 1 uzli =z, ..., x, ziskime maximalni
rad presnosti 2n + 1 (tj. pro prostor dimenze 2n + 2).
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Shrnuti myslenky Gaussovy kvadratury: Necht f € Py, 1, L,.1 je polynom stupné n + 1 kolmy
na P,. Pak existuji polynomy ¢, r € P, tak, ze plati f(x) = L,11(x)q(z) + r(z) (déleni polynomu f
polynomem L, se zbytkem 7).

Uvazujeme kvadraturu s uzly z ...x, odpovidajicimi kofenim polynomu L, ;. Vime, ze kvadratura
s n+ 1 uzly a vahami odpovidajicimi integralim lagrangeovym bézovym funkcim bude presné alespon
pro P,. Nyni rozepiSeme integral a kvadraturu polynomu f:

0 protoze Ly41LPy,
A\ presné pro Py,

-~

1) = [ Lunt@lata) + [ r() =T0) = Q0

Q(f) = QLnt19) + Q(r) = Zwi(LnH(xi) q(x) +r(2:)) = Q(r).

0
Uzly xq,...,x, uz tedy nebudou ekvidistantni. Jak lze ziskat vahy kvadraturni formule?
Resent. e Vahy jsou integraly lagrangeovych bazovych funkeci.

e Kvadratura bude presné pro P,. Pro libovolnou bézi P, ziskdme soustavu rovnic.
m

Uloha 6. Odvodte dvoubodovou Gaussovu kvadraturni formuli pro fjl f(z)dz. Tedy najdéte xq, x1,
wo a wy tak, aby kvadraturni formule Q(f) = wo f(xo) + w1 f(x1) byla pFesnd pro polynomy stupné
nejvyse 3.

Resend. Mame n = 1, tj. hleddme kvadraturni formuli tvaru

Q(f) = wo f(x0) + w1 f(z1).

Uzly xg a x1 si zvolime jako kofeny Legendrova polynomu Ls(z) = % 2 _ %, tj.
35, 1
22—
2" T2
1 1

r=+— => x9=-—

_,:L’
\/g 1

takze kvadraturu budeme hledat ve tvaru

QUf) = wo f (—%) fonf (%) |

Jelikoz n = 1, kvadratura mé byt presna pro polynomy stupné nejvyse 3, proto k urceni vah wy a wy
postupné dosadime za integrand f =1 a f = x:

1
/ 1dx:2:wo+w1,

1

/1:cdx—0—w (—i>—i-wL
. U '3

Odtud dostaneme



Pro numericky vypocet zadaného integrali na intervalu (a, b) musime pomoci linearni substituce bud
prevést zadany integral na integral na intervalu (—1,1), nebo, coz je v praxi obvyklejsi postup, preska-
lovat kvadraturni uzly a vahy.

Uloha 7. Pomoci preskdlovdni uzlii a vah 2 Ulohy@ odvodte dvoubodovou Gaussovu kvadraturni formuli
8

pro [, f(z)dx.

[Hint: Najdéte predpis linedrni funkce, kterd bod —1 zobrazi do 2 a bod 1 zobrazi do 8./

[Hint: VyuZijte vlastnost, Ze soucet vSech vah je roven b — a./

Reseni. Lzesi rozmyslet, Ze kdyZ budeme po&itat ortogonalni polynomy L, ; ortogonalizaci {1, z, 2%, ...}
na riznych intervalech, budeme dostévat funkce, které se budou ligit pouze $kalovanim (budou vyna-
sobené ngjakym skalarem a roztaZené na pifslusny interval). Uzly se tedy transformuji podle afinni
transformace intervalu (posunuti plus linearni transformace), tedy se zachovavaji poméry mezi tsec-
kami (poméry vzdalenosti mezi uzly).

Hledame tedy afinni funkci f(x) = ax + b, ktera spravné zobrazi krajni body intervalu. Dostavame:

Z;=3(x;+1)+2=3zx;+5, 1=0,1,
f(] - 5 - \/g,
T1=5+v3
Vahy se skaluji linearné s délkou intervalu. To napiiklad proto, Ze vahy jsou integraly piislusnych

lagrangeovskych béazovych funkei, a ty se skaluji linearné s délkou integralu (a na posunuti intervalu
vibec nezavisi). Tedy

Gaussova kvadratura je tak tvaru Q(f) = 3f(5 — v3) + 3f(5 + v/3). O

Uloha 8 (Navic). DokdZete napsat obecny vzorec pro pieskdlovini uzlic a vah z intervalu (—1,1) na
interval (a,b)?

Regeni. Obecné vzorce pro preskalovani z intervalu (—1,1) na interval (a, b) lze zapsat takto:

Uloha 9. Uvazujme kvadraturni formuli tvaru
1
[ t@)in~ @)+ (o)
-1
a) Pro jaké hodnoty o bude tato kvadraturni formule presnd pro vSechny polynomy stupné nejvyse
17

b) Pro jaké hodnoty o bude tato kvadraturni formule pfesnd pro vSechny polynomy stupné nejuyse
37

c) Pro jaké hodnoty a bude tato kvadraturni formule piesnd pro vsechny polynomy tvaru a + bx +
cx? +dx?, kde a,b,c,d € R?



Resent. a) Pro vSechny hodnoty o € R.
b) Pro a = +1//3.

¢) Zadané presnosti nedosahneme pro zadné «. To, Ze opravdu nenalezneme vhodné « plyne z toho,

7e ma-li byt kvadratura piesna pro funkci x2, musi byt o = :I:\/Lg. Ma-li byt piesna pro z*, musi
platit a = j:\/ig. Ty pozadavky se ale navzajem vylucuji.
O

Uloha 10 (Navic). Dokazte, Ze nelze najit kvadraturu o n + 1 uzlech, kterd by byla algebraického Fddu
2n + 2.

[Hint: Pro obecnou kvadraturu s dangmi n+ 1 uzly a vahami najdéte polynom stupné 2n + 2, pro ktery
tato kvadratura nemize byt presnd.|

[Hint: Zkuste nagit polynom, kterému sice kvadratura prifadi nulu, ale jeho integrdl bude nenulovy.|

Resent. Polynom [T o(x — x;)? stupné 2n + 2 je nezdporny (jeho integral je kladny) a ma koreny ve
v8ech uzlech kvadratury (Q(f) = 0). O

Uloha 11 (Navic). Ukaste, Ze vihy Gaussovy kvadratury jsou vidy kladné.
[Hint: Integrujte vhodné zvoleny polynom stupné 2n, kde n + 1 je pocet uzli kvadratury.|

Resent. Necht mame Gaussovu kvadraturu s n—+1 uzly xo, ..., z, a vdhami wy, .. .,w,. Tato kvadratura
je presna pro polynomy stupné az 2n + 1. Zvolme jeden z uzli z; a uvazujme
n
H (z — ;)
(i — x;

J=0;j#i )

pi(z)

Z¥ejmeé p;(x;) = 0 pro j #i a p;(x;) = 1. Polynom p?(x) stupné 2n je ziejmé nezaporna funkce a dana
Gaussova kvadratura je pro néj presna. Dostavame tedy

b n
O</ pf(x)dx:Zwkp?(xk) = w; .
a k=1

Protoze ¢ jsme volili libovolné, dostavame w; > 0,7 =0,...,n. O

1.3 Metoda polovi¢niho kroku

Nevyhodou apriornitho odhadu chyby E(f) vySe je, ze muze byt velmi nadsazeny, nebo nemusime
mit k dispozici odhad derivace funkce f. Proto hledame metodu aposteriorniho odhadu chyby. Touto
metodou je metoda poloviéniho kroku z prednésky.

Nejen ze nam metoda poloviéniho kroku pomiize s aposteriornim odhadem chyby, ale zaroven nam da
presnéjsi vysledek kazdym rozptlenim intervali.

Uloha 12. Urcete, kolik novijch funkénich hodnot f(xy) je potieba spocitat, pokud jsme pivodné meli
jen jeden interval délky h a nyni z néj vytvorime dva intervaly délky % a pouZivame

a) ctyrbodovou Newtonovu—Cotesovu metodu,
b) ctyrbodovou Gaussovu metodu.

Resent. a) Je potieba spocitat funkéni hodnotu ve 3 bodech.

b) Je potieba spocitat funkéni hodnotu ve vSech 8 bodech.
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