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1 Interpolace funkci

1.1 Obecna interpolace a Vandermondova matice

Mé¢jme funkei f zadanou v bodech xy az x,. Chceme tuto funkei interpolovat v bodech x; pomoci funkei
z néjakého prostoru X (napiiklad polynomi stupné nejvyse n, tj. X = P,). To znamené nalézt funkci
F v X, ktera se s f shoduje v bodech.

Aby tloha méla jednoznacné feSeni, dimenze X se musi rovnat poc¢tu bodu interpolace.

Jak postupujeme? Zvolime néjakou béazi prostoru X, bazové funkce oznac¢ime pg az p,. Nyni F' =
Z?:o Q;P;-

Sestavime soustavu rovnic pro nezndmé koeficienty «;. Dostavame zobecnénou Vandermondovu matici
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Vytesenim této soustavy ziskame zddanou funkci F'.

Pro X = P, a bazi {1,z,2%,... 2"} dostavame znamou matici
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Jeji ¢islo podminénosti prudce roste se zvétsujicim se n.

Z¥ejmé baze {1,x, 22, ..., 2"} nenf vhodna. Dovedli bychom sestavit vhodngjsi bazi? Co musf funkce p;
spliovat, aby Vandermondova matice byla co nejjednodussi mozna?

1.2 Lagrangeova interpolace

Budeme nyni pro interpolaci pouzivat lagrangeovské bazové funkce /;. Jde o polynomy stupné nejvyse n,
spliwjici vztah
li(xj) = 0ij, (3)

kde 9;; je Kroneckerova delta. Potom Lagrangeiv interpola¢ni polynom je dan vztahem
Lo(x) = fx:)li(x).
i=0

Uloha 1. Vymyslete, jak sestavit Lagrangeovy bdzové funkce l; pro body zo =0, ©1 =1 a x5 = 3.
[Hint: Jednotlivé bazové funkce l; si nejprve nakreslete. Jaky je stupen téchto polynomi?/

[Hint: Polynomy je mozné samoziejmé urcit feSenim soustavy 3 rovnic, ale vyhnéte se tomu.|

Reseni. Polynomy I; ziskame tak, %e vezmeme polynom se spravnymi kofeny, ktery vydélime jeho
funkéni hodnotou v bodé, kde ma byt hodnota I;(z;) = 1.



Postupné tak ziskame jednotlivé [;(x):

(z—m)(r—2) (x-1)(x-3) 1 ,
lo(z) = (o —a1)(z0 —22)  (0—1)(0—3) gl —dr+3),
(x —x)(x —12)  (z—0)(x—3) 9
hiz) = (11 —z0) (w1 —a9)  (1—0)(1—3) —5 (" = 32),
(x —zo)(x — 29) (x—=0)(z—-1) 1 ,
hz) = (12 —20)(ws — 1) (3-0)3-1) g — o) -

Uloha 2. S vyuzitim vysledku piredchozi ilohy sestavte Lagrangetiv interpolacni polynom Ly pro funkci f,
kterd je dand tabulkou svjch hodnot a vypoctéte piibliznou hodnotu funkce f v bodé 2, tj. Lo(2) ~ f(2).
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Resent. Lagrangetv interpola¢ni polynom je déan vztahem

.I‘—l’j

Ln(x) = Z f(xz)ll(x)7 kde ll(x) - H
i—0 J#i

Q?i—SL’j.

Celkem tedy dostaneme

2 2 1 4
Ly(x) = = (2 — 4o + 3) — 5(952 —3z) + 6(952 — 1) = —§x2 + 57 +1

a L2(2> = %

1.2.1 Chyba Lagrangeovy interpolace

Jak velky muze byt rozdil mezi L,(x) a f(x) v obecném bodé x € [a,b], mimo interpola¢nich uzla?
Odpoved dava véta z prednasky:

Véta 1. Necht f € C"([a,b]) a x; € [a,b],i = 0,...,n. Necht L, je interpolacni polynom, tj.
Ln(z;) = f(z;), i =0,...,n. Pak pro kaZdy x € [a,b] plati

f@) = Ln(w) = 70 1)!f“l“)(fx) [z =), pronjake & € o] (4)

Vétu lze prakticky pouzivat jen v tom piipadé, zname-li horni odhad f™*!) na celém intervalu [a, b].

Uloha 3. Spoctéte Lagrangeovu interpolaci funkee f(z) = cos?(x) v bodech xq = 0, x; = 5
Odhadneéte chybu interpolace pouZitim formulky z predchozi vety. V jakém bodé na intervalu [0, 3] je
tento odhad nejuyssi?

Urcete odhad a skutecnou chybu interpolace v bodé 7.

[Hint: f"(z) = —2cos(2x)./

Reseni. Lagrangeova interpolace mé tvar

Ly(z) = f(wo)lo(x) + F(z1)h(x) = £(0) =




Odhadneme druhou derivaci: |f”(z)| = | — 2cos(2z)| < 2 pro x € [0, 7/2].
Dosazenim do dostaneme

1 7T T
@) = L@ < 52| @ = 0@ = D) = |@ =0 - 3.
Na intervalu [0, 7] nabyva odhad maximélni hodnotu pro x = §. Plati:
ﬂ' 2
f(z) — Li(z)] < (Z> ~ 0.6169.
Skutecné chyba v bodé = = 7 je
()5 ()l D
‘cos (4 (7 0.

1.3 Chebyshevovy body

V pripadé Lagrangeovy interpolace na ekvidistantnich uzlech mize dochazet k velkym oscilacim na kraji
uvazovaného intervalu. Tomuto nepfiznivému jevu mizeme zabranit pouzitim tzv. Chebyshevouvijch bodi,
které jsou na intervalu [—1, 1] definované jako

2j+1)m .
T cos( S .7 T,

tj. jako kotreny Chebyshevova polynomu 7T, .

Chebyshevovy body jsou vice soustfedény ke kraji intervalu [—1, 1]. Pokud chceme pracovat na obecném
intervalu [a, b], sta¢i pouzitim linearni transformace uzly x;, j = 0,...,n pletransformovat, jak jsme si
ukézali na minulém cvicendi.

1.4 Kubicky interpola¢ni spline

Jiny pristup k interpolaci je po ¢astech polynomialni interpolace. Funkci f budeme interpolovat pomoci
kubickych polynomu tak, aby pro vyslednou interpolaci S platilo:

o flzi) = 5(z),
o S je t¥idy C?,

e S je “prirozeny”, tedy S”(zo) = 5" (x,) = 0.

1.5 Porovnani metod na interpolaci funkci

Budeme pouzivat pripraveny skript interpolace.m. Skripty pouzivaji funkci lagrangebary.mE] na hle-
dani Lagrangeovych polynomi a Matlabovskou funkeci spline na vypocet interpolace pomoci kubického
splinu.

Vystupem jsou ¢tyfi grafy. V prvnim grafu nalezneme Lagrangeovu intepolaci na ekvidistantnich uzlech,
ve druhém Lagrangeovu intepolaci na Chebyshevovych bodech a ve tfetim interpolaci pomoci kubického
splinu. Cerna prerusovana ¢ara reprezentuje presné reseni. Poslednf graf zobrazuje chybu interpolace se
skuteénym feSenim ve vSech tfech ptipadech.

Ve skriptech lze volit interpolovanou funkei (funkce z Ulohy [4{ jsou pFipraveny) a pocet uzli k.

rycentrickou formuli. Ta méa totiZ lepsi numerickou stabilitu oproti naivnimu vyhodnoceni. Neni to ale pro nas podstatné,
pouze funkci pouzivame ze skriptu interpolace.m.



Uloha 4. Porovnejte Lagrangeovu interpolaci na ekvidistantnich uzlech, Lagrangeovu interpolaci pomoct
Chebyshevouvijch bodii a interpolaci kubickym splinem v zdvislosti na poctu uzli postupné pro tri rizné
funkce

f(z) = sin(3z),
g(z) = |zl,
h(z) = sign(z),

na intervalu [—1,1].

(i)

(i)

(iii)

Zacnéme s funkci f. Zkuste si vykreslit interpolaci s 5, 10, 25, 30 a 40 uzly. Porovndvejte veli-
kost chyby jednotlivijch interpolaci. Lze Tici, Ze se zvysSujicim se poctem uzli dostdvdme presnéjsi
interpolaci?

Ddle zkoumejme funkci g. Napied pouZijme 5 a 6 wuzli. Jak se lisi aproximace na okoli bodu 0 na
zdkladé parity poctu uzli? Jak se bude interpolace chovat, pokud zvolime vice uzli, naptiklad 10,
15, 20 a nebo 40 uzli?

Nakonec budeme interpolovat nespojitou funkci h. Opét pouZijme 5 a 6 uzli. Lisi se aprorimace
na okoli bodu 0 na zdkladé parity poctu uzli? Pokud ano, tak pro kterou interpolaci a ¢im to je
zplsobeno? Zkuste i nyni pouZit vice uzli, naptiklad 10, 15 a 20. Dojde nékdy k dostatecnému
zpresnéni reseni?

Resend.

(i)

Interpolace v Chebyshevovych uzlech netrpi Rungeho jevem, lze jit do tisici bodi. Na druhou
stranu interpolace v ekvidistantnich uzlech zac¢ina zlobit mezi 40 a 50 uzly; zaokrouhlovaci chyby
se kumuluji.

Parita ovliviiuje aproximaci vrcholu a toho, zda aproximujeme piimo bod 0. Interpolace v ekvi-
distatnich bodech zacinad mezi 10 a 15 trpét Rungeho jevem; interpolant je u hranice naprosto
nepouzitelny. Chebyshevovy uzly funguji vyteéné.

Parita se projevi pouze u Lagrangeovy interpolace pomoci Chebyshevovych bodi. Pokud je pocet
uzli lichy, nevyjde vlivem zaokrouhlovani prostfedni Chebysheviv bod pfesné 0, takze hodnotu
h v tomto bodé (okolo nespojitostil) nelze predvidat. Intepolace v ekvidistatnich bodech trpi
Rungeho jevem u hranice. Chebyshevovy body (a ponékud méné spline) trpi Gibbsovym jevem,
tedy oscilaci okolo nespojitosti h v x = 0. [
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