Cviceni 10 - zadani pro studenty
Zaklady numerické matematiky - NMNM201 Verze z 4. prosince 2024

1 Optimalizace
Na prednasce zaznélo né€kolik metod, jak najit

T = argmin f(z),
xeM

kde f: R®* — R a M C R". Na cvic¢eni se budeme vénovat jen jedné, a to metodé zlatého rezu.

1.1 Metoda zlatého rfezu

Metoda zlatého fezu funguje na principu bisekce. Na intervalu, na kterém hledame minimum, zvolime
dva body. Pomoci jejich funkénich hodnot uré¢ime mensi interval, na kterém budeme minimum funkce
hledat.

Algoritmus 1 Metoda zlatého fezu
Vstup: f, ag, by

a=ag, b=by
p="35

fork’—l .. do
u:a+p(b—a)

v=>b—p(b—a)
if f(u) < f(v) then
b=wv
else
a=1u
end if
end for

Uloha 1. Podle Algoritmu |1 napiste funkci v MATLABu na hleddni minima metodou zlatého Fezu.
Metoda zlatého Tezu je zkonstruovana tak, aby bylo znovu pouzito vyhodnoceni f z predchozich iteract.
Naprogramugte funkci tak, abyste v kaZdé iteraci (kromé pruni) vyhodnocovali f pouze v jednom bodé.

Uloha 2. Pomoci funkce z Ulohy zkoumejte nalezeni minima ndsledujicich funkci s dangm pocdtecnim
intervalem:

(a) f(z) =22, a=—1,b=1,

(b) f(z) =sin(z), a = =3, b =6,

(¢) f(z) =sin(z), a = =3, b=10,

(d) flz)=12+22—z—e" a=—3,b=3,

Na kaZdou lohu pouZijte 15 iteraci. Pozorujte volbu bodi uw a v. Bylo nalezeno skutecné minimum
funkce?



2 Ortogonalni polynomy

Ortogonalni polynomy jsou dilezité funkce v numerické matematice. Aplikaci nalezneme v mnoha
metodach. Dilezité nejsou pouze samotné funkce, ale i jejich koteny.
2.1 Legendrovy polynomy

Nejznaméjsi ortogonélni polynomy jsou tzv. Legendrovy polynomy na [—1,1] odpovidajici skalarnimu
soucinu (f,g) = fj1 fgdzx. Ziskat je muizeme pomoci Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace polynomu

1,x,2% 23, ..., 2" Lze je také vyjadrit rekurentnim vztahem:
EQ(ZL') == 1,
Li(x) =z,
2n +1 n
L, = n(T) — L, , =1,2,...
) = e ) = L (@),

Uloha 3. Spoctéte Lo jak pomoci Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace, tak pomoci 3-clenné rekurence.
Lis7 se polynomy? List se jejich koteny?

Uloha 4. Pomoci preskdlovini Ly (odvozencho rekurentné) z Ulohy @ odvodte Legendriv polynom na
intervalu [2,8]. Normu zachovatl nepotrebujeme.

Ndpovéda. Najdéte predpis afinni funkce, kterd bod —1 zobrazi do 2 a bod 1 zobrazi do 8.

Uloha 5 (Navic). DokdZete napsat rekurentni vzorec pro Legendrovy polynomy na intervalu [a, b

2.2 Chebyshevovy polynomy

Dalgimi pouZivanymi ortogonalnimi polynomy jsou Chebyshevovy polynomy na [—1,1] odpovidajici
skalarnimu souc¢inu

1
f9
,g) = ——dx.
Vyjadrit je muzeme ve tvaru
T, (z) = cos (n arccosz), n=0,1,... (1)

Uloha 6. Ukazte, Ze funkce T, je opravdu polynomem stupné prdvé n.
Ndpovéda. Zkuste odvodit rekurentni vztah pro vipocet Chebyshevova polynomu T, 1.

Ndpovéda. S pouzitim souctovijch vzorci vyjadiete cos(a+ ) + cos(a — B) a vhodné dosadte za o a 3.

V Uloze @ jsme odvodili rekurentni vztah pro vyjadieni Chebyshevovych polynom:

T()(ZL‘) = 1,
Ty (z) =z,
Toi1(x) =22T,(x) = Thoa(z), mn=1,2,...

V ptipadé ortogonalnich polynomu nas ¢asto zajimaji jejich kofeny a body extrému. Pro Chebyshevovy
polynomy méme vzorce, jak tyto body spocist.

Uloha 7. Ukazte, ze pro T, plati ndsledujici.

(a) Viechny koreny T, na R lezi v (—1,1) a spliiugi

2k — 1)«
xk:cos((T)), k=1,...,n. (2)


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~blechta/cheat/

(b) Vsechny extrémy T,, na [—1,1] spliugi

T = COS (

km

n

), k=0,...,n.
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