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1 Nelinearni algebraické rovnice

Budeme se zabyvat hledanim kotene z, dané funkce f v situaci, kdy nejsme schopni jej analyticky
spocitat. Existuji dva typy metod:

e intervalové; zatneme s intervalem [a, b], ve kterém je umistén koten, a pak jej postupné zkracujeme;
napiiklad metoda bisekce, metoda regula falsi, .. .;

e bodové; zatneme v bodé xy (nebo vice) a postupné konstruujeme dalsi aproximace kofenu; napii-
klad Newtonova metoda a jeji modifikace, metoda secen, metoda pevného bodu.

V tomto cvic¢eni se budeme vénovat pouze bisekci a Newtonové metodé jako zastupciim intervalovych
a bodovych metod. Metodé pevného bodu se budeme vénovat v doméacim tikolu.

1.1 Anonymni funkce v MATLABu

Abychom mohli uchopit funkei jako proménnou, budeme vyuzivat néasledujici syntaxi:
f=0(>) x.72 - 4xx + 1;

g = 0(x) sin(pix*x);

kde f =2? — 4z + 1 a g = sin(7z).

Potom muzeme tyto funkce pouzit jako vstupni parametr jiné funkce, napiiklad:
[x,iter]=bisection(f,a,b,tol,sol)

[x,iter]=newton(f,fd,x0,tol,sol)
[x,iter]=newton_convergence(f,fd,x0,tol)

kde f je zadana funkce, £d jeji derivace a sol je hledany kofen zadané funkce. Tolerance je urcené
promeénnou tol.

Je mozné také rovnou psat funkce £ = @(x) ... do argumentu, napf.:
[x,iter]=bisection(@(x) x.”4 - 1,0,10,1e-8,1)

1.2 Metoda bisekce a Newtonova metoda
V celé této kapitole budeme pracovat s témito funkcemi:
f(x) =2°+2—6,

g(x) = 2?,
h(z) =12+22* —2 —e™*.

Nasim tkolem je spocitat vSechny kofeny pomoci bisekce a Newtonovy metody

f(xx)

Lk4+1 = Tk — f/<$k). (1)

Uloha 1. Dive, neZ zacneme priklady pocitat pomoci bisekce nebo Newtonovy metody, je dobré si
rozmyslet, jak budeme pro jednotlivé funkce volit pocatecni body a intervaly.

Muze vést u funkci f, g, h riznd volba intervali nebo pocdatecnich bodi k riznym vijsledkim?



Resent. U funkce f Newtonova metoda nezkonverguje pro xo = —1/2. Pokud zy > —1/2, pak Newto-
nova metoda konverguje ke kotfenu 2, pokud xg < —1/2, tak metoda konverguje ke kofenu —3.

Vadi nam nutné u funkce g, Ze je derivace v kofeni rovna nule? Zkusme napsat Newtonovu formuli.

Vyjde: zp1q = %xk Bude metoda konvergovat dobie?

U funkce h zalezi na volbé pocateéniho bodu. ReSeni muze byt ovlivnéno lokdlnim minimem v bodé
xz=0. 0

1.3 Asymptoticky rad konvergence

Definice 1. Necht posloupnost bodii {x,} ziskand iteracni metodou konverguje k x. Pak Tekneme, Ze
konverguje s Fdadem p, pokud pro néjakdi p € R a C € (0,00) plati

i |96 - $k+1| _
m — =
k—oo |1 — [P

Pro p =1 pozZadujeme navic C' € (0,1) a poté Fekneme, Ze metoda konverguje linearné.

Pokud p = 2, pak metoda konverguje kvadraticky.

Miizete si rozmyslet, Zze kazda metoda muize konvergovat jen s jednim faddem p a navic p > 1.

Linearita metody bisekce. O metodé bisekce vime, ze kofen z, spojité funkce f(z) se nachazi nékde
v intervalu [a, b]. Nejvétsi mozné chyba v k-tém kroku je proto ej = %|bk — ag|. Také je okamzité vidét,
7€ €1 = %ek. Metoda bisekce tedy konverguje linearné s konstantou C' = %

Rozdil mezi linedrni a kvadratickou konvergenci ilustruje nasledujici tloha:

Uloha 2. Kolik potrebujeme iteract bisekce na to, abychom odhad chyby ey, zmengili alespori o Fdd? A
o 7 radi?

Newtonova metoda za urcitych predpokladi konverguje kvadraticky. Pokud by platilo, Ze
|z — | = [z — ap
a chyba |x — x| = 0.1, kolik potrebujeme iteraci na to, abychom chybu zmensili o Fad? A o 7 Fadi?

Regent. Bisekce: (%)k < 107", [log, 10™] = k, pro 1 fad pottebujeme [log, 10] = 4 iterace, pro 7 radu
[log, 107] = 24 iteraci, tj. piiblizné Tkrat vice.

Newtonova metoda: chyba |z — x| = 0.1, |x — 21| = 0.01, |z — 22| = 0.0001, |z — 23] = 1078. Tedy pro
jeden Tad potfebujeme jednu iteraci, pro 7 radu 3 iterace. [

Uloha 3. Porovnejme rychlost konvergence bisekce a Newtonovy metody na viech tiech piikladech.

VyuZijte funkce bisection a newton. Toleranci zvolte le — 8. Pokud vds zajimd pribéh a jednotlivé
aprozimace TeSeni Newtonovou metodou, pouZijte funkci newton_convergence

Reseni. Pro f a h plati, Zze pokud za¢neme ve vhodnych bodech, Newtonova metoda konverguje vyrazné
rychleji nez bisekce. Pro g Newtonova metoda konverguje pomaleji, navic zastavuje daleko od kotene.

Brzké zastaveni lze odstranit volbou nizsi tolerance (problém je v tom, Ze je testujeme funkéni hodnotu
v 1, a funkce g mé v okoli kofene malé funkéni hodnoty).



f = 0(x) x.72 + x - 6;

fd = @(x) 2*x + 1;

g = @(x) x.73;

gd = @(x) 3*x.72;

h = 0(x) 1.2 + 2*x.72 - x -exp(-x);
hd = @(x) 4*x - 1 + exp(-x);

/4 hezka kvadraticka konvergence Newtona
figure; newton(f,fd,5,1e-8,2);

4 priklad kdy Newton konverguje napred linearne a az pozdeji kvadraticky
figure; newton(f,fd,1000,1e-8,2);

4 Newton konverguje linearne a navic zastavi daleko od korenu, kdy je sice
4 f(z_k) dost mala, ale [z~* - z_k/ wvelke
figure; newton(g,gd,5,1e-8,0);

/ bisekci to mnewvadd
figure; bisection(g,-4,3,1e-8,0);

4 priklad kdy "skoro koren" h na chvili splete Newtona
figure; newton(h,hd,5,1e-8,-3.231419196649482);

4 stepping through titerations by keypress in the command window
figure; newton_convergence(h,hd,5,1e-8); ]

1.4 Podrobnéji k Newtonové metodé

Nyni si odvodime i néjaké postacujici podminky pro konvergenci Newtonovy metody.

Uloha 4. Ukazte, zda bude Newtonova metoda konvergovat v ndsledujicich piipadech:
(a) Necht f € C*® je ryze konvexni rostouct spojité diferencovatelnd funkce, necht mad néjaky koven x..

(b) Co by se zmeénilo pro f € C*™ rostouci a ryze konkdvni, klesajici a ryze konvexni, klesajici a ryze
konkduni.

(c) Co by se v jednotlivijch pipadech zmeénilo, kdyby f € C*> byla rostouct ¢i klesajici a konverni ¢i
konkduni misto na R jen na intervalu [z, xo] (resp.[zo, x.])?

Resend. Ve staci ukazat pomoci nacrtku dané situace anebo pouzit Fourierovu vétu z prednasky:
(a) Konverguje.
(b) Opét konverguje pro vSechny kombinace.

(c) Pokud by x; bylo na opa¢né strané od z,. (tj. f(xo)f"(z9) < 0), nevime, jak bude posloupnost
pokracovat. O

Uloha 5 (Navic). Umite zdiwodnit, proc¢ nékdy a za jakijch podminek konverguje Newtonova metoda
pomaleji nez kvadraticky?

Ndpovéda. Vratte se k pripadu funkce g.

Resent. Kvadratické konvergence nastava pro f'(z,) # 0. Pokud f'(z,) = 0 a f’(z,) # 0, pisme

C(Tp—Tx 2 T —Tx 3
F(@) = ofw = 2.)? + O((x — 2.)%), pak wppr = 2 — PO 10 40y 1 O((ay — 2.)?).

Dalsi potize s konvergenci mohou nastat, kdyz f neni hladka. O




Uloha 6. Newtonova metoda obcas selhdvd. Odhalte problémy, které nastanou, zvolime-li xy = 1 pro
funkce definované ndsledujicimi predpisy

(a) f(x) =2z — 2%

—(=2)? 2 <0,

w o ={ ~CAT 150

Regent.
B : . O SV |
(a) f'(1) =0 a tedy x; nelze definovat. Numericky miize vyjit fadove z; ~ -.
(b) Stfidaji se hodnoty +1. O
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